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In dieser Schrift habe ich rersucht, die geometrischen Eigenschaften 
der Krystalle in zusammenhängender Weise darzulegen und auf dieser 
Grundlage fussend allgemein gültige Methoden zur Construction und 
Berechnung der Krystalle zu entwickeln. 

Der bedeutendste Fortschritt , den die geometrische Krystallographie 
seit ihrer Begründung durch Hauy und Weiss gemacht hat , besteht in 
der Erkenntniss, dass aus der fundamentalen Eigenschaft der Krystall- 
polyeder, welche durch die gleichbedeutenden Gesetze der Zonen , der 
rationalen Indices und der rationalen Doppelverhältnisse ausgesprochen 
wird, alle übrigen Eigenschaften derselben, insbesondere ihre mög- 
lichen Symmetrieverhältnisse auf rein geometrischem Wege abgeleitet 
werden können. Obwohl die Methoden zur Berechnung, Construction 
und Beschreibung der Kry stallgestalten sich noth wendig auf diese 
Einsicht stützen müssen, ist die gegenseitige Abhängigkeit zwischen 
den Eigenschaften der Krystallpolyeder einer eingehenden Erörterung 
noch nicht unterworfen worden. Die vorhandenen Forschungen von 
Gauss ^ Möbius y Bravais, Sohncke , Gadolin, Smith u. A. finden sich 
in einzelnen Abhandlungen zerstreut. Ihre Ergebnisse, denen der 
Weg in die Lehrbücher der Krystallogi-aphie und Mineralogie noch 
nicht eröflfnet worden ist, entbehren einer einheitlichen und annähernd 
erschöpfenden Darlegung. Nur das treffliche Werk von V. von Lang 
giebt wenigstens über einen Abschnitt dieses Gebietes : den Zusammen- 
hang des Gesetzes der rationalen Indices mit den möglichen Bichtungen 



VIII Vorwort. 

von Symmetrieebenen in Krystallpolygdern vollständig Auskunft. Des- 
halb möchte es nicht überflüssig erscheinen, wenn in der vorliegenden 
Schrift eine zusammenfassende Darstellung der geometrischen Krystallo- 
graphie versucht wird. 

Einige der Untersuchungen, welche die vorliegende Arbeit er- 
forderte, habe ich bereits in der »Zeitschrift für Kry stall ographie und 
Mineralogie, herausgegeben von P. Groth, Leipzig, Verlag von Wilh. 
Engelmann. Band I — IV, 1877 — 1880«, niedergelegt. Sie erscheinen 
hier in neuer Bearbeitung und weiterer Ausführung. 

Indem ich diese Schrift der Oeflfentlichkeit übergebe, mit dem 
Wunsche, dass sie der Krystallographie neue Freunde und Förderer 
gewinnen möge, ist es mir ein Bedürfniss, Herrn Professor Groth für 
die freundliche Erlaubniss zur Benutzung einer Reihe von Figuren aus 
seiner »Physikalischen Krystallographie, Leipzig, Verlag von Wilh. 
Engelmann, 1876«, sowie der verehrlichen Verlagsbuchhandlung für 
die sorgfältige Ausstattung dieses Buches meinen wärmsten Dank 
auszusprechen. ^ 

B.reslau, den 17. August 1881. 

Th. Liebisch. 
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Erstes Kapitel. 

§ 1. Definition eines Krystalles. Zweck der geometrischen Krystallo- 
graphie. § 2. Krystallpolyeder sind einfache convexe Polyeder. § 3. Ge- 
setz der Constanten Flächen- und Kantenwinkel. § 4. Gesetz der Zonen. 



§1. 

Ein Krystall besitzt erfahrungsgemäss in seiner ganzen Ausdehnung 
die Eigenschaft, dass in dem physikalischen Verhalten nach einer bestimm- 
ten Richtung nicht die geringste qualitative oder quantitative Verschieden- 
heit beobachtet wird, von welchem Punkt im Inneren des Krystalles man 
dabei auch ausgehen mag. Es ist also kein Punkt eines Krystalles vor den 
übrigen Punkten desselben physikalisch ausgezeichnet; um jeden Punkt 
herum ist das physikalische Verhalten nach unter einander parallelen und 
gleich gerichteten Geraden dasselbe. Demnach ist ein Krystall ein homo- 
gener fester Körper. 

Bekanntlich giebt es ausser den Krystallen noch andere, sogenannte 
amorphe, homogene feste Körper. Das physikalische Verhalten eines homo- 
genen amorphen Körpers ist nicht nur in allen, durch verschiedene Punkte 
seines Inneren gelegten Geraden von derselben Richtung, sondern gleich- 
zeitig auch in allen, durch einen und denselben Punkt seines Inneren ge- 
legten Geraden von verschiedenen Richtungen dasselbe. Einem solchen 
Körper eignet absolute Gleichartigkeit in seiner ganzen Ausdehnung ; er ist 
in physikalischer Beziehung isotrop. 

Untersucht man dagegen das physikalische Verhalten eines Krystalles 
in allen verschiedenen, von irgend einem Punkte seines Inneren ausgehen- 
den Richtungen, so findet man dasselbe im Allgemeinen abhängig von 
der Richtung. Ein Krystall besitzt also unter der Einwirkung phy- 
sischer Agentien im Allgemeinen nur in parallelen Richtungen dieselben 
Eigenschaften ; in verschiedenen Richtungen zeigt er qualitative und quan- 
titative Unterschiede. Demnach gehört er in physikalischer Beziehung zu 
den anisotropen Körpern. 

Nach allen verschiedenen Richtungen in ihren physikalischen Eigen- 
schaften verschieden sind nur die unsymmetrischenKrystalle. Bei den übrigen 
Krystallen zeigen einige unter allen von einem Punkte ausgehenden Richtun- 
gen übereinstimmendes physikalisches Verhalten. Solche Krystalle besitzen 

Liebisch, Geometr. Kry stallogr . ^ 



2 Erstes Kapitel. 

Symmetriecharaktere, deren höherer oder niedrigerer Grad zur Eintheilung 
der Krystalle in Gruppen benutzt wird. Die Symmetrie des physikalischen 
Verhaltens erreicht aber nur in einer, der regulären Abtheilung, und auch 
hier nur für gewisse physikalische Eigenschaften, z. B. die optischen, den 
höchsten Grad, die Gleichartigkeit nach allen Richtungen; so dass bei 
weitem die Mehrzahl der Krystalle in Beziehung auf jede ihrer physikali- 
schen Eigenschaften anisotrop ist. 

Aus dieser Betrachtung ergeben sich die Bestimmungen, welche zur 
Kennzeichnung der Krystalle und zur Unterscheidung derselben von den 
homogenen amorphen festen Körpern nothwendig und ausreichend sind : 

Ein Krystall ist jeder homogene feste Körper^ dessen physikalische Eigen- 
schaften in den, durch einen und denselben Punkt seines Inneren gelegten Ge- 
raden von verschiedenen Richtungen im Allgemeinen verschieden sind. 

Die Krystalle treten unter günstigen, übrigens mannigfach variirenden 
und zum Theil noch nicht hinreichend bekannten Umständen in polyö- 
drischenäusserenFormen auf, deren Begrenzungsebenen von geo- 
metrischen Gesetzen beherrscht werden. Die Form eines vollkommen aus- 
gebildeten Krystalles, das augenfälligste Kennzeichen desselben, steht in 
untrennbarer Beziehung zu seinem physikalischen Verhalten, denn sie ist 
wie dieses letztere durch die Natur der Substanz und deren Krystallisation 
bedingt. 

Die Krystallform zeichnet sich vor den übrigen physikalischen Eigen- 
schaften eines Krystalles dadurch aus, dass sie sich leicht und mit grosser 
Genauigkeit bestimmen lässt. Sie hat sich deshalb der Erforschung der 
Krystalle zuerst dargeboten. Die Darstellung der Gesetze, denen sie unter- 
worfen ist, und die Ermittlung der Grössen, welche zu ihrer vollständigen 
Beschreibung erforderlich und hinreichend sind, bilden den Gegenstand 
der geometrischen Krystallographie. 

§2. 

Die Begrenzungsebenen eines vollständig ausgebildeten Krystalles 
bilden erfahrungsgemäss ein einfaches, im gewöhnlichen Sinne 
convexes Polyeder. Um den Begriff eines solchen Polyeders zu er- 
läutern, müssen wir zuvörderst auf die Betrachtung der einfachen, im ge- 
wöhnlichen Sinne convexen Polygone näher eingehen*). 

Unter einem einfachen Polygon der n-Ordnung versteht man 
n-Punkte in einer Ebene, welche nicht in einer und derselben Geraden 
liegen, und den Zug der n geradlinigen Strecken, welcher von einem der 
n-Punkte zu einem anderen schreitend jeden einmal durchläuft und sich 
durch die Rückkehr zum Ausgangspunkte schliesst. Ein solches Polygon 
hat n-Eckpunkte und n-Seiten oder Kanten. 



*) Vgl. Chr. Wiener, üeber Vielecke und Vielflache. Leipzig 1864. und A. F. 
Mobius, üeber die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders. Ber. Verhandl. Sachs. 
Ges. d. Wiss. 1865. Math. phys. Classe. 



§ 2. Krystallpolyöder sind einfache convexe Polyöder. 3 

Ein Polygon ist im gewöhnlichen Sinne convex, wenn es 
von einer Geraden nur in zwei Punkten geschnitten werden kann. Unter 
der Bezeichnung Polygon verstehen wir im Folgenden stets einfache, im 
gewöhnlichen Sinne convexe Polygone. 

Jede Kante besitzt in Beziehung auf das Polygon, zu dessen Perimeter 
sie gehört, eine äussere und eine innere Seite. Von einem jPunkte im 
Inneren eines Polygons kann man auf die Kanten des Perimetersfdesselben 
Normalen fällen. Als die positive Richtung einer solchen Normale wollen 
wie stets die von dem Inneren des Polygons nach aussen gehende ansehen. 
Zwei Kanten haben dieselbe Richtung und gleichartige, beziehungsweise 
entgegengesetzte Lage in Beziehung auf das Polygon, zu dessen Perimeter 
sie gehören, wenn sie parallel sind, und wenn ausserdem die positiven 
Richtungssinne ihrer Normalen übereinstimmen, resp. einander entgegen- 
gesetzt sind. 

Kantenwinkel ist der an einem Eckpunkte des Polygons von einer 
Kante und der Verlängerung der anstossen- 
den gebildete Winkel, der zur Unterschei- 
dung von seinem im Inneren des Polygons 
gelegenen Supplementwinkel auch als Aus- 
sen winkel bezeichnet wird. Dieser Winkel 
wird beschrieben (s. Fig. 1), wenn eine der 
beiden in dem Eckpunkte des Winkels zu- 
sammenstossenden Kanten aus ihrer ur- 
sprünglichen Lage um den Eckpunkt ge- =— — 
dreht wird , bis sie , ohne das Innere des 
Polygons zu bestreichen, in die Verlange- Fig- <. 

rung der anderen Kante fällt. In der Figur 

ist jede der beiden Kanten durch zwei verschieden starke Linien darge- 
stellt, von denen die schwächere die Innenseite angiebt. Jeder an einem 
Eckpunkte dies Polygons gelegene Kantenwinkel ist < 2 /?. 

Um den von zwei, nicht in einem Eckpunkte des Polygons zusammen- 
stossenden Kanten gebildeten Winkel zu erhalten, verlängere man diese 
Kanten bis zu ihrem Schnittpunkt. Der Winkel, welcher von einer der 
beiden Kanten beschrieben wird, wenn sie aus ihrer ursprünglichen Lage 
um den Schnittpunkt gedreht wird, bis sie, ohne dabei das Innere des Poly- 
gons zu bestreichen, in die Verlängerung der anderen Kante fällt, ist der von 
den beiden Kanten gebildete Winkel. 

Jeder Kantenwinkel ist gleich dem von den Normalen 
der beiden Kanten gebildeten Winkel (s. Fig. 1)und gleich dem * 
Nebenwinkel des an demselben Eckpunkte, resp. Schnittpunkte liegenden 
Innenwinkels. Die Summe der Kanten winkel eines Polygons beträgt 4i{, 
die Summe seiner Innenwinkel n.2R — 4i?. Zwei Kanten von derselben 
Richtung und gleichartiger, resp. entgegengesetzter Lage schliessen den 
Kantenwinkel 0^, resp. 480^ ein; denselben Winkel bilden die Normalen 
der beiden Kanten. 



M^ 
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Ein einfaches Polyöder der n-Ordnung ist die Gesammtheit 
vpn n einfachen ebenen Polygonen, von denen jedes jede seiner Kanten mit 
einer Kante eines anderen Polygons gemein hat. Aus dieser Definition 
folgt, dass die Gesammtheit der Polygone eine von allen Seiten geschlossene 
Oberfläche bildet. 

Ein Polyöder ist im gewöhnlichen Sinne convex, wenn es von einer 
Geraden im Allgemeinen und höchstens in zwei Punkten geschnitten wird. 
Im Folgenden sollen unter der Bezeichnung Polyöder nur einfache convexe 
Pölyöder verstanden werden. 

Bei einem Polyöder unterscheidet man Aussen- und Innenseiten der 
ebenen Flächen, welche seine Oberfläche bilden. Als positive Richtung 
der Normale einer Fläche wird die von dem Inneren des Polygons nach 
Aussen gehende festgesetzt. 

Dem Perimeter des Polygons, welches in einer Polyöderfläch^ liegt, 
wird ein bestimmter Sinn, in dem er durchlaufen werden soll, zugeschrie- 
ben. Der Betrachter denkt sich auf der Aussenseite der Fläche stehend, 
derart, dass die positive Richtung der Flächennormale für ihn nach Oben 
gerichtet ist. Unter dieser Voraussetzung soll der Perimeter von dem Be- 
trachter, welcher sich nur auf den Kanten desselben bewegen kann, so 
durchlaufen werden, dass die Innenseite jeder Kante zu seiner Linken 

bleibt. Denkt man sich eine 
Uhr in die Ebene des Poly- 
gons mit dem Zifferblatt nach 
Aussen gelegt, so ist der 
Perimeter in einem dem 
Drehungssinue des Uhrzei- 
gers entgegengesetzten Sinne 
zu durchschreiten. Durch 
diese Festsetzungen sind die 
l^|g; *• Kantenrichtungssinne der das 

Polyöder begrenzenden Poly- 
gone unzweideutig bestimmt. Fig. 2 veranschaulicht den einfachsten Fall 
eines Dreieckes. 

Jede Kante des Kantennetzes eines Polyöders ist Kante zweier und nur 
zweier an einander grenzender Polygone. Wenn für die Perimeter zweier 
Polygone, welche eine Kante gemein haben, die Umlaufssinne festgesetzt 
sind, so ist ofi^enbar, dass die gemeinschaftliche Kante in dem einen oder 
dem entgegengesetzten Richtungssinne» durchlaufen wird, je nachdem man 
sie als dem Perimeter des einen oder des anderen Polygons angehörig be- 
trachtet. Demnach gilt für unsere Polyöder folgender von A. F. Möbius 
unter dem Namen »Princip der entgegengesetzten Kanten« aufgestellter 
Satz : 

Den Perimetern der ein Polyeder umgrenzenden Polygone können solche 
Umlaufssinne beigelegt werden^ dass für jede Kante des Polyeders die zwei 
Richtungen, welche ihr als der gemeinschaftlichen Kante zweier Polygone in 
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Folge der Umlaufssinne der Perimeter dieser Polygone zukommen, einander 
entgegengesetzt sind. 

Der Ausdruck für den Perimeter eines Polygons giebt zugleich eine 
Bezeichnung für die Fläche desselben, wie aus folgendem einfachsten Bei- 
spiele erhellt. A, B, C, D seien die Ecken 
eines Tetraeders (s. Fig. 3). Dann erhalten 
die Perimeter der Flächen desselben die Aus- 
drficke : 

ABC, CBD, ACD, BAD. 

Die Definition eines Flächen winkeis 
ist analog der eines Kantenwinkels. Man ver- 
steht imter einem Flächenwinkel den an einer 
Kante des Polyeders von einer Fläche und der 
Verlängerung der anstossenden gebildeten 
Winkel, den man wieder zur Unterscheidung 
von seinem im Inneren des Polyeders gelege- ^^^' ^' 

nen Supplementwinkel als Aussenwinkel be- 
zeichnet. Dieser Winkel wird beschrieben, wenn eine der beiden in seiner 
Kante zusammenstossenden Flächen aus ihrer ursprünglichen Lage um die 
Kante gedreht wird, bis sie, ohne dabei das Innere des Polyeders zu be- 
streichen, in die Verlängerung der anderen Fläche fällt. Jeder an einer 
ELante gelegene Flächenwinkel des Polyeders ist <2/?. 

Um den von zwei, nicht in einer Kante des Polyeders zusammenstossen- 
den Flächen gebildeten Winkel zu erhalten, verlängere man diese Flächen 
bis zu ihrer Durchschnittsiinie. Der Winkel, welcher von einer der beiden 
Flächen beschrieben wird, wenn sie aus ihrer ursprünglichen Lage um die 
Schnittlinie gedreht wird, bis sie, ohne dabei das Innere des Polyeders zu 
bestreichen, in die Verlängerung der anderen Fläche fällt, ist der von den 
beiden Flächen gebildete Winkel. 

Jeder Flächenwinkel ist gleich dem von den Normalen 
der beiden Flächen eingeschlossenen Winkel und auch gleich 
dem Nebenwinkel des an derselben Kante, resp. Schnittlinie liegenden 
Innenwinkels. Zwei Flächen haben dieselbe Richtung und gleichartige, 
resp. entgegengesetzte Lage in Beziehung auf das Polyeder, zu dessen 
Oberfläche sie gehören, wenn sie einander parallel sind und die positiven 
Richtungssinne ihrer Normalen übereinstimmen, resp. einander entgegen- 
gesetzt sind; zwei derartige Flächen bilden einen Winkel von 0^, resp. 480^. 

Wie die beiden Richtungssinne einer, in einer Polyederfläche ent- 
haltenen Kantenrichtung mit Hülfe des Umlaufssinnes, der dem Perimeter 
der Fläche zukommt, unterschieden werden, so kann man auch die Rich-^ 
tungssinne jeder anderen Kante auf die Fläche beziehen. Denn die Richtung 
einer solchen Kante ist entweder die von der Innen- nach der Aussenseite 
der Fläche oder die entgegengesetzte; die erstere soll die positive Richtung 
der Kante genannt werden. Versteht man unter dem Einfallswinkel 
der Kante in Beziehung auf die Fläche den Winkel, den die 





6 Erstes Kapitel. 

positive Richtung der Kante mit der positiven Richtung der Normale der 
Fläche einschliesst; so kann man sagen : diejenige Richtung einer Kante ist 
in Beziehung auf eine Fläche, in der sie nicht enthalten ist, die positive, 
deren Einfallswinkel <^ R ist. Es ist offenbar, dass in Beziehung auf die 
Gegenfläche die entgegengesetzte Richtung der ELante die positive ist (siehe 
Fig. 4). 

Wenn ein Polyäder /"Flächen, e Ecken und k Kanten besitzt, so ist 

nach dem Eul er 'sehen Satze /*+ e == A: + 2, d. h. 
die Summe der Flächen und Ecken eines Polyeders 
übertrifft die Zahl der Kanten desselben um zwei*). 
_____ Die Zahl der Kantenwinkel w eines Polyeders ist 

doppelt so gross als die Zahl der Kanten desselben : 
^^^^^^ w = ^k. 

Unter den Flächen und Ecken eines Polyeders 
können Polygone von ungerader Eckenzahl und Ecken 
Fig. 4. von ungerader Kantenzahl nur in gerader Anzahl vor- 

kommen. 
Zur Beschreibung eines Polyeders ist die Angabe der Zahl und Art 
seiner Flächen und Ecken noth wendig. Wir bezeichnen im Folgenden : 

Flächen mit kleinen lateinischen Buchstaben h, k, l, , , , 

Kanten - - griechischen - ?;, x, A, . . . 

Ecken - grossen lateinischen - A^ B, C, . . , 

Die Durchschnittslinie zweier Flächen h und k mit [hk 

Die Verbindungsebene zweier Kanten rj und x mit {rj x 

Den Winkel zweier Flächen, resp. Kanten mit [hk), resp. {rjyt). 

■ 

In vieleo krystallographischen Schriften wird, wie in den Elementen der Geome- 
trie, der »innere« Winkel zweier Flächen eines Polyöders als Flächenwinkel bezeichnet. 
Treffend bemerkt hierzu W. H. Miller: Euclid's Definition eines Flächenwinkels 
nimmt keine Rücksicht auf den Unterschied in der Beschaffenheit der Substanz auf ent- 
gegengesetzten Seiten der beiden Flächen, welche den Winkel einschliessen. Daher be- 
darf jene Definition den krystallographischen Anforderungen gemäss einer Abänderung. 
Aus der Euclidischen Bestimmungsweise eines von zwei Krystaliflächen eingeschlosse- 
nen Winkels muss man den widersinnigen Schluss ziehen, dass zwei ebene Spiegel, 
deren Rückseiten einander zugewendet, deren Ebenen also normal zu derselben Linie 
sind, mit einander QO einschliessen und dass jeder dieser Spiegel mit sich selbst einen 
Winkel von 4 800 bildet. Und doch ist die gegenseitige Lage dieser beiden Spiegel die 
ungleichartigste, da sie ihre spiegelnden Seiten nach entgegengesetzten Richtungen einer 
und derselben Geraden hin wenden. Es ist kaum möglich, dass diese Bestimmungs- 
weise angenommen worden wäre, wenn die Erfindung des Reflexionsgoniometers den 
krystallographischen Untersuchungen von Roma de Tl sie vorausgegangen wäre. (On 
the measure of the dihedral angles of crystals. Phil. Mag. London 4860.) 

Die »äusseren« Flächenwinkel sind, wie wir gesehen haben, gleich den Normalen- 
winkeln. Letztere wurden zuerst von F. E. Neum ann der geometrischen Betrachtung 



*) Vgl. über diesen Satz: R. Baltzer, Elemente d. Mathem. 3. Aufl. 4870, II, 243. 
Anmerkung. 
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der Kiystalle zu Grande gelegt. (Beiträge zur Krystallonomie. Erstes Heft. 4 823. §12. 
— Pogg. Ann. 4825, 4, 63 ; 4883, 27, 249. — Abhandl. Berlin. Akad. 4830, 489.) 

In einigen krystallographischen Schriften, u. A. in den Lehrbüchern von Nau- 
mann und G. {(ose, wird unter Kantenwinkei oder Winkel einer Kante der von zwei 
in einer Kante zusammenstossenden Flächen eingeschlossene innere Winkel verstanden. 

§3. 

Krystallpolyeder, welche hinsichtlich der Zahl, Neigung und Anord- 
nung ihrer Flächen übereinstimmen, können von verschiedenen Polygonen 
begrenzt sein ; denn für eine bestimmte Temperatur ist erfahrungsmässig 
nur die relative, nicht die absolute Lage der Flächen eines Krystalles con- 
stant. Krystallflächen und Krystallkanten sind also nur ihrer Richtung 
nach völlig bestimmt oder mit anderen Worten, nur die Winkel, welche 
sie unter einander einschliessen, sind^ so lange keine Aenderung der Tem- 
peratur eintritt, constant. Daher führt dieser Erfahrungssatz den Namen 
Gesetz der constanten Flächenwinkel und Kantenwinkel. 

Bei der geometrischen Betrachtung der Krystalle stellt man sich vor, 
dass gleichwerthige Flächen eines Krystallpolyöders von einem festen 
Punkte im Inneren desselben; dem geometrischen Mittelpunkte, 
gleich weit entfernt seien : ein Fall, der in Wirklichkeit nur dann eintritt, 
wenn die Krystallbildung einen völlig ungestörten Verlauf nimmt. Physi- 
kalisch ist dieser Punkt in keiner Weise vor den übrigen Punkten des 
Krystalles ausgezeichnet. 

Aus dem Gesetz der constanten Flächen winkel folgt, dass eine von 
irgend zwei Flächen erzeugte Durchschnittslinie eine mögliche Krystall- 
kante ist. Die Gesammtheit der Flächen , welche einer und derselben 
Kantenrichtung parallel laufen, nennt man ein Flächenbüschel oder 
nach Chr. S. Weiss eine Zone von Flächen. Die einer Zone gemein- 
same Kantenrichtung heisst die Axe derselben. Die Gesammtheit der zu 
einer Fläche parallelen Kanten wird ein Kantenbüschel oder ein 
Zonenbüschel*) genannt. 

Häufig stossen an den natürlichen und den künstlichen Krystallen die 
in einer Zone gelegenen Flächen in parallelen Kanten zusammen, an deren 
Vorhandensein dann die Zone zu erkennen ist. Sind die Flächen spiegelnd, 
so wird bekanntlich ihre Zugehörigkeit zu einer Zone mit Hülfe eines 
Reflexionsgoniometers ermittelt. Diese Methode führt auch dann zum Ziele, 
wenn tautozonale Flächen am Krystall nicht mit einander zum Durchschnitt 
gelangen**). 



*) Nach C. Klein eine Zonenfolge. Jahrb. Min. 4872, 172. 
**) Ueber dieses Mittel, den Parallelismus von Krystallkanten zu bestimmen bemerkte 
A. Lävy 4 822 in seiner Abhandlung : Sur la d^termination des certaines faces secon- 
daires dans les cristaux par un moyen qui exige ni mesure ni calcul : » Lorsque les plans 
du cristal sont suffisamment brillans, le goniom^tre ä räflexion d^cidera facilement si 
les parallölismes existent ou non, et m^me decouvra ceux, que l'oeil ne soup^onnerait 
pas.ti Ann. de Chimie 4 822, T. XXI, 267. 
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Das Gesetz der Constanz der Flacbenminkel marde von Nicolaas Steno er- 
kannt. Derselbe betrachtete die Vergrösserong der lüystalle durch Auflagerung neuer 
Substanz von Aussen und fand, dass Ausdehnung und Gestalt der begrenzenden Krystall- 
fl&chen sich dabei verändern können, mährend die Grösse der Flachenwinkel unge- 
ändert bleibt. De solido intra solidum naturaliter contento. Florentiae, IC€9. Rom 6 
d e 1 ' I s 1 e bestätigte das Gesetz durch zahlreiche Messungen mit dem von Carangeot 
construirten Anlegegoniometer Essai de Cristallographie; i. W. 1TS3 . Mit Hülfe des 
von W o 1 la s t o n erfundenen Descript. cf a reflective goniometer. Philos. Trans. London 
Roy. Soc. IS09. Gilb. Ann. Sl, i6i und seitdem miederholt verbesserten Reflexions- 
goniometers, m'elches Messungen von Flächenminkeln mit einem hohen Grade von Ge- 
nauigkeit gestattet, mrurde die allgemeine Gültigkeit des Gesetzes durch \iele eingehende 
Untersuchungen strenger erwiesen. 

Im Jahre 1813 entdeckte E. Mit scherlich den Einfluss von Temperaturver- 
änderungen auf die Aenderung der Flächen- und Kantenwinkel der Kr%-staUe. Er fand, 
dass diese Winkel sich stetig mit der Temperatur verändern, derart, dass die Krystail- 
gestalten, mit Ausnahme derjenigen des regulären Systems, bei einer Aenderung der 
Temperatur sich selbst nicht geometrisch ähnlich bleiben. Ueber die Ausdehnung der 
krystallisirten Körper durch die Wärme. Abhandl. Berlin, .\kademie 4825. 4837. Pogg. 
Ann. IS24, 1, 423 : 1827, 10. 137: 4837. 41, 213, 448. Obwohl innerhalb der Beobach- 
tungsgrenzen, welche den Krystallmessungen für die gewöhnlichen Zwecke der Kiystall- 
beschreibung gesteckt sind, Temperaturveränderungen einen so geringen Einfluss auf die 
Grösse der Winkel ausüben, dass derselbe ganz vernachlässigt werden kann, so sind 
doch die Gesetze über die Ausdehnung der Kristalle durch die Wärme von hoher Be- 
deutung für die Principien der geometrischen Betrachtung der Kr\ stalle. Vgl. F. E. X e u - 
mann, Pogg. Ann. IS33, 27, 249. Angst röm, Pogg. Ann. IS52, S6. 206. J. Grai- 
lich und V. von Lang. Sitzungsber. Wien. Akad. 4839. tt, 373. C. Neumann. 
Fortschr. d. Physik, Berlin 4860. Jahrgang 483$. 14. 263. Pogg. Ann. 4864, 114, 491. 
H. Fizeau, Pogg. Ann. 4864, 12S. 543: 4865. 126. 64 1: 4866. 12$. 564: 4867, U± 
292; 486S, 1S5, 372: 4869. 1S8. 26. C. Pape, Pogg. Ann. iS68, lt9. 4. L. Fletcher. 
Zeitschr. f. Krystallogr. 4 $80, 4, 337. J. Beckenkamp. Zeitschr. f. Krxstallogr. 4 881, 
9, 436. 

§*• 

Da zwei Kantenriehtungen eine Ebene bestimmeD. so erhebt sich die 
Frage, ob stets die zu ii^end zwei solchen Richtungen parallel laufende 
Ebene eine mögliche Kr\ stallfläche sei. In der That entdeckte Chr. S. Weiss 
an vielen Kristallen Flächen, welche diese Eigenschaft durch Zonenaxen 
ihrer Läse nach bestimmt zu sein, besitzen. 

So liegt z. B. die Fläche 100 des in Fig. 5 abgebildeten Kn Stalles in 
den Zonen, welche bestimmt werden durch die Flächenpaare 

110 und ITO 
101 - lOT 
IM - ITT 
ITI - III 

Die Fläche 311 in Fig. 6 gehört gleichzeitig den Zonen der Flächen 

. 331 und 331 
Hl - 100 
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SD uod ist damit fest gelegt. Die Lage der Flache s in Fig. 7 wird dadurch 
fixirt, dass sie den Zonen gemein ist, welche von den Flachen 

1404 und IflTO 

10T1 - 1100 
erzeugt werden. 

Indem nun Weiss gewisse flächenreiche Krystalle mit Rücksicht auf 
den Zonenzusammenhang ihrer Flächen untersuchte, gelangte er zu dem, 






Fig. 6. 

unter dem Namen »Gesetz der Zonen« bekannten Erfahrongssatze, demzu- 
folge die an einer und derselben krystallisirten Substanz möglichen Kry- 
stallflacfaen unter einander im Zonenverbande stehen*). Dieses Gesetz und 
die aus ihm gezogenen geometrischen Folgerungen sind durch alle späteren 
Beobachtungen bestältgl worden. 

Unter den Gesetzen, welche als verschiedene Ausdrucksweisen fUr 
dieselbe , den Krystallpolyedern zum Unterschiede von allen Übrigen 
Polyedern eignende Gesetzmässigkeit zu betrachten sind, verdient das Ge- 
setz der Zonen in die erste Linie gestellt zu werden, weil es die Kryslsll- 
polySder durch diejenigen Beziehungen der gegenseitigen Lage ihrer Flächen 
und Kanten definirt, welche am Krystall selbst ohne Benutzung von Winkel- 
messungen und ohne Anwendung eines Maassstabes abzulesen sind. Wir 
werden daher das in Bede stehende Gesetz zum Ausgangspunkte für unsere 
Untersuchung der geometrischen Eigenschaften der Krystalle wählen. 

Wir nennen die Gesammthelt der Flächen, welche an den Krystallen 
einer bestimmten Substanz auftreten künnen, den Krystallflächea- 
complex der Substanz. Stehen die möglichen Flächen eines Krystall- 
flächencompleses nach dem Gesetz der Zonen in der Beziehung unter ein- 
ander, dass eine geometrische Ableitung oder Entwicklung derselben aus 

*) Vgl. F. E. Neumann, Beilrage zur KrystBlIonomie. Berlin 1SSS, i, und; De 
iege zoDanim principio evolutionis systematum cr^'stallinorum. Diss. inaug. Berolini 
1836. 
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gewissen zu Grunde liegenden Flächen möglich ist, derart, dass jede fol- 
gende Fläche durch zwei Zonen der vorangehenden Flächen bestimmt wird, 
so ist offenbar, dass zu dieser Ableitung aus dem Zonenverbande minde- 
stens vier Flächen, von denen keine drei einer und derselben Geraden 
parallel gehen, erforderlich sind. Diese Eigenschaft, derzufolge die mög- 
lichen Flächen eines Krystallflächencomplexes durch irgend vier unter 
ihnen, von denen nur nicht je drei einem und demselben Büschel ange- 
hören dürfen, geometrisch vollkommen bestimmt sind, ist in geometrischer 
Hinsicht charakteristisch für die krystallisirten Substanzen und in der That 
geeignet Krystallpolyöder von allen übrigen Polyödem zu unterscheiden. 
A. F. Möbius hat ihr und damit dem Gesetz der Zonen folgende glücklich 
gewählte Fassung verliehen*). 

Sind vier Ebenen, welche nicht zu je dreien einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen, gegeben, und werden ihnen andere Ebenen in der 
Weise hinzugefügt, dass jede neue Ebene mit zweien von den Durch- 
schnittslinien der bereits vorhandenen Ebenen parallel ist, so nennt 
Möbius jede dieser neuen Ebenen aus den vier ersteren Ebenen geome- 
trisch ableitbar. Mit Benutzung dieser Bezeichnung kann das Gesetz der 
Zonen durch den Satz ausgesprochen werden: 

Das System der in einem Krystallflächencomplex möglichen Flächen und 
Kanten ist so beschaffen, dass aus je vier Flächen desselben, von denen nicht 
je drei einem Büschel angehören, die jedesmal übrigen Flächen und die Kanten 
geometrisch abgeleitet werden können. 

Hiernach erscheint jede mögliche Kantenrichtung als Träger eines 
Büschels von möglichen Flächen und jede mögliche Fläche als Träger eines 
Büschels von möglichen Kantenrichtungen; d. h. die in einem Flächencom- 
plex möglichen Flächen- und Kantenrichtungen stehen sich dualistisch 
gegenüber. Jedem Satze über Krystallflächen entspricht ein Satz über 
Krystallkanten und umgekehrt. Der Entwicklung von Flächen und Kanten 
eines Krystallflächencomplexes können also auch vier Kanten zu Grunde 
gelegt werden und demgemäss lässt sich das Gesetz der Zonen erweitem : 

Das System der in einem Krystallflächencomplex möglichen Flächen und 
Kanten ist so beschaffen, dass aus je vier Kanten, welche nicht zu je dreien 
in einer Ebene liegen, die jedesmal übrigen Kanten und die Flächen geometrisch 
abgeleitet werden können. 

Fassen wir die im Vorhergehenden erläuterten fundamentalen geome- 
trischen Eigenschaften der Krystalle zusammen so ergiebt sich : 

Erfahrungsgemäss ist ein Kry stall, geometrisch betrachtet, ein von ebenen 
Flächen umgrenztes einfaches convexes Polyeder, welches dem Gesetz der con- 
stanten Flächen- und Kantenwinkel und dem Gesetz der Zonen unterworfen ist. 



'i 



^) Ueber das Gesetz der Symmetrie der Krystalle und die Anwendung dieses Ge- 
/ setzes auf die Eintheilung der Krystalle in Systeme. In : Ber. über die Yerhandl. der 

Sachs. Ges. d. Wiss. Math. phys. Gl. 4849, yi. — Daraus in: Grelle, Journ. für Math. 
1852, 43, 865. 
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Chr. S. We is s stellte den Begriff einer Zone von Flächen zuerst in seiner Ueber- 
Setzung des Lehrbuches der Mineralogie von R. J. Hauy auf; er gruppirte Bd. II, 728, 
4 804 in dem Nachtrage »lieber die Krystailisation des Feldspathes« die ihm bekannten 
Flächen dieses Minerals nach vier Zonen und zeigte Bd. III, 140, 1806 in dem Zusätze 
zu dem Artikel Epidot, dass die Lage einer Fläche durch zwei Zonen, in denen sie liegt, 
bestimmt ist. 

Das Gesetz der Zonen bezieht sich, wie wir nochmals hervorheben wollen, auf die 
Gesammtheit der, an den Krystallen einer bestimmten Substanz möglichen 
Flächen. Die an einer beschränkten Anzahl von Krystallen wirklich beobachteten und 
für sich betrachteten Flächen stehen keineswegs in allen Fällen unter einander derart im 
Zonenzusammenhange, dass man aus irgend vier unter ihnen, welche nicht zu je dreien 
einem Büschel angehören, die übrigen geometrisch ableiten könnte. Vielmehr fehlen in 
einer solchen Gruppe von Flächen sehr häufig verbindende Glieder der Zonenentwicklung. 
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§ 1. Die Linearprojection eines Flächen- und Kantenbündels. § 2. Har- 
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§ 5. Gleichung einer Fläche und einer Kante. 



Nach dem Gesetz der constanten Flächen- und Kantenwinkel ist die 
Richtung der Flächen und Kanten eines Krystalles für eine bestimmte Tem- 
peratur völlig bestimmt. Zur Fixiruug der Richtung einer Ebene oder Ge- 
raden im Räume ist die Angabe zweier von einander unabhängiger Grössen 
nothwendig. Solche Grössen sind z.B. die beiden Winkel, welche die ihrer 
Richtung nach zu bestimmende Ebene mit zwei gegebenen Ebenen ein- 
schliesst; oder der Winkel, den jene Ebene mit einer gegebenen Ebene 
bildet, und der Winkel, unter dem die Durchschnittslinie dieser beiden 
Ebenen gegen eine in der gegebenen Ebene enthaltene gegebene Gerade 
geneigt ist. Im Allgemeinen erhält man, wie hieraus ersichtlich ist, für die 
zu bestimmende Ebene zwei Lagen; welche von beiden in einem gegebenen 
Falle krystallographisch zulässig ist, muss aus weiteren vorgeschriebenen 
Bedingungen entnommen werden. 

Aus dieser Erwägung folgt, dass in einem Krystallflächencomplex 
doppelt unendlich viele Flächen und Kanten theoretisch möglich sind. 
Stellt man sich nun vor, dass parallel zu diesen Flächen und Kanten durch 
einen und denselben, übrigens beliebig gewählten Punkt im Baume Ebenen 
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und Geraden gelegt werden, so bilden diese letzteren ein Ebenen- und 
GeradenbUndel, in welchem die durch das Gesetz der Zonen ausgesproche- 
nen Beziehungen zwischen den Flächen und Kanten des Krystallflächen- 
complexes in Evidenz treten. Daher beschäftigt sich die geometrische Be- 
trachtung der Kristalle; weiche die Aufsuchung aller jener Beziehungen 
erstrebt, zweckmässig mit dem Flächen- und Kantenbündel eines Krystali- 
flächencomplexes. 

Hierbei wird zunächst kein Unterschied zwischen einer Fläche und 
ihrer Gegenfläche gemacht, xlenn diese beiden Ebenen werden in dem 
Bündel durch eine Ebene repräsentirt. Die Resultate der folgenden Unter- 
suchungen behalten daher in jedem Falle ihre Gültigkeit, mögen eine 
Fläche und deren Gegenfläche in ihrem Auftreten an einander gebunden 
oder von einander unabhängig sein. 

Schneidet man das Bündel der Flächen und Kanten eines Krvstall- 
flächencomplexes mit einer Ebene, so befindet sich das System der Schnitt- 
geraden der Flächen und der Schnittpunkte der Kanten auf der Schnitt- 
ebene mit den entsprechenden Flächen und Kanten des Bündels in 
perspectivischer Lage. Man nennt dieses System die Linearpro jection 
des Bündels. Um die Beziehung zwischen einem Bündel und seiner Linear- 
projection aufzustellen, erinnern wir uns an folgende Sätze der projecti- 
vischen Geometrie. 

Das Doppelverhältniss von vier Punkten A, jB, C, D einer geraden Puiikt- 
reihe % ist gleich dem gleichgebildeten Doppelverhältnisse der entsprechenden 
Strahlen a, ß, y, d eines über der Punktreihe stehenden Strahlenbüschels T: 

AC AD sin [ay] sin {ad) 

WC' BD~ sin iß y]' sin (ßd) 
oder symbolisch : 

[ABCD) = {aßyd). 

In der Thal, bezeichnet man mit J{ATC) den Inhalt des Dreiecks, dessen 




:dV 




Fig. 9. 



Eckpunkte A, T, C sind (s. Fig. 8), und mit A die Länge der von T auf r 
gefällten Normale, so ist : 

J{ATC) = ^AC'h = ^AT' CT sin {ay) 



§ I. Die Linearprojection eines Flächen- und Kantenbündels. 13 

und analog : 

J(BTC) =^BC'h = ^BT' CT' sin ißy) 
J(ATD)=lAD'h = lAT'DT'S\n{ad) 
J{BTD) = lBD'h = ^BT'DT'8\n{ßd) 

Hieraus ergiebt sich die obige Relation, wenn man die beiden Ausdrücke 
für den Werth von 

J[A TC j J{A TD) 

J{BTC)'J{BTD) 
'bildet. 

Das Doppelverhältniss von vier Strahlen a, ß, y, d eines Strahlenbüschels 
T ist gleich dem gleichgebildeten Doppelverhältniss der entsprechenden Ebenen 
a, 6, c, d eines über dem Strahlenbüschel stehenden Ebenenbüschels t : 

sin [ay] sin [ad] sin [ac] sin [ad] 

sin [ßy] ' sin [ßd] sin (6 c) * sin [bd) 

oder symbolisch : 

[aßy6)=^[abcd). 

Zum Beweise lege man einen Normalschnitt durch das Ebenenbtischel, der 
die Ebenen a, 6, c, d in den Geraden a', ß\ y\ d\ die Ebene des Büschels 
T in der Geraden t und die Gerade r in den Punkten A, B, C, D schneidet 
(s. Fig. 9j. Dann ist identisch: 

[abcd) = [aß'/d') 

und nach dem vorigen Satze : 

(aß" yd') = [ABCD) = [aßyd). 

Aus diesen Sätzen folgt die gesuchte Beziehung: 

Der Werth des Doppelverhältnisses von vier Flächen oder Kanten eines 
Büschels im Bündel ist gleich dem Doppelverhältniss der entsprechenden^ 
ebenfalls einem Büschel angehörenden Schnittgeraden und Schnittpunkte in 
der Linearprojection. 

Alle Relationen, welche nur Beziehungen der gegenseitigen Lage von 
Flächen und Kanten des Bündels aussprechen, bestehen unverändert für 
die gegenseitige Lage der entsprechenden Schnittgeraden und Schnitt- 
punkte in der Projeclion. Daher ist die Linearprojection ein bequemes 
Hülfsmlttel zur graphischen Darstellung des Zonenzusammenhanges der 
Flächen eines Krystalles in einer Ebene. 

§2- 
Wenn man nach dem Gesetz der Zonen aus vier zu Gininde liegenden 
Flächen oder Kanten, welche nicht zu je dreien einer Geraden oder Ebene 
parallel laufen, die übrigen Flächen und Kanten ableitet, so erhält man zu- 
vörderst drei und dann sechs neue Flächen oder Kanten. Wir wollen jetzt 
die Beziehungen zwischen diesen Flächen und Kanten aufsuchen. Zur Ver- 
anschaulichung der gegenseitigen Lage dieser Gebilde bedienen wir uns 
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einer Linea rprojection (s. Fig. 10], in der die Schnittgeraden und Schnitt- 
punkte mit denselbeo Buchstaben bezeichnet sind, welche die entspi^chen- 
den Flachen und Kanten tragen. 

Wir bemerken noch, dass wir unter einem vollständigen n-FIacb hier 
n-Ebenen durch einen und denselben Punkt und die Gesammtheit ihrer 




Durchschnittsgeraden, unter einem vollständigen n-Kanl, n-Gerade durch 
einen und denselben Punkt und die Gesammtheit ihrer Verbindungsebenen 
verstehen. 



Vier der Deduction zu Grunde 
liegende Flachen e", e', e*, e* bilden 
ein vollständiges Vierflach mit drei 
Paaren von Gegenkanten : 

[e»ei] = £*, [e»e2] = e*, [e"es] = e" 
Je zwei einander gegenüberliegende 
Kanten werden durch eine Diagonal- 
flache verbunden : 
(e'e^) = p', {c^e*}=p^ {£ä£flj;=p3 
Diese drei Flachen schneiden sich in 
den drei Diagonalkanten des Vier- 



Vier der Deduction zu Grunde 
liegende Kanten iJo, Ji, S^, J» bilden 
ein vollständiges Vierkant mit drei 
Paaren von Gegenflachen : 
{SH^} = d\ {(IS(Ii) = d6, {(Jid2) = rfe 

Diese sechs Flachen schneiden sich 
ausser in den vier Kanten iJ noch in 
drei Diagonalkanten: 
[dH*]=7t\ [dH><]=7t^, [dH«\=7c3 
Durch je zwei dieser Kanten geht 
eine DiagonalDäche des Vierkants : 



[pV]=vr", [p3pi]=?ri, [py]=?r3 {jt'ht^}=p\{jti7t^)=p\[7t^fc^}=p3 



§ 3. Harmonische Eigenschaften des vollständigen Vierflaches und Vierkantes. 15 



Durch jede Diagonalkante kann ein 
Paar Gegenflächen nach den beiden 
mit ihr noch nicht verbundenen 
Gegenkanten gelegt werden : 

Diese sechs Flächen schneiden sich 
zu je dreien in vier Kanten : 



Auf jeder Diagonalfläche erzeugen 
die drei Paare von Gegenflächen 
ausser den Diagonalkanten noch ein 
Paar Gegenkanten : 



[p^d\ 



p^d^] = €^ 



dlrf6# 



= (J0 



d^^d^] = 6^ 

welche ein vollständiges Vierkant 
bilden. 



Diese sechs Kanten liegen zu je 
dreien auf vier Flächen : 



{* 
{« 



6gl£2 



} = e2 



welche ein vollständiges Vierflach 
bilden. 



Wir vervollständigen diese Beziehungen, indem wir uns noch an die 
harmonischen Eigenschaften des vollständigen Vierflaches und Vierkantes 
erinnern : 



In jeder Diagonalfläche p bilden 
die auf ihr liegenden Gegenkanten e 
und Diagonalkanten tt ein harmoni- 
sches Büschel : 



Die in einer Diagonalkante 7t sich 
schneidenden Gegenflächen d und Dia^ 
gonalflächen p bilden ein harmonisches 
Büschel: 

(p^p^d^d^j = — 1 

Die Fläche e* und die Kante rf', i = 1 , 2, 3, 4, werden an allen Kanten 
des Dreikants tv^tz^tz^ und auf allen Flächen des Dreiflachs p^p^p^ von ein- 
ander harmonisch getrennt. 

Die Gonstruction der zu einer Kante rf* gehörigen Fläche e* ergiebt sich 
leicht aus dem Anblick der Figur 10. Es sei die Kante d^ gegeben. Die 
Verbindungsebenen {d^Tt^}, {d^7C^]j [d^Tt^] schneiden die Flächen p\ p^j p^ 
in den Kanten e^ «^> «^ 1 verbindet man diese Kanten durch die Ebenen 
{e^e^}^ {fiSgtj^ [e^e^}, so schneiden die letzteren die Flächen p^, p^, p^ in 
den Kanten e^, e^, e^, welche sämmtlich auf der gesuchten Fläche e^ liegen. 
— Soll umgekehrt die zu der Fläche e^ gehörige Kante construirt werden, 
so verbinde man die Schnittgeraden e*, e^, e^ der Fläche e^ und der Flächen 
p*, p2^ jt)3 mit den Kanten tc^, tt^, 7t^; die so entstehenden drei Ebenen 
schneiden sich in den Kanten d*, d^, d^ und die Verbindungsebenen [d^Tt^], 
{<J27xr2}, [d^7t^] schneiden sich sämmtlich in der gesuchten Kante d^. 

§3. 

Aus dem Gesetz der Zonen kann eine Methode zur Bestimmung der 
Lage von Flächen und Kanten vermittelst algebraischer Zahlen abgeleitet 
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werden*) . Da vier Flüchen oder Kanten der Deduction der Übrigen Flächen 
und Kanten zu Grunde liegen müssen, so besteht die Aufgabe darin : die 
Lage einer fünften Flache h in Beziehung auf vier gegebene Flächen 
PS P^j P^7 ^^ ^u bestimmen. Dabei wird vorausgesetzt, dass h nicht mit je 
zweien der vier letzteren Flüchen in einer Zone liege. 

' Die fünf in Rede stehenden Flachen erzeugen 40 Durchschnittslinien 
oder mögliche Kantenrichtungen, von denen auf jeder Fläche vier liegen. 
Bezeichnet man wie in § 2 die Durchschnittslinien 's. Fig. 14). 

[P'^P^'='^^^ [P'P^]=^^f [P^P^]=^^ 
j)^e^=e*, [p^e^]=€^, [p^e^]=B^ 

und ferner: 'e^h]=fi 
so liegen in : 




e« 
h 



• • * 



TT» 

7r2 



10 



7t^ 

Tri 

W2 



7t 

7C^ 



S 



W' 



1 









Die Lage der Fläche h ist be- 
kannt, wenn die Lage zweier der 
drei Kantenrichtungen (a^^ ufl^ w^j 
welche Ä auf den Flächen p*, p', p* 
erzeugt, bestimmt ist, und diese 
^i?- ^^' Kanten sind ßxirtj wenn die Sinus- 

verhaltnisse bekannt sind, nach 
denen sie die Kantenwinkel (tt^tt^), [7t^7C^]j [Tt^Tt^] theilen : 

sin (tt^wM sin [71^0)^) sin [tc^cj^) 
sin [Tt^ü)^) ' sin [Tt^o)'^] ' sin [ti^ü)^) 

Diese Verhältnisse sollen nun gemessen werden durch die analog ge- 
bildeten Sinusverhältnisse, nach denen die durch die Fläche e^ auf p^,/)*,/)* 
erzeugten Kanten e^, e^, e^ dieselben Winkel theilen; d. h. es sollen die 
Doppel Verhältnisse der in den Flachen p^, p^, p^ gelegenen Kantenrichtun- 
gen gebildet werden : 

f -k A i\ sinfTT^fi^) sin (tt^ cot) 

[7t^ 7t^ e^ w2j =_ 
[tv'^ 71^ e^ 0)^) ^ 



sin (jT^ e^] 


' sin (tt^wI) 


sin [7t^ €^) 


sin (tc^ (0^) 


sin (7C^ €^) ' 


sin (/r^ w2) 


sin (tt^c«) ^ 


sin (tt^w^) 



sin [7t^€^) ' sin [Tt^w^] 



*) Vgl. W. Fiedler, Vierteljahrsschrift d. naturf. Ges. zu Zürich, 16, -15«. Dar- 
stellende Geometrie, i. Aufl. 1873, § 138 f. 
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Sind zwei von diesen drei Doppelverhältnissen bekannt, so ist die 
Lage der Fläche ebenfalls bestimmt. Die Verhältnisse der Abschnitte, 
welche die Flächen e^ und h auf den im Punkte zusammentreffenden 
Kanten tt^, tt^, tc^ bilden, mögen bezeichnet werden mit OEii OE^ : OE^ und 
OHi: OH2 : OH^. Dann lehrt der Anblick der Figur 4 4 , dass man nach dem 
Sinussatz der ebenen Trigonometrie für die vorstehenden Doppelverhält- 
nisse setzen kann : 

_ dE2 OÄ2 _ 0^ 0^ 
~ OE^' 0H^~ OH2 ' OH^ 
_qE^ qHz_OE^,OEi 
~ OE^'OH^~ OH^' OH^ 
_aE^ OHx _ OEi OE2 
~ OE2 * OH2 ~ OH^ ' OH2 

Hieraus folgt, dass das Product der drei Doppelverhältnisse gleich der 
Einheit ist ; dieselben repräsentiren also in der That nur zwei von einander 
unabhängige Grössen. Die Werthe der Verhältnisse 

OE^O^^^q^ 
^ ^ OH^ ' OH2 * OJfa 

mögen bezeichnet werden mit Aj^ : A2 : A3 ; dann nennt man die Grössen Aj^, 
A2, A3 die Indices und [hi?i2fh} ^^^ Symbol der Fläche A. Demnach 
lauten die vorstehenden Doppelverhäitnisse ausgedrückt durch die Indices : 

(I) (7C^7cH^(o^) = h^:h^ 

[7t^7t^ €® (O^) = Aj : A2 

Hieraus erhellt, dass auch durch die Angabe von zwei Verhältnissen 
der drei Indices A| : A2 : A3 die Bestimmung der Lage der Fläche A in Be- 
ziehung auf die vier zu Grunde liegenden Flächen vollzogen werden kann. 
Negative Indices bezeichnet man, indem man Minuszeichen über die Indices 
setzt. 

Fällt A mit e^ zusammen, so ist Aj = A2 = A3 = 1 ; die Fläche e^={Mi} 
wird daher Einheits fläche genannt. Fällt A successive mit ^^, p^^ p^ 
zusammen, so ist der Reihe nach : 

Aj = 1 , A2 = , A3 = 
Ai = 0, li2 = i , ^3 = 
A|=0, A2 = 0, A3 = 4. 

Die Flächen ^^={100}, p^={0\0}, p^={00\} werden Funda- 
mentalflächen genannt. Mit Rücksicht hierauf kann die geometrische 
Bedeutung der durch (4) definirten Indices so ausgesprochen werden: 

Die Indices einer Fläche verhalten sich wie die reciproken Werthe der 
Abschnitte der Fläche auf den, von einem Punkte ausgehenden Durchschnitts- 
linien der Fundamental flächen, jeder dieser Werthe multiplidrt mit dem be- 
treffenden Werthe des Abschnittes der Einheitsfläche. 

Liebisch, Oeometr. Krystallogr . 2 



18 



Zweites Kapitel. 



§4. 

Es soll jetzt die Lage einer fünften Kante i; in Beziehung auf vier zu 
Grunde liegende Kanten /r*, /r^, /r*, d^ bestimmt werden, unter der Vor- 
aussetzung, dass nicht je drei dieser Kanten einer und derselben Ebene 
parallel gehen. Diese Kanten bestimmen 10 Verbindungsebenen öder mög- 
liche Krystallflächen, von denen je vier durch eine Kante gehen. Bezeich- 
net man : 

so gehen durch : 




TT^ ' • • * 


p3 


p2 


d» 


«1 


^2 . . . p3 


« 


P^ 


d* 


iS« 


7^3 ... p2 


P' 


« 


d» 


Ä« 


rfo . . . dl 


d» 


d» 


• 


m 


»7 • • • J8^ 


3» 


a» 


m 


» 



Die Lage der Kante rj ist bekannt, 
wenn die Lage zweier der drM 
Verbindungsebenen a^, jj^^ ^8, 
welche ij mit den Kanten tt^, tt^ 
TT^ erzeifgt, bestimmt i&t, und diese 
Ebenen sind fixirt, wenn die Sinus- 
verhältnisse bekannt sind, nach 
denen sie die Flächen winkel(p^p'), 
{P^V^)i (P^P^J theilen: 
sin (p^z^) sin(p3jg^ sin (p^Jg^) 
sin (p^jsi) ' sin (p^z^ * sin ö^'j»')' 

Diese Verhältnisse sollen nun 
gemessen werden durch die analog gebildeten Sinusverhältnisse, nach 
denen die, durch die Kante 8^ nait 7t\^ tc^^ tv^ erzeugten Verbindungsebenen 
d^, d^, d^ dieselben Winkel theilen; d. h. es sollen die Doppelverhältnisse 
der durch die Kanten tt^, tt^, 7t^ gehenden Ebenen gebildet werden: 



Fig. 42. 






sin (p2d^) *sia(p2j5ij 

/pt .^.,.A^ sin (pid^) , sin (pi;s2) 
. [ ^^ T ^ sin (p3d2) stn(p3j32j 

IP P " ^ ; — gin (plrf3) 'sin (pi;s3) 

Sind zwei von diesen drei Doppelverhältnissen bekannt, so ist die Lage 
der Kante rj ebenfalls bestimmt. Die durch tt*, tt^, tc^ gehenden Ebenen 
erzeugen auf p^, p^, p3 je vier Durchscbnittslinien, deren Doppelverhäit- 
nisse denen der erzeugenden Ebenen gleich sind. Bezeichnet man: 



§ 8 — i. Bestimmang der Lage voq- Flachen und Kanten darch Indices. 



49 



[p^d^ 



[pi»' 



p»a9] = ^» 



= e», [p2d2] = e», 

SO erhält man aus den vorstehenden Doppetverhältnissen die ihnen be~ 
ziehungsweise gleichen Doppelverhaltnisse : 

(Tr^fii) ^ sin(7r2^) 






sin 



sin 
sin 



sin 
sin 



sin 



7t^€^) *sin(7r^^*) 
yr^6^ sin(7r3^2) 



Tri e2) • sin (tt^ f 2) 
7^1 6^) ^ sin(yri^^) 



TC^e'^)' sin(7r2^3) 



Werden durch die Punkte D der Kante rfo, /T der Kante rj Ebenen 
parallel zu pi, p2, jo^ gelegt und dadurch auf den Kanten rt\ 7t^, tc^ die 
Abschnitte OZ>i, 0Z)2, OD^ und OJSTi, O/Tj, OJT, gebildet, so lehrt der An- 
blick der Fig. 4S, dass man nach dem Sinussatz der ebenen Trigonometrie 
für die vorstehenden Doppelverhältnisse setzen kann : 

^ OD^ QJTa ^ OK^ OK^ 
~ OD2' 0K2~ OD2' OD^ 

~.0D^'' 0K^~ OD^ OD^ 
^OD^Ok2_OKyOK^ 
~ OD^'OK^~ODiOD2 

Hieraus folgt, dass das Product der drei Doppelverhältnisse wieder 
gleich der Einheit i;st. Die Werthe der Verhältnisse 

^ \- ^ OD^'ODi'OD^ 

mögen bezeichnet werden mit i?i : ^2 • ^3 5 dann nennt man die Grössen rj^^ 
'r]2y r]z die Indices und [i?iiy2%] das Symbol der Kante rj. Demnach 
lauten die vorstehenden Doppelverhältnisse ausgedrückt durch die Indices : 

(II) • (plp3rf2^2J = (^3^1g2^2J=^g.^^ 

(jo^pi rf3jg3j == [TC^TC^e^^^) = rji :iJ2 
Hieraus erhellt, dass auch durch die Angabe von zwei Verhältnissen 
der drei Indices i?i:i;2-% die Bestimmung der Lage der Kante 1; in Be- 
ziehung auf die vier zu Grunde liegenden Kanten geschehen kann. — Fällt 
jj mit 6^ zusammen, so ist rji = rj2= rj^= ^', die Kante (jo = [ü i] wird 
daher Einheitskante genannt. Fällt rj successive mit tt*, Vr^, 7t^ zusam- 
men^ so ist der Reihe nach 

^1 = ^ , ^2 = , i?3 = ö 
r]i=0, r]2 = ij % = 

17i =0, ri2 = 0, »?3 = ^ ;:j:. 

Die Kanten 7ri = [100], 7r2 = [010], 7t^ = [0Q\] nennt man Fundamen- 
talkanten oder Axen. 

2* 
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Die Längen OK^ , OK^ , OA3 werden die axoparallelen Abstände des 
Punktes A' von den Axenebenen p^, p^, p^ oder die Goordinaten des Punktes 
A' genannt. Demnach kann man die geometrische Bedeutung der Indices 
K\> >/2; ^iz °^>^ Rücksicht auf [2] durch den folgenden Sati ausspreohen : 

Die Indices einer Kante sind proportional den Coordinaten eines ihrer 
Punkte und umgekehrt proportional den entsprechenden Coordinaten eines 
Punktes der Einheitskante. 

Aus den Definitionen für die Indices von Flachen und Kanten : 

''^•^^"^ — OH[öih'OH^ 
_0K^ QA2 QA3 

geht hervor, dass diese Grössen unabhängig sind von den Winkeln xwischen 
den vier zu Grunde liegenden Flächen und Kanten. Sie hängen nur ab von 
der Constructionsart, durch welche man, von den letzteren vier FUchen 
und Kanten ausgehend, nach dem Gesetz der Zonen zu jenen Flächen und 
Kanten gelangt ist. Verändert man die der Bestimmung der Lage der Flä- 
chen und Kanten eines Krjstallflächencomplexes zu Grunde liegenden Fun- 
damental- und Einheitselemente, so treten, wie später gezeigt werden soll, 
doch immer wieder dieselben Indices, nur als Symbole anderer Flächen, 
auf. Auch bei verschiedenen Krystallflächencomplexen kehren dieselben 
Flächen- und Kantensymbole wieder. 

Die Ausführungen der Paragraphen 3 — 4 lehren, dass folgende Grossen 
zur Beschreibung der geometrischen Gestalt eines Krystalles nothwendig 
sind : 4) die Verhältnisse der Längeneinheiten der Fundamentalkanten (die 
sog. Axeneinheiten) OE^: OE^: OE^y welche mit Ausnahme der Fälle, wo 
zwei oder alle drei Fundamentalkanten gleichwerthig sind, Verhältnisse 
von irrationalen Zahlen sein müssen, 2) die Winkel zwischen den Funda- 
mentalkanten {7t^7t^)j (tt^tt*), [n^Tt^) oder die Winkel zwischen den Fun- 
damentalflächen (p^p^), (p'p^), (p*p^) — das eine System von Winkeln 
kann aus dem anderen berechnet werden, — 3) die Symbole der Flächen 
oder die der Kanten — die einen können aus den anderen abgeleitet wer- 
den. Die unter \) und 2) aufgeführten Grössen werden die geometri- 
schen Gonstanten oder die Elemente des Krystalles genannt. 

Die in Rede stehenden Grössen \ — 3 können, mit wenigen Ausnah- 
men, nicht direct durch Messung gefunden werden. Sie stehen aber in 
einem angebbaren geometrischen Zusammenhange mit den Flächen- und 
Kantenwinkeln des Krystalles, welche ihrerseits mit einem hohen Grade 
von Genauigkeit gemessen werden können. Wie man aus gemessenen 
Flächen- und Kantenwinkeln die Elemente und die Indices der Flächen 
und Kanten eines Krystalles ableitet , ist in der Lehre von der Krystall- 
berechnung darzulegen. 
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§5. 

Durch die vier Flachen p^, p^j p^, e^ ist ein Krystallflächencomplex 
geometrisch bestimmt. Man kann irgend eine Kante dieses Gomplexes zur 
Einheitskante wählen, so wie man umgekehrt irgend eine Fläche des durch 
die vier Kanten 7t^, n^, tv^, S^ bestimmten Krystallflächencomplexes zur 
Einheitsfläche zu nehmen berechtigt ist. Der Einfachheit wegen wollen wir 
die Fundamentalflächen und -Kanten und die Einheitsfläche und -Kante so 
wählen, dass zwischen ihnen die Beziehungen bestehen, welche durch die 
in § 3 — 4 angewendeten Bezeichnungen schon angedeutet wurden. Es soll 
demnach die Einheitskante S^ von der Einheitsfläche e^ durch die 
Fundamentalecke harmonisch getrennt werden; d. h. nach den 
in § 2 gegebenen Erläuterungen, es sollen die Geraden €^, €^, e^ die Winkel 
(7t^7t^), (yr^TT*), {7t^7t^) nach demselben Sinus Verhältnisse aussen theilen, 
nach welchen die Geraden e^, e^, e^ dieselben Winkel innen theilen, so 
dass: 

/^. ^. ^. ^1) ^ siP (^' ^') ■ sin {7t^ 6i) ^ ^ 
' sin (7r^€*) sixi{7t^€^) 

liiij l^ ^ * * ' - sin (Tri e5) • sin [n^ e^) 

^ ' sin [Tt^e^) sin [Tt^e^] 

Wir wollen jetzt die Bedingung dafür aufsuchen, dass eine Kante rj in 
einer Fläche h liegt, oder dass eine Fläche h durch eine Kante rj geht. Zu 
diesem Zweck müssen die Methoden der § 3 — 4 für die Bestimmung der Lage 
von Flächen und Kanten verbunden werden, unter der Voraussetzung, dass 
die gegenseitige Lage von Fundamentalflächen und -Kanten, Einheitsfläche 
und -Kante die so eben angegebene sei, d.h. unter der Voraussetzung, 
dass die Beziehungen (I] , (II) , (III) bestehen. Zur Veranschaulichung des 
Zusammenhanges der in Betracht kommenden Gebilde bedienen wir uns 
wieder einer Linearprojection (Fig. 4 3) , deren Schnittgeraden und Schnitt- 
punkte dieselben Buchstaben tragen wie die entsprechenden Flächen und 
Kanten. In jeder der Flächen p\ p^, p^ sind sechs Durchschnittslinien 
enthalten : 

Wendet man jedesmal auf die fClnf ersteren Geraden die Identität : 

(4 234) (4 845) (1253) =4 
oder: 

(4234)(2135) = (1254) 

an, so erhält man aus der Multiplication entsprechender Doppelverhältnisse 
der Systeme (I) und (III) folgende Relationen : 
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(IV) 







;r- 



Fig. 43. 

Femer erhält man aus der Multiplication entsprechender Doppelver- 
hältnisse der Systeme (II) und (IV) die Beziehungen: 



(V) 



[Tt^Tt^ €2^2) (Triers fe2ctf2j = _ ^3^3 ^ [tV^ 7t^ 0)^ ^^) 
[Tt^Tt'^ e^ P) (^2 ^1 g3 ct,3) = _ ^ == (^1 ^2 ct,3 ^3) 



Bildet man nun aus dem Systeme (V) drei Gruppen von je zwei Glie- 
dern, welche denselben Nenner haben, wie z. B. 

_ M2 ^ (^2^3cut^l) _^1 = (^3^l^2c^2) 
Ä3% -. . .^'. Ä3^3 / ^ 

SO liefert in dem Falle, wo die Kante r] in der Fläche h liegt (oder die Fläche h 
durch die Kante r] geht), jede dieser Gruppen die Einheit als Summe. In 
der That, das Ebenenbüscbä, dessen Äxe die Kante iq ist, schneidet die 
Flächen p2 und ^^i so, dass : 

(7r37i;l?2(t,2) = (^3^1^2(^,1) 

Nunist:- [7tK^7c'^o)^)=[7t^w^7t^l^) 

und: (7t'^7t^o}K^) + [7t'^io^7t^p]=\ 



§ 5. Gleichung einer Fläche und einer Kante. 
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folglich : 

Diese Gleichung ist symmetrisch in Beziehung auf die Indices hi^h^^h^ 
und 1^1, 1^2} ?73' «le nachdem das eine oder das andere System dieser Indices 
als tjonstant betrachtet wird, stellt (91) die Gleichung einer Fläche 
oder ein er -Kante dar. Sind die Indices Ai, ^2, h^ constant, so erfüllen 
die Indices aller in der Fläche h liegenden Kantenrichtungeq die Gleichung 
(ai); d. h. in diesem Falle ist («) die Gleichung der Fläche h. Sind die In- 
dices 1J1, ij2> % constant, so wird die Gleichung (ä) befriedigt von den In- 
dfces aller die Kantenrichtung i] enthaltenden Flächen; d. h. in diesem 
Falle ist (21) die Gleichung dei^ Kante rj. 

Gleichung der Einheitsfläche e^\ Gleichung der Einheitskante d^: 

^i + ^2 + ^3 = Ö Ä, + Ä2 + A3 = 

der Fundamentalfläche der Fundamentalkante. 



pi . . • ijj = 
p2 . . . i^2 = 
P^ • • • % =ö 

Die Gleichung einer Fläche Ä, 
welcBe bezw. die Fundamentalkante 
^1, 7t\ 7t^ enthält; ist : 

Ä2^2 + ^3% = 
*1»?1 +'Ä2^2== 

worin die Grössen h^ ^21 ^^3 constante 
Grössen sind. 



Tri 



• Äi =0 
. A2 = 
. A3 = 



Die Gleichung einer Kante ij, 
welche bezw. in der Fundamental- 
flache pi, j)2^ p^ liegt, ist : 

^ ^2 + A3 % = ^ 
A3 ij3 -f- Ai 1^1 = . 

Ai^i +Ä2»?2 = 

worin die Grössen i^i , 1^27 ^3 constante 
Grössen sind. 



Wird die Kante 17 von der Fläche Ä durch die Fundamentalecke har- 
moniscb getrennt, so ist nach (V): 

(7r2 7r3 Wl^^l) =* (ttS TT» W2 ^2) = (^1 ^T^ «3 ^3) = _ i ' 

oder : 

Ä3lj3 Äilji A2lj2 

folglich: 

i i 4 

d. h. die Indices einer Kante [Fläche) verhalten sich zu einander wie die reci-, 
proken Werthe der Indices derjenigen Fläche [Kante), von der sie durch die 
Fundamentatecke harmonisch getrennt wird. 



V 



•■ <• 
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Drittes Kapitel. 

§ 1. Das Gesetz der rationalen Indices. § 2. Auflösung der unbestimmten 
Gleichung des ersten Grades für die Elemente eines Flächen- oder Eanten- 
btlschels. § 3. Zusammenhang zwischen dem Gesetz der Zonen und dem 
Gesetz der rationalen Indices. § 4. Bedingung dafdr , dass Fl&chen 
oder Kanten in einem Bflschel liegen. § 5. Geometrische Bedeutung 

des Parameters. 



Die geometrische Eigenschaft, welche die Krystallformen vor allen 
übrigen Polyedern auszeichnet, wurde als Gesetz der Zonen ausgesprochen. 
Nachdem wir eine Bestimmung der Lage von Flächen oder Kanten durch 
Zahlen kennen gelernt haben, sind wir im Stande aus dem Gesetz der 
Zonen einen Satz abzuleiten, der eine andere, für die Folge nützliche Auf- 
fassung der charakteristischen Eigenschaft der Krystallpoly6der enthält. 
Zu diesem Zwecke haben wir zunächst die Indices für die Durchschnitts- 
linie zweier Flächen und die Verbindungsebene zweier Kanten durch die 
Indices dieser letzteren auszudrücken. 



Die Indices einer Kante rj, welche 
Durchschnittslinie der Flächen h und 
h' ist, genügen gleichzeitig den 
Gleichungen : 

Äl ^1 + Ä2 1?2 + A3 % = Ö 
Ä'l^l + Ä'2»?2 + A'3% = Ö 

Daraus folgt : 

(1) i?i:i?2-^3 = 
oder in symbolischer Schreibweise : 
^1 • % • % = (ÄA')i: (ÄÄ')2 : (AÄ'JS' 

Man bildet diese Determinanten, 
welche in dem Rechteck 



A2 A3 . 
A'2A'3 ' 


A3 Äi 

A'sA'i 


.Al Ä2 

Ä'iÄ'2 



= hl^2%] 



Aj A2 A3 
h\ h\ h\ 

enthalten sind, successive nach dem 
Schema : 



A2 K^h 
h\ ^ h\ 



^ Z.' ^ 



Ä2 



Die Indices einer Fläche A, welche 
Verbindungsebene der Kanten ij und 
rf ist, genügen gleichzeitig den 
Gleichungen : 

Aii?i +^^712 +A3IJ8 =0 
Ki\ + hi^ + A3i;'3 = 
Daraus folgt: 

^2 ^3 . ^3 ^1 . ^1 ^2 

f t ' r r • r t 
^2^3 ^3^1 ^1^2 

oder in symbolischer Schreibweise : 

Man bildet diese Determinanten, 
welche in dem Rechteck 



Al : Aj : A3 = 



= {AiA2A3} 



n\ n% vz 

V 1 V'2 iz 

enthalten sind, successive nach dem 
Schema : 



h\ ^ h\ 



V2 ^3 ^1 ^2 



§ 4 . Das Geseti der rationalen Indices. 
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Daraus folgte dass eine Flfiche h 
insbesondere die Fundamentalebe- 
nen pi = {400), p« = {040}, p3 
= {001} in folgenden Kantenrieh- 
tungen schneidet : 



Daraus folgt, dass durch eine Kante i; 
insbesondere parallel zu den Fun- 
damentatkanten jt^ »= [4 00] , tt^ 
= [010], 7r3 = [004] folgende Fla- 
chen gehen : 



(2) 



(O' 



CC|2 = 



(0 



3 



4 

A1A2A3 
4 

A1A2A3 
4 



= [OÄsÄ,] 
= [Ä30A|] 
= [Äj Äi 0] 



a* = 



Ä^ = 



a3 = 



4 00 






^l%^3 

4 



Den Kanten rj, rj' gehe die Flfiche h, 
den Kanten ^, ^' die Fläche k parallel ; 
die Durchschnittslinie von h und k 
sei §y dann sind die Indices von §: 

(3) ?i:&:?3 = 

((m')(?n)i:((w')(?n)2:(('?'?')(cr))3 



Die Durchschnittslinie der Flächen 
h, W sei 17, diejenige der Flächen k^ k' 
sei ^ ; den Kanten ij ; ^ gehe die Fläche / 
parallel dann sind die Indices von l : 

/ • / ' /. ■ 

(;AA') {*A-'))t : ({hh'){kk')U : ((AA') (ää'))s 



Diese Formeln lassen, wie jetzt gezeigt werden soll, die Beschaffenheit 
der Indices näher erkennen. 

Da die vier Flächen p^, p*, p', e®, welche wir in § 3 des zweiten 
Kapitels betrachtet haben, nicht zu je dreien einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen, so können sie nach dem Gesetz der Zonen einer De- 
duction der übrigen Flächen und Kanten zu Grunde gelegt werden. Die 
Indices der letzteren müssen dann mit Hülfo der Formeln (4) successive aus 
den Indices der Flächen p^, p\ p', e^ gebildet werden. Nun sind die In- 
dices der vier zu Grunde liegenden Flächen, wie wir in § 3 des zweiten 
Kapitels gefunden haben, rationale ganze Zahlen, nämlich : 

pi== 400, p2 = 040, p8 = 004, eO = 444 

und die Indices der abgeleiteten Flächen und Kanten sind, wie aus (4 ) her- 
>^orgeht, rationale ganze Functionen derselben. Demnach besitzen alle aus 
f^i P^i P^i ^^ ableitbaren Flächen und Kanten rationale ganze Indices. Da 
nur die relative, nicht die absolute Lage der Krystallflächen bestimmt ist, 
so sind auch nur die Verhältnisse, nicht die absoluten Werthe der Indices 
bestimmte Grossen. Es genügt daher zu sagen, dass die drei Indices einer 
Fläche oder Kante Verhältnisse von rationalen Zahlen seien, da man sie 
selbstverständlich stets durch die Verhältnisse von drei ganzen Zahlen ohne 
gemeinschaftlichen Divisor darstellen kann. 

Die vier zu Grunde liegenden Flächen p^, p^, p', e^ sind keiner an- 
deren Beschränkung unterworfen als der, dass sie nicht zu je dreien einer 
und derselben Zone angehören. Folglich erhalten die Flächen und Kanten 
eines Krystallflächencomplexes allezeit rationale Indices, wenn die Bestim- 
mung der Lage derselben von irgend vier Flächen der angegebenen Be- 
schaffenheit ausgeht. Ein Gleiches gilt für die aus vier Kanten deducirten 
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Flächen und Kanten. Dieses Ergebniss fuhrt den Namen: Gesetz der 
rationalen Indices. Zur Formulirung desselben wollen wir eine voo 
A. F. Mob ins glücklich gewählte Bezeichnung benutzen. 



Es seien drei nicht einer und 
derselben Geraden parallele Flächen 
P^i P^y P^ gegeben , welche sich in 
dem Punkte schneiden und die 
Durchschnittslinien ^i, tt*, tt^ er- 
zeugen Tig. 44). Eine vierte Fläche 



Es seien drei nicht einer und 
derselben Ebene parallele Kanten 
TT*, TT^, 7t^ gegeben, welche sich in 
dem Punkte schneiden und die 
Verbindungsebenen p^, p*., p^ be- 
stimmen Fig. 15). Die Coordinaten 





Fig. U.. 

e bestimme auf diesen Durchschnitts- 
linien Abschnitte^ welche sich ver- 
halten wie die Längen : 

OE^iOE^'.OE^. 

Eine ftlnfte Fläche Ä bestimme Ab- 
schnitte, welche sich wie die Längen : 

OH^iOHiiOH^ 

verhalten. Man bilde die drei Ver- 
hältnisse : 

OE^ 0^2 OE^ 
OHx' OH2' OH^ 

Wenn die beiden zwischen denselben 
bestehenden Verhältnisse 

0^1 OE^ QE, ' , , 
gleich Verhältnissen von rationalen 



Fig. 45. 

eines Punktes einer vierten Kante d 
verhallen sich wie die Längen : ' " 

OD^iOD^.OD^ 

die eines Punktes einer fünften 
Kante ij wie die Längen : 

Man bilde die drei Verhältnisse : 

QAi OK^ OK^ 
OD^' OD2' 0D{ 

Wenn die beiden zwischen den- 
selben bestehenden Verhältnisse 

OÄi OK^ OK^ 
gleich Verhältnissen von rationalen 
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Zahlen h^f h^, h^j die Null mit ein- Zahlen rji, tj^, rj^^ die Null mit ein- 
begriffen, sind, «0 nennt M^bi US begriffen, sind, so nennt Möbius 
die fünfte Flache h aus den vier die fünfte Kante rj aus den vier 
ersteren Flächen p^, p^, p*, e a r i t h- ersteren Kanten tt^, tc^, tt^, rf a ri t h- 
m e t i s c h ableitbar. m e t i s c h ableitbar. 

Demnach lautet das Gesetz der rationalen Indices : 

Das System der in einem Krystallflächencomplex möglichen Flächen und 
Kanten ist so beschaffen, dass aus je vier Flächen oder Kanten, welche nicht 
zu je dreien einem und demselben Büschel angehören, die jedesmal übrigen 
Flächen und Kanten arithmetisch abgeleitet werden können, 

' lin Allgemeinen ändern sich die Flächen- und Kanten winkel der Kry- 
stalle stetig bei einer stetigen Temperäturveränderung. Da die Indices als 
rationale Zahlen sich nicht stetig mit der Temperatur ändern können, so 
müssen für jede Fläche oder Kante die Verhältnisse ihrer Indices bei jeder 
Temperatur dieselben bleiben — eine Eigenschaft der Krystalle, welche 
unter dem Namen: Gesetz der Erhaltung der rationalen Indices be- 
kannt ist. 

Die Indices der Flächen und Kanten eines Krystalles müssen aus Mes- 
sungen der Winkel desselben berechnet werden. Wegen der mannigfachen, 
zum Theil regellosen und unvermeidlichen Fehler, mit denen diese Messun- 
gen behaftet sind, wie Ausbildungsfehler der Krystalle, Unvollkommenheiten 
der Messinstrumente und der Sinne der Beobachter, ergeben die Rechnun- 
gen in den meisten Fällen zunächst irrationale Zahlen für die Indices. Da 
jedoch nur die Verhältnisse dieser Grössen in Betracht kommen, so wird 
man i^ets gan^e Zahlen finden können , welche den irrationalen Werthen 
so nahe kommen) als man nur will. Die Willkür, welche demnach in der 
Ermittelung der wahren Werthe der Indices zu herrschen scheint, wird 
indessen dadurch wesentlich eingeschränkt, dass, wie schon der Entdecker 
des Gesetzes der rationalen IndiceS; R. J. Hauy , bemerkt hat, in der tiber- 
wiegenden Mehrzahl der beobachteten Fälle die Indices nur den ersten 
Zahlen der natürlichen Zahlenreihe angehören. Das in Rede stehende Ge- 
setz muss also erfahrungsmässig : Gesetz der einfachen rationalen Indices 
genannt werden. Erst in dieser durchaus erfahrungsmässig begründeten 
Fassung bietet uns dasselbe ein Mittel zur Auswerthung der Messungsresul- 
tate dar. Denn man kann nur dann nachweisen, dass die Indices rationale 
Zahlen sind, wenn sie zugleich einfache Zahlen sein müssen. 

Die Reductionen der aus den Messungsresultaten abgeleiteten irratio- 
nalen Zahlenwerthe auf die wahren rationalen Werthe für die Indices 
müssen natürlich innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler liegen; 
d. h. berechnet man aus den reducirten Werthen der Indices von Flächen 
oder Kanten die von den letzteren unter einander eingeschlossenen Winkel, 
so müssen die Differenzen zwischen den gemessenen und den berechneten 
Winkeln geringer sein, als -diejenigen Winkelgrössen, welche als regellose 
und unvermeidliche Fehler aus den oben genannten Fehlerquellen fliessen. 
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ErfahruDgsgemliss genügt bei dem Vergleich der direct aus den Messungen 
abgeleiteten und der reducirten Werthe der Indices die Uebereinsiimmung 
der ersten beiden Stellen des Deoimalbruches, Die Methode der Heduction 
besteht darin, dass der Decimalbruch in einen Kettenbruch entwickelt und 
aus den Näherungswerthen des letzteren derjenige gewählt wird, welcher 
den so eben hervorgehobenen Anforderungen genügt. 

Das Gesetz, welches später den Namen Gesetz der rationalen Indices erhalten hat, 
wurde von R. J. Hauy als eine Folgerung aus der von ihm über die gesetzmässige An- 
ordnung der kleinsten Tbeile der Krystalle aufgestellten Hypothese gefunden. (Extralt 
d'un Memoire sur la structure des cristaux de grenat, approuvö par TAcad. Roy. d. Sc. 
le 24. F^vr. 4 784. Joum. de Phys. Mai 4 782, pag. 366. Memoire sur la structure des 
spath oalcaires. appr. le 88. Dec. 4784. Journ. de Phys. Juillet 4 782, pag. 38. Essai 
d'une thöorie sur la structure des cristaux. Paris 4784, 80, übersetzt in Gren's neuem 
Journal der Physik, 4 795, 2, 448. Traitö de cristallographie, 8 vol. in 8® avec atlas in 4<^, 
Paris 4882. Traitö de minöralogie, T. I— IV, Paris 4804 — übersetzt von Karsten und 
Chr. S. Weiss 4804. — See. ödit. Paris 4822 und zahlreiche andere Abhandlungen.) 
Allein dieses Gesetz ist ein Erfahrnngssatz, der keineswegs zur Annahme der Hauy'scben 
Vorstellung über die Structur der Krystalle zwingt. Es gelang zuerst J. Bernhardi 
und Chr. S. W eiss die Hauy'sche Grundanschauung abzustreifen und die geometrische 
Beziehung zwischen den Flächen und Kanten eines Krystallpolyöders rein geometrisch 
auszudrücken. 

Das Gesetz der rationalen Indices und das Gay-Lussac'sche Volumengesetz 
sind dadurch ausgezeichnet, dass sie Abhängigkeiten von einfachen ganzen Zahlen, die 
in den übrigen bekannten Naturgesetzen zu fehlen scheinen, aussprechen. 

§2. 

Wir sind jetzt in der Lage auf Grund der Ergebnisse des § i die In* 
dices aller Flächen oder Kanten eines Bttschels anzugeben. 

Damit eine Fläche h = {^1^2 A3} dem Büschel, dessen Axe die Kante 
Tj z= [rj^rj2 1J3] ist , angehöre , müssen nach § 5 , 31 des zweiten Kapitels 
ihre Indices die Bedingungsgleichung erfüllen : 

(1) h^r]i + h^rji + h^% = 

Man findet daher die Gesammtheit der Flächen des Büschels, indem 
man die Verhältnisse der ganzen Zahlen A^ : A2 : A3 aufsucht, welche die vor- 
stehende unbestimmte Gleichung des ersten Grades mit ganzzahligen Goef* 
ficienten rjij rj2, rj^ befriedigen. Die Gleichung (1) können wir schreiben: 

(2) h^rii +^21^2 = — Ä3IJ3 

Sind hierin rj^ und rj^ nicht von vornherein relative Primzahlen, so dividire 
man zunächst die beiden Seiten der Gleichung mit dem grössten gemein- 
schaftlichen Theiler von r]^ und r]2. Dann ist die Gleichung (2) immer in 
ganzen, resp. rationalen Zahlen A^, A2, A3 auflösbar, denn die unbestimmte 
Gleichung (3) mit den Unbekannten pi und p2 • 

(3) PiVi+P2V2 = ^ 

ist, wenn r]x und 172 ganzzahlig und relativ prim sind . in ganzen Zahlen 
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auflösbar. Man findet die Auflösungen, indem man für rji und r]2 das Si^ema 
des grössten gemeinschaftlichen Theilers bildet : 

^1 — ?i^2 -fn 
(4\ n = ft ^2 + ^s 

^»1-2 = qn^n — l -+• fn 

und daraus durch successive rückwärts gehende Eintragungen eine 
Identität: 

ableitet, worin m^ und % bestimmte, aus den ganzen Zahlen 9^, 92'*'9n<f 1 
zusammengesetzte ganze Zahlen sind, welche eine ganzzahlige Auflösung 
von (3) darstellen. Auch die mit einer beliebigen ganzen Zahl $ gebildeten^ 
zusammengehörigen Zahlen : 

(5) Pi — nii + sri2, p2 = m2 — srii 

befriedigen die Gleichung (3). Nun erhält man aus einer Auflösung mi, m^ 
von (3) sofort eine Auflösung von (2) : 

(6) Äj = 7- A3 1^3 mj , Ä2 = — A3 1/3 m2 

worin A3 eine beliebige ganze Zahl ist, und es ist ersichtlich, dass auch die 
Zahlen : 

(7) —fhV^^+sri2j — A3IJ3W2 — 5iji 

der Gleichung (2] genügen. Diese letzteren Zahlen bilden für jeden be* 
stimmten Werth von A3 zwei unbegrenzte arithmetische Reihen, von denen 
die eine die Differenz r]2y die andere die Differenz rji besitzt. Diejenigen 
Glieder der beiden Reihen gehören zusammen, für welche die Zahl s die- 
selbe ist. 

Eine analoge Betrachtung gilt für Rantenbüschel. 

Beispiel. — Es sei 17«=» [51, M, 3], worin J71 «=■ 54 und »72 ■* ^^ relative Prim- 
zahlen sind. Dann lautet die Gleichung (3): 

Das Schema des grössten gemeinschaftlichen Theilers giebt : 

51 = 4.444-7 
11 ES 4. 74-4 

7« 4 . 4 + 8 
4 SS ^ . 3 + 4 

Hieraus folgt umgekehrt: 

1 « 4 — 1 8 

— 1.3 = — 7 + 1 .4 
1 = — 7 -f J.4 

2.4 c= 2-11 — 2.7 
1 = 2.11 — 3.7 

— 3.7 a= — 3.51 + 12-11 
^c=_3.54+U.11 
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folglich : 






wii ■■ — 3 , fr2 K> 1 4 


and demnach . 






;^, = — 3 -H M.» 




P2 B 14 — 5 1 • 5 


Ferner nach '7 : 






hl mm 9 • A3 -f- H • 5 




hi SS — ki'h^ — 51-5 



§3. 

Man kann nun zeigen, dass Flächen, deren Indices rationale Zahlen 
sind, im Zonen verbände stehen. 

Jede Fläche hj deren Indices gegeben sind, wird bestimmt durch in 
ihr liegende Kantenrichtungen, welche ihrerseits durch schon vorhandene 
flachen mit rationalen Indices erzeugt werden. In der That, man kann 
mit Hülfe der so eben entwickelten Methode die Gesammtheit der Flächen 
angeben, welche den Flächenbüscheln mit den Axen : 

rri= «OO;, 7r2 = [010], .t« = [OOIj 
angehören. Darunter befinden sich auch die Flächen: 

{0Ä2Ä3}. {Ä1OÄ3}, {ÄiÄjO}, 

welche auf den Fundamentalflächen : 

pi = {100}, p^ = {010}, /)3 = {001} 
die Kanten : 

wi == 1^0 ^3^2]» ^^ = l^aOÄ,], (0^ = J^2\^] 

erzeugen. Durch je zwei dieser Kanten ist aber die Fläche A vollständig 
bestimmt. 

Analog ist die Bestimmung einer Kante r^ auszuführen. 

Der Zusammenhang zwischen dem Gesetz delr Zonen und dem Gesetz 
der rationalen Indices wird also durch folgenden Satz ausgesprochen: 

Jede aus vier Flüchen oder Kanten arithmetisch ableitbare Fläche oder 
Kante ist aus denselben Flächen oder Kanten auch geometrisch ableitbar und 
umgekehrt. 

m 

F. E. Neumann hat in seiner lnaug.-Di$s.: De lege zonarum principio evolutionis 
systematam cr>'stallinorum. Berolini 4 826, pag. 2 auf den Zusammenhang zwischen dem 
Gesetz der Zonen und dem Gesetz der rationalen Indices aufmerksam gemacht. Der im 
Vorstehenden mitgetbeilte Beweis wurde zuerst von A. F. Möbius in dem für die neuere 
Geometrie bahnbrechenden Werlie: Der barycentrische Calcul. 1827 gegeben, insofern 
derselbe in dem Abschnitte über das geometrische Netz in der Ebene S. 966 ff. S^'steme 
von Geraden und Punliten der Ebene, welche die Eigenschaft der Flächen und Kantea 
eines Krvstalles besitzen, arithmetisch und geometrisch aus je vier unter ihnen ableit- 
bar zu sein, behandelte. Die Bedeutung seiner Untersuchung für die geometrische Kry- 
stallographie bemerkte Möbius erst später (vgl. die auf S. 4 cit. Abhandlung). 

§*• 

Wir suchen jetzt die Bedingung dafür, dass Flächen oder Kanten in 
einem Büschel liesen. 
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Wenn drei Flächen h , h'y h" einem 
Bttschel, dessen Axe die Indices 
>7i^2?3 besitzt, angehören sollen, so 
mttssefi ihre Indices die Gleichungen 
befriedigen : 

^1 ^1 + h m + h '?3 = Ö 
(i) ÄVi/i + Ä'j 1J2 + A'3 ijs = 

^\ m + ^"2 V2 + ^"a '?3 = Ö 
woraus folgt, dass die aus den Indi- 
ces der drei Flächen gebildete De- 
terminante verschwinden muss : 
Ai h^ A3 

(2) Ä'iÄ'jA) =0 
h"i h!\ h 3 

Umgekehrt fol^t aus dem Verschwin- 
deD dieser Determinante, dass die 
drei Flächen einem und demselben 
Bttschel angehören. Bezeichnet man 
die linken Seiten der Gleichungen (1) 
symbolisch mit 

so verschwindet auch jede. Vermit- 
telst dreier ganzen Zahlen A, X y l" 
gebildete lineare Verbindung dieser 
Grössen identisch: 

(3) iA^ 4- A'A'^ 4- >l"A"^ = 
denn man kann sie so schreiben : 

(U3+rÄ'3 + rA"3)^3 = 

Dnd ersieht daraus, dass sie nur 
Slatt6hden kann , ^ wenn jeder der 
Coefficienten für sich verschwindet : 

Ih^ +A'A'i +rh\ =0 
(4) AÄ2 + A'A'2 + rr2 = 
AÄ3 4-A'A'3H-rr3 = 
Dies ist aber der Fall , wenn , wie 
oben vorausgesetzt wurde, die von 
den Indices der drei Flächen ge- 
bilclete Determinante : 

Äi h\ fi"x I 
(5) h^h'^hy: 



Wenn drei Kanten 1}, 1}', rf' einem 
Bttschel, dessen Ebene die Indices 
hxh^hi besitzt, angehören sollen, so 
mtlssen ihre Indices die Gleichungen 
befriedigen : 

K^i +hn2 + A3 1^3 =0 

hn\ +hn'2 + A3^'3 =ö 

woraus folgt, dass die aus den Itidi- 
ces der drei Kanten gebildete De- 
terminante verschwinden muss :. 

n\ ^2 ^3 

^l '?2'?3 =ö 

V," *," •," ■ 

*1 \^ 2V Z 

Umgekehrt folgt aus dem Verschwin- 
den dieser Determinante, dass die 
drei Kanten einem und demselben 
Büschel angehören. Bezeichnet man 
die linken Seiten der Gleichungen (1) 
symbolisch mit 

SO verschwindet auch jede, vermit- 
telst dreier ganzen Zahlen /, /', T 
gebildete lineare Verbindung dieser 
Grössen identisch: -- 

denn man kann sie so schreiben : 
(A2 + ^' '?'2 + fY'2)*2 + 

(/'?3'+''V3 + ^'^"31*3 = 

und ersieht daraus, dass sie nur 
stattfinden kann, wenn jeder der 
Coefficienten für sich versehwindet: 

h]2 + l'v'2 + ^'^"2 = 

Dies ist aber der Fall, wenn, wie 
vorausgesetzt wurde, die von den 
Indices der drei Kanten gebildete 
Determinante : 

^2^2^ 2 
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welche mit (2) Übereinstimmt, ver- 
sehwindet. — Aus (4j ergiebt sieh 
nun, dass man die Verhältnisse der 
Indices einer Fläche h des Büschels 
[h'h'"] ausdrücken kann durch die 
Indices der Flächen h\ h" und eine 

X" 
Zahl 77 , welche mit der Fläche h 

variirt: 

(6) Äi : A2 : A3 = 

A'Ä'i +rh\ : A'Ä'2+rÄ"2: A'A'3+ JC'h"^ 

r 

Zu jedem Werthe von p- gehört eine 

Fläche des Büschels und umgekehrt, 
für jede Fläche des Büschels kann 

X" 
man eine Zahl p- , einen sogenann- 
ten Parameter, finden. 

Sind die Indices der Flächen A, 
h% h" gegeben, derart, dass sie der 
Bedingungsgleichung (S) genügen, 
so folgen aus (4) die Verhältnisse der 
Zahlen : 

(7) A:A':r=(A'A"j, :{h" h)^:{hh')^ 

= {h'h\:{h"h)2:{hh')2 
={h'h\:{h''h),:{hh']. 

Da nun der Parameter p- durch die 

indices der drei Flächen rational 
ausgedrückt werden kann, so ist er 
eine rationale Zahl, die alle Zah- 
lenwerthe von — 00 bis 4-00 an- 
nehmen kann. 

Die Gleichung einer Fläche h des 
Büschels lautet : 

(8) A^ = A'A'^ + rA"^ = 



welche mit (8) Ubereinstiromty ver- 
schwindet. — Aus (4) ergielM ridi 
nun, dass man die Verbültnisse der 
Indices einer Kante tj des Bflschels 
[t]' rf} ausdrücken kann durch die 
Indices der Kanten i;', rf und eine 

r 

Zahl y y welche mit der Kante tf 
variirt: 

r 

Zu jedem Werthe von j gehört eine 

Kante des Büschels und umgekehrt, 
für jede Kante des Büschels kann 

r 

man eine Zahl y^ einen sogenannten 

Parameter, finden. 

Sind die Indices der Kanten ij, 
17', Tq" gegeben, derart, dass sie der 
Bedingungsgleichung (2) genügen, 
so folgen aus (4) die Verhältnisse der 
Zahlen : 



- ={v'v"h:iv"ny> 

r 






Da nun der Parameter p- durch die 

Indices der drei Kanten rational aus- 
gedrückt werden kann, so ist er eine 
rationale Zahl> die alle Zahlen- 
wertbe von — 00 bis -}- 00 anneh- 
men kann. 

Die Gleichung einer Kante fj des 
Büschels lautet : 



Wie die Gleichung (2) lehrt, enthält die Bedingung dafür, dass dre 
Flächen oder Kanten einem Büschel angehören, nur die Indioes dieser 
Flächen oder Kanten, deren Verhältnisse bei jeder Temperatur dieselben 
sind, und ist unabhängig von den Axenlängen und den durch die Axen ein- 
geschlossenen Winkeln, welche Grössen im Allgemeinen mit der Temperatur 
stetig veränderlich sind. Demnach bleiben die Flächen oder Kanten, welche 
bei irgend einer Temperatur in einem Büschel liegen, auch bei jeder 
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anderen Temperatur in demselben Büschel vereinigt. Dieser Satz führt 
den Namen : Gesetz der Erhaltung der Btlschei. 

Beispiel. — Der von den Flächen h' mm 210 und h"^ Hl bestimmten Zone [4 74} 
gehören unter anderen folgende Flächen an : 

340, 584, 324, 548, 444, 845, 428, 485, 042, T87, T48, B.8.44, 144, 745, 704, 
5T8, 472, TT.F.5, 5T4, 754. 



Aus (7) ergiebt sich für: 

h^ 584 
824 
548 
845 
423 
435 



X:X':r 



— . 4 

— I 

— 4 

— 4 

— 4 

— 4 



2 
4 
4 



4 
4 
8 



— 4 

— 4 

— 2 



sodass nach (6): 

^: ^: ^ =s 5 
3 
5 
3 
4 
4 



u. s. w. 



2 

4 

4 

— 4 



3:4b 2-2 + 1*1 
2 : 4 B= 4 -2 + 4 -4 
4 ; 3 es 4.2 + 8-4 
4 : 5 -» — 4 • 2 + 5 . 4 
2 : 8 B= — 4 • 2 + 8 • 4 
8 : 5 » — 22 + 5.4 

u. 8. w. 
Im regulären Systeme ist [4 14] eine der »Diagonalzonen« des Oktaeders. 



— 4 

— 2 



1+ 4 
4+4 
4 + 8 

1 + 5 
1 +8 
1 +5 



4 
4 
4 
4 
4 
4 



2 

4 
4 

— 4 

— 4 

— 2 



0+ 1 
+ 1 
+ 3 
+ 5 
+ 8 
+ 5 



§5. 



r 



(1) 



£^ soll die geometrische Bedeutung des Parameters p- ermittelt wer- 
den*). Der Kürze wegen beschränken wir uns auf die Betrachtung von 
Flächenbtliseheln. 

Aus § 4 (7) entnehmen wir: 

A" Ä2 A'3 — A3 Ä'2 A3 h\ — Äj Ä'3 Aj A'2 — A2 ^'1 
k' Ä2 A 3 — A3 A"2 A3 A 1 — Aj h"-^ Äj A 2 — A2'A"i 
Wird einer dieser Werthe, z. B. der dritte, umgeformt in: 

1 — -:^ 
A" h\ A2 A'2 

A2 A'2 
so ist derselbe nach der Definition der Indices in § 3, 1 des zweiten Kapitels : 

worin io'^ und (o"^ die Durchschnittslinien der Flächen A' und h" mit der 



*) Th. L., Zeitschr. f. Krystallogr. 4 879, 4, 202. — Vgl. W. Fiedler, Darstellende 
Geometrie. 2. Aufl. 4875, S. 544, Nr. 7. Hier ist das Resultat, ebenso wie das in Nr. 6 
zuletzt unrichtig abgekürzt. 

Liebisch, Gtoometr. Krystallogr. 3 
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Fandamantalfl&cbe p* bedeuten, siebe die Linearprojection Fig. 16. Dieser 
Ausdruck lässt sich mit Httlfe der von fUnf ElemeoleD eines BUscbels gelteo- 
deo Identität : 

(1234)(*245)(1853)=1 
oder: 

umgestulten in: 



((S3i);((S35)=. 


(8(46) 


r *', 


(-(^ 


•jr'w'w'äj 


K' h", 


i-(» 


la'ui'ia"'. 


*■■ 


(»>c»>, 


T'cu'S) 


*", 


(„!„., 


z'ia''] 


= vr ■ 


latoj', 


»"•(«■»j 




Fig. 46. 

Bezeichnet man nun die Flachen des Büschels rj = [h, h', h"], welche 
parallel zu den FundameDtalkantea 

jci—[\OQ], n:2=[010], it3=[00I] 
geben, der Reibe nach mit m', m^, m^, so dass: 

ml = {0[fi^A")3(ÄT")j} = {0{rA)3(Ä''Ä}3} = [QJih'hWh] 

mi= {[A'A")30(A^A")i} = {(A"A)30{A|Vi)j} = {lAA'JaOJAA'),} 

m»= {(A'A")2[A'A")iO} == {(A"A)ä(A"A),0} = {(AA')2(AA'),0} 

dann ist, wie die Figur 16 veranschaulicht, das Doppelverhaltniss: 

(7ciw'(ü"3w'») = (m»AA"A') 



und demnach : 



*'i 



>i»r/ 



A"| sin (AA ) ' sin (AA'j 
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_r_A[i sin :mtr) sin [hh') 
Y~h\ ' sin.miA')*sin(AÄ") 

r 

Zwei analog gebildete Werthe erhält man für — j7 aus dem ersten 

und zweiten Ausdrucke in (4), so dass allgemein der Parameter: 

_^_*i sin im* h") sin [hh') 
' ■ k' ~ K\ ' sin(m'A')*' sin [h h") 

worin t = 1, 2, 3. 

r 

Werden die drei Werthe von — -p- einander gleich gesetzt, so ergiebt 



sieb: 



oder : 



h\^ sin [m^h") ^h\ sin [m'^h") _ h'^ sin m^'') 
K\ s\n[m^W)~h'\ sin [rn^h'] ~ h\ sin[m^h') 



h\_ hj^ h\ _ sin(^^m') sin [h' m^) sin W m^) 
h\ ' h\ ' h\ ~ sin ;Ä"mi) ' sin iK'm^) '' sin [h^m^) 

d.h. die Quotienten aus entsprechenden Indices zweier Flächen eines Kry Stalles 
verhalten sich unter einander wie die Quotienten aus den Sinus entsprechen- 
der Winkel, welche die beiden Flüchen mit den, zu den Fundamentalkanten 
parallelen Flächen ihrer Zone einschUessen. 

Ein analoger Satz gilt für Kanten : 

Die Quotienten aus entsprechenden Indices zweier Kanten eines Krystalles 
verhalten sich unter einander wie die Quotienten aus den Sinus entsprechen- 
der Winkel, welche die beiden Kanten mit den, von ihrer Verbindungsebene 
auf den Fundamentalflächen erzeugten Durchschnittslinien einschUessen. 

Sind die Winkel gegeben, welche zwei Flächen mit den zu den Fun- 
damentalkanten parallelen Flächen ihrer Zone einschliesseU; so kann man 
nach (3) BUS diesen Winkeln und aus den Indices einer der beiden ersteren 
Flächen die Indices der anderen berechnen. 

r 

Ist der Parameter -p- = ± i, so ist : 

Äj : Aj : A3 = A\ ± h'\ : h\ zb h\ : A'3 ± h"^^ 
und aus (2) folgt : 

(4) h\ sin (m<A"] sin (AA') ± A",- sin (m* A') sin (A A") = 
worin t = 1 , 2, 3. Da nun : 

[h h") = [hh') + (A' A") , (m* A") = (m^A') + (A' A") 
so ergiebt sich aus der letzten Gleichung, dass in diesem specielien Falle : 

(5) A'^ cot (m*A') + {A',. ± A",) cot (A' A") ± h'\ cot (A A') = 

Um ein bestimmtes Beispiel vor Augen zu haben, betrachten wir 
eine Zone aus der von G. vomRath"^] zusammengestellten flächenreicben 
Combination des vesuvischen Anorthits (Fig. 17j. Die Flächen: 

*) Ein Beitrag zur Kenntniss d. Anorthits. Pogg. Ann. 1872, 147, 84, Taf. 11, Fig. 7. 

3* 
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241 



no-> 



241 




Ä'={2H}undA"={48T} 
bestimmen die Zone : 

in welcher die zu den Fundamental- 
kanten TT^, TT*, 7C^ parallelen Flä- 
chen: 





1 \ 


[021) 
[20T} 
[TIO} 


liegen. Es seien bekannt die Flä- 


chenwinkel: 


/miÄ') = 310 46' 


(mir)— 72 36 


(m»Ä') — 65 6 


(ot2ä")— 24 16 

'm^h') — 180 21« 28' 


mäA") = 180 


+ 19 22 



und die Indices 42T der Fläche A". 
rechnet werden. Aus (3) folgt: 



Die Indices der Fläche h' sollen be- 



_ sin (m^ h') ,„ _ si 



sin 340 46' 



sin 72 36 



sin(miA") 

log sin 340 46' = 9,72487 — 10 
log sin 72 36 =«9,97966 — 4 



4 = 0,5517. 4 



0,74474 — 4 

^ sin [m^') ^ sin 65» 6' 
' sin(m2Ä") * sin 24 16 »,» ' = 

log sin 65« 6' = 9,95763 — 1 
log sin 84 16 =» 9,6<88« — 40 

0,34384 

sin(>»3/t') Sin 210 28' 

^» = itoM")-^» = sin19 22 •<=<'<036 

log sin 240 28' =^ 9,56343 — 40 
log sin 49 22 ^ 9,32063 — 4 



0,04280 

Da nur die Verhältnisse der Indices in Betracht kommen und da man 
mit hinreichender Genauigkeit setzen kann : 

0,5517. 4 = 1,1036-2 
2,2070 .2 = 1,1036.4 
80 ergiebt sich : 

h' = {Ä'iA'jA'a) = {241). 
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§ 1 — 5. Gesetz der rationalen Doppelverhältnisse. 



§<• 

Die in dem vorigen Kapitel begonnene Untersuchung über den Para- 
meter, der in einem durch zwei Fachen oder Kanten bestimmten Büschel 
einer dritten Fläche oder Kante eignet, ist einer weiteren Entwickelung 
fähig, aus der wir einen neuen Gesichtspunkt für die geometrische Be- 
trachtung der Krystalle gewinnen. Bilden wir den Quotienten zweier 
Parameter, so finden wir, dass er gleich ist dem Doppelverhaltniss der bei- 
den das Büschel bestimmenden Flächen oder Kanten und der beiden Flächen 
oder Kanten, auf welche sich jene Parameter beziehen. In der That, 
sind h"h'" zwei Flächen des Büschels sind rf'ri"' zwei Kanten des Büschels 



[h h'] , so ist nach § 4 (6) des dritten 
Kapitels : 

= ahi 4- (fh'i : (TÄ2 + a'A'2 : «^^3 -}- a'h'^ 

und nach § 5 [\^) desselben Kapitels 
der Parameter: 

a (h h)ß hi 

worin e, d und i = 1, 2, 3. Dem- 
nach ist der Quotient dieser beiden 
Parameter : 



(1) 



Q'.o' ^{h"h)t Ah"'h]s ^ 
Q- a-(h"k'],-{h'"h')s 



[m*h"h'h) 



(m*h"'h'h) 



L=[hh'h"h"') 



[rirf], so ist nach § 4 (6] des dritten 
Kapitels : 

und nach § 5 (4*^) desselben Kapitels 
der Parameter : 

worin €, d und /= 1, 2, 3. Dem- 
nach ist der Quotient dieser beiden 
Parameter : 

r-'.s'_ {r]"^), _ {r,"'r])s _ 

ifl* fj" T j' tj) _,..,..,. .j,„ 



i^'n v'v) 



rj rj T] ) 



So ist das Doppelverhaltniss von vier Flächen oder Kanten eines Büschels 
durch die Indices dieser Flächen oder Kanten ausgedrückt. Für ein und 
dasselbe Doppelverhaltniss findet man neun Ausdrücke in den Indices für 
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€ und d = 1 , 2, 3 ; zuweilen nehmen einige unter ihnen die unbestimmte 
-Form TT an. 

Da nun die Indices stets rationale Zahlen sind, so sind es auch jene 
Doppelverhältnisse. Demnach gilt der Satz : 

Das Doppelverhältniss von vier Flächen oder Kanten eines Büschels ist 
eine rationale Zahl. 

Dieses Gesetz der rationalen Doppelverhältnisse ist gleichbedeutend 
mit den Gesetzen der Zonen und der rationalen Indices, da es aus ihnen 
folgt, und da man auch umgekehrt von ihm ausgehend zu jenen gelangt. 
Es ist also eine dritte Ausdrucksweise für die charakteristische geome- 
trische Eigenschaft der Krystallpolyäder*). 

Von besonderem Interesse ist der specielle Fall, in welchem 

Q a 

ist. Dann hat das Doppelverhältniss (hh'h"h"') den Werth — 4; d. h. es 
ist ein harmonisches : 

Vier Elemente eines Büschels^ deren Indices in der Beziehung aw einan- 
der stehen^ dass 

K\ = A,- + tA',-, h"\ = A,- — tA',- 

sind vier harmonische Elemente, 

In diesem Falle ergiebt sich aus : 

dass \ 

sin [h"'h) sin {h"'h') _ 

sin(A"Ä) "*"sin{Ä"Ä') "~ 
oder, wenn man : 

[K"h") = [h"'h") + [h"h) , (h"'h') = {h"'h") 4- {h"h') 
setz^ 

sin (A"'Ä'7 cot (Ä"A) + 2 cos (A"' A") + sin (A'"A") cot (A" A ') = 

oder : 

(2; 2 cot (A" A"') = cot (A" A) + cot (A" A ') 

d. i. eine Relation zwischen den Winkeln, welche vier harmonische Ele" 
mente eines Büschels unter einander einscbliessen. Nun ist das Doppe'" 
verhältniss : 

(AA' A"A'") = [Khh"'h"] = [h"h"'hh') = [K"h"h'h) 

also bestehen auch die Relationen : 



*) Doppelverhältnisse wurden in krystallographischen Untersuchungen zuerst von 
C. Fr. Gauss angewendet. (Werke 2, 308. Aus dem Nachlass d. Jahres 4884.) — Vgl. 
Th. L. Zeitsqjir. f. Krystallogr. 4 878, 8, 28—80. 
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Fig. 48. 



2 cot (A'" A") == cot (A'"A') + cot (A'"A) 
2cot(AA') =cot(AA") +cot(AA'") 
2 cot (A' A) = cot (A' A"') + cot (A' A") 

Von diesen Formeln wird bei der Berech- 
nung monokliner und trikliner Krystalle An- 
wendung gemacht. Ist z. B. bei einem mono- 
Uinen Krystalle (s. Fig. 48) A die Basis, A' das 
Orthopinakoid, also: 

A = 00i, A'=100 

und sind A", K" zwei Flachen aus der Zone der 
Symmetrieaxe mit den Symbolen : 

A" = A,0A3, V'^h^^h^ 

wonach : o = t^ 

ist, so erhält man aus : 

cot (AA') = \ {cot (A A") + cot (AA'")} = \ {cot (A'"A') + cot (A'A')) 
oder aus den zur logarithmischen Berechnung bequemeren Formeln : 

_ %sm[hh")sm[hh'*') _ 2 sin (A^'V)sin (A^^^AQ 
^° ^^^ ^ "■ {sin(AA") + (AA'")}~ sln{(A"A') 4- (A"'A')} 

den Flächen Winkel (AA') und damit auch den von der Klinoaxe und der 
Verticalaxe eingeschlossenen Winkel, wenn die Winkel zwischen der Basis 
und den Flächen A^'A'" oder die Winkel zwischen dem Orthopinakoid und 
diesen beiden Flächen gegeben sind*). 

§2- 
Aus dem Gesetz der rationalen Doppelverhältnisse folgt, dass drei 
Flächen oder Kanten ein Büschel vollständig bestimmen, in dem Sinne, dass 
jedes mögliche vierte Element des Büschels mit den ersteren drei Ele- 
menten ein Doppelverhältniss von rationalem Zahlenwerthe geben muss. 
Selbstverständlich darf von solchen drei Flächen oder Kanten keine die 
Gegenfläche oder Parallelkante einer anderen unter ihnen sein ; sondern je 
zwei derselben müssen die Axe oder die Ebene des Büschels selbständig 
erzeugen. 

Wenn es sich nur um die Betrachtung eines Büschels, es für sich ge- 
nommen, handelt, so kann man, wie sich nun ergiebt, drei Elementen 
desselben beliebige, nur der Bedingung von § 4 (2) des dritten Kapitels 
unterworfene Indices ertheilen, ohne Rücksicht auf die Winkel, welche 
diese Elemente unter einander einschliessen. Von den drei Winkeln zwi- 



*] Ueber diese »BasalformeU von Chr. S. Weiss, vergl. Naumann, Lehrb. der 
rein, und angew. Krystallogr. 4 880,2, 74, 4i5~4 26. Kupffer, Handb. der rechti. 
Krystallon. 4831, 387. Qnenstedt, Handb. Min. 1855,64. Gnindr. der bestim. und 
rechn. Krystallogr. 4873, 89, 844, 854. Klein, Einl. Krystallber. 4876, 2t5, 255, 276. 
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sehen drei Elementen eines Büschels sind nur je zwei von einander un- 
«ibhängig. 

Das Doppelverhältniss [hh'h"K") hat einen positiven VVerth, wenn die 
Elemente h" und h!" den Winkel (A A') beide innen oder beide aussen theilen ; 

einen negativen Werth, wenn das eine dieser beiden 
Elemente den Winkel [hK] innen, das andere aussen 
theilt. Es nimmt den Werth \ an, wenn K" mit h" 
zusammenfällt ; den Werth — 1 , w enn die Elemente 
A" und h'" den Winkel (AA'), das eine innen und das 
andere aussen , nach demselben Sinusverhältniss 
theilen (harmonische Theilung). Der W^erth des 
Doppelverhältnisses ist oo, wenn A"' mit A,- und 0, 
wenn K'^ mit A' zusammenfällt. In Fig. 49 sind die 
Werthe des Doppelverhältnisses [hh'K'K") fUr den 
Fall, dass h" den Winkel (AA') aussen theilt, ver- 
zeichnet. 

Da nach Formel [\) in § 4 jedes Doppelverhältniss sich sowohl durch 
die Indices seiner Elemente als auch durch die Winkel zwischen diesen 
Elementen darstellen lässt, so bieten sich zwei Aufgaben dar, deren Lösun- 
gen durch die Beziehungen (i) gegeben sind"^). Es möge der Kürze wegen 
die Betrachtung auf Flächenbüschel beschränkt werden. Dann ist nach (1): 

fl*^ fAA'Ä"A-l - {hh"),.[hh"')s _ sm{hh") _ s\n[hK") 

I. Sind die Indices von vier tautozonalen Flächen : 

h = h^hih^^ h' = h\h ^h ^ ^ h" = h'\ K\ h"^ , A"' = h"\ h"\ K'\ 

und zwei der sechs Winkel zwischen diesen Flächen bekannt, so sollen diei 
übrigen vier Winkel berechnet werden. Es seien z. B. die Winkel 

(AA') und (AA") 

gegeben; (AA'")soll berechnet werden. Der Werth des Doppelverhältnisse?- 
{ÄÄ' A"A'"), ausgedrückt durch die Indices der vier Flächen, ist bekannt ua ^ 
möge mit 91 bezeichnet werden. Nach (1*) ist : 

^ _ sin(AA") sin (A^A'") 

sin(A'A")*sin(AA'") 
oder, wenn: 

(A' A") = (A' A) + (A A") , (A' A'") = (A' A) + (A A'") 

gesetzt wird, 

^ _ cot(AA-0 -cot( AAO 

^ ^ cot(AA") — cot(AA')" 

Hierauf folgt : 

(3) cot (A A'") = (i — 21) cot (A A') + 81 cot [h h") 



*) Vgl. W. H. Miller, A treatise on crystallography 4838. 
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Ist nach dieser Formel (ft A"') berechnet, so sind damit auch die Übrigen 
Winkel zwischen den vier Flächen bekannt : 

[h'h") =r (h'h) + (ÄA"), (A'Ä"') = (A' A) + (AA'"), (A'^A'") = (A"A) + (A A'") 

Man bemerkt; dass die Formel (5) in § 5 des dritten Kapitels und die 
Formel (2) in § 1 dieses Kapitels specielle Fälle der vorstehenden Formel 
(3) sind. 

IL Wenn die Winkel zwischen vier tautozonalen Flächen und die In- 
dices dreier derselben : 

A = Aj A2 A3 , A = A'i A'2 A'3 , A" =^ h'\ A'2 A"3 

gegeben sind, so sollen die Indices der vierten Fläche A'" berechnet werden. 
Der Werth des Doppelverhältni^ses (AA'A"A'"), ausgedrückt durch die 
Sinusse der Winkel zwischen den vier Flächen, ist bekannt und möge mit 91 
bezeichnet werden. Nun ist nach (1*) für 5 = 1 : 



oder: 



^'l^"'z A'3A'''2 _. qr (A'A'')^ 

A2 A" 3 — A3 A'"2 (A A") ^ 



A"^2_ Sl(A^A")^A2 — (AA")^A^2 
A'"8 ä (A' A") ^ A3 — (A A") f A'3 

Analoge Atisdrücke erhält man für d sex 2 und ö ^^^: 

2l(A'A'%A3-(AA"),A'3 



jtt ca /L' L"^ 



• A"', ~ a (Ä' Ä") t Ä, — .{h h") f Ä'i 
r\ 'ä{ h'h"]fhi —(hh")fh\ 
h"\ "* a {h'h")fhi — [h h"]fh't 

Hieraus folgt, wenn man für a seinen Wertli : 

_ sin {h h") sin (h h'" ) 
~ sin (A'A") ■ sin (A'A"') 

einträgt und mit P einen Proportionalitälsfactor, mit: 

G = sin (A A") sin (A'A"') {h'h")i 

G' = sin (A'A") sin (A A'") (A A") ^ . 
bezeichnet : 

Ph"'i = GAi — G'A', 
(4) Ph"\ = GA2 — G'li'i 

Ph"\ = Gh3 — G'A'3 

''^''' £ ^ 4^ gj 3. Die Ausdrücke (4) besitzen, wie zu erwarten war, die 
Form von (6) in § 4 des dritten Kapitels. 

Die Losungen (3) und (4) der Aufgaben I und II bieten die Grundlage 
flr die Berechnung der Erystalle dar. W. H. M i II e r *) hat mit Recht her- 
^*)rgehoben, dass diese einfachen und nützlichen Formeln nicht leicht in 
einer krystallographischen Bezeichnungsweise, welche wesentlich von der 
d^rch Indices abweicht, ausgedrückt werden können und sich jedenfalls 

*] Crystallogr. Notices. Phil. Mag. London. My 4858. 
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allen Bezeichnungsweisen entziehen, welche [wie ü. a. die von Naumann] 
einfache Formen durch besondere Symbole darstellen, ohne im Stande zu 
sein ; die verschiedenen Flächen derselben von einander zu unter- 
scheiden*). 

Wir wollen die Anwendung der Formeln (3) und (4) durch die Berech- 
nung einer Zone des Anorthits er- 
läutern. Nach Des Cloizeaux'*'*) 
schliessen die in Fig. 20 durch Indices 
bezeichneten Flächen der Zone [4 42] 
folgende Winkel ein : 

(02^211) = 3104a' 
(2ir4T0) = 21 28 
(1T0*42T) = 19 22 
(42r20T) == 24 16 
(20r425) = 22 7 
(42rilT) = 15 40 
(iir02T) = 45 21 

180 — 
I. Gegeben seien die Indices der vier Flächen : 

h = {021}, A' = {2i1}, A" = {1 TO}, A'" = {42T} 

und die beiden Winkel : 

(AA')=310 46', (A'A")=210 28' 

Es soll der Winkel (AA'") berechnet werden. — Nach Formel (1*) ist 
für € = (J = 1 : 




Fig. 20. 



a = 



ho h 9 — hl h q A'o A 



fff 



2 '*2'* 3 



A'q A 



nr 



3'» 2 



— 2.0 + M 41 + 2.4 



A'2A"3 — A'3 A'2 A2 A'"3 — A3 A"'2 — 4.0 + M 2-1+2.1 
und nach (3) ist demnach : 

cot (A A'") = — i cot (AA') + I cot (AA") 

(AA") = (A A') + (A'A") = 530 14' 



3 
2 



Nun ist: 
also: 



cot (A A'") = — ^ cot 310 46' + | cot 53« 14' 
Man findet***): 



*) Nach dem Vorgange von Miller \^urden diese Formeln für die Zwecke der 
Krystallberechnung benutzt von J. Grailich, V. v. Lang, A. Schrauf, M. Websky 
a. A. Dagegen fanden sie keine Aufnahme in die Lehrbücher von Naumann, Quen- 
stedt, Schröder, Klein, u. A. 

♦♦) Manuel de minöralogie. Paris 1862, I, 295. — Dasselbe Beispiel wurde von 
M. Websky behandelt. Monatsber. Berlin. Akad. 17. Jan. 1876. 

***) und zwar sehr bequem mit Hülfe der »Sammlung mathematischer Tafeln. AI* 
neue und völlig umgearbeitete Auflage von Vega's grösseren logar.-trigonometr. Tafdo 
herausgegeben von J. A. Hülsse. Leipzig 1840«, welche in Tafel III die wirklichen Ltfn- 
gen der trigonometrischen Linien von Minute zu Minute für den Halbmesser 4 angiebt. 
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|C0t 530 U' » I • 0,7471886 » 4,4207829 
^cotSI 46 s i* 4, 6U9820 » 0,8074660 



coiihh"'} s 0,31834 69 

folglich (ÄÄ'") =72« 36' 12" 

wahrend nach Des Cloizeaux (ää'") = 72 36 ist. 

II. Gegeben seien die Indices der drei Flächen : 

Ä = (OH}, A' = {2ll}, Ä"={lTO} 

und die drei Winkel : 

(ÄÄ') = 310 46', (Ä'Ä") = 210 28', (A"*'") = 19© 22' 

Es sollen die Indices der Flache h"' berechnet werden. — Zunächst 
erhält man für die zur Berechnung der Grössen G und G' in (4) erforder- 
lichen Winkel: 

(AA") = 53044', (A'A'") = 400 50', (AA'") = 720 36' 

und für [h' h")f und {hh")^, wenn € = ^ gesetzt wird: 

j[A'A")i = A'2 A"3 — A'3 A"2 = — 4 . + 4 . 4 = 4 
(A A"ji = A2 A"3 — A3 A"2 = — 2 . + M = 4 

Deninach ist: 

G = sin 530 U' sin 400 50' = 0,523795 
G' = sin21 28 sin 72 36 =0,349214 

Denn es ist: 

log sin 530 44' = 9,9036757 — 40 log sin 240 jg' — 9,5634835 — 40 
log sin 40 50 = 9,8454854 — 40 log sin 72 36 « 9,9796578 — 40 

0,7494614— 4 0,5439943 — 4 

Daraus folgt nach (4): 

PA'"i = 0,523795 • — 0,349214 • 2 = — 0,698428 
Ph"'2 = - • 2 — - . J = 0,349266 
/>A"'3= - .T— - .1= 0,174581 

Nun ist mit hinreichender Genauigkeit : 

0,349266 = 2 . 0,174581 = 0,349162 
0,698428 = 4 . - = 0,698324 

Folglich sind die gesuchten Indices der Fläche A'", deren Verhältnisse allein 
in Betracht kommen : 

A"'iA'"2A'"3 = J21 = 42i. 

§3. 

Folgende specielle Fälle der Formeln (4) des vorigen Paragraphen 
erscheinen bemerkenswerth : 

(a) . . . Ist A'" eine der Flächen m^, m^, m^, d. i. eine der Flächen des 
Büschels [A, A', A"], welche parallel zu den Fundamentalkanten gehen (vgl. 
S. 34), so nimmt das Doppelverhältniss 81 einen der folgenden Werthe an: 
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{FFT/ÄT' (Äwy/A^' (W%'ä; 

worin 6 = ^,2 oder 3. 

(b) . . . Ist h eine der Flächen m^, m^, Tit^; so nimmt das Doppelverhält- 
niss 31 einen der folgenden Werthe an : 

h!\'{Kh")s'h"\[h'h")s' h''\'[h'h")s 
und die Formeln (4) gehen über in: 



/.M '• '2 \*"2 ^'2/ *'2 

\* I h»' ih" h' \ h' 



A'" 

r 

Ä'" 

Ä'" 



Ä"'3 W's A'j/ A'3 

Eine noch einfachere Beziehung bietet der nächste Fall dar. 
(cj . . . Geht man bei der Berechnung der2one [001] von den Flächen 
h = {100}, h' = {010}, h" = {410} aus, so ist in (4) zu setzen far e = 3 : 

(A'A")^ = h\ A'j — h\hl\ = • 1 — 1 • 1 = — 1 
(A A")3 = Ai A"2 — Aj A", = 1 • 1 — • 1 = 1 
und : 

p.h"\ = sin (AA") sin (A'A'") • T- 1 — sin (A'A") sin (AA'") • 1 • 

p.h"'i = sin (AA") sin (A'A'")- T- — sin (A'A") sin (AA'")- 1 • 1 
p.A"'3 = 0. 

Hieraus folgt: 

A"'i _ sin (A A") sin (A'A"') _ 

Ä"'2 ~ sin (A'A") sin (A A"') ~" 

In analoger Weise erhalt man in der Zone [010], wenn A = {001}, 
A' = (100}, A"={101}ist: 

int 

und in der Zone [100], wenn h = {010}, Ä' = {001}, Ä" = {011} ist: 



jff 



h"\ 



= 21. 



d. h. geht man bei der Berechnung der Zone einer Fundamentalkante von den 
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beiden Fundamentalebenen und derjenigen Fläche, deren von Null verschiedene 
Indices einander gleich sind, aus, so ist da^ Verhäitniss der beiden von Null 
verschiedenen Indices irgend einer vierten Fläche der Zone gleich dem Doppel- 
verhäitniss der drei zu Grunde liegenden Flächen und dieser vierten Fläche. 

Betraditet man die drei zu Grunde liegenden Flachen in veränderter 
Reihenfolge, so ändert sich damit natürlich der Werth des Doppelverhalt- 
nisses. Setzt man z. B* in der Zone [004]: 



so ist: 



A=={400}, A' = {440}, A"={040} 

^ = 4 — a 
h'% ^ 



§4. 

Miller*) hat einen Ausdruck für das Doppelverhältniss [hKh"h"*) 
angegeben, welcher nicht, wie der des § 4: 



(l) 






an dem Uel>elstande leidet , dass eines der 
beiden Verhältnisse der rechten Seite zu- 
weilen den unbestimmten Werth f annimmt. 
Gehören nämlich die Flächen h und h' be- 
ziehungsweise den Zonen : 

an (s. Fig. 81) und wird die Zone i] = [rji rj^rjs] 
der vier Flachen AA'*"*"' durch Ä"A"' be- 
stimmt gedacht, wonach : 

,;:,;j:,3 = (Ä"A"'),:(A"A"'),:(A"A"')3 
so ist : 

Ä,:Ä2:Ä3 = (?i?)i:(?iy)2:(?i?)3 

h\:h',:h';=[tr,),:(^r,)^:{^r,U 

Aus (4) erhält man für e = d = 4 : 

(A A' A" A'"] = ^^'3 — A3 A^2 . ^ ^"'z — ^ ^" '2 

h o A"a — A'o A"o A'o A'^Q — A'o A 




Fig. 21. 



worin nun zu setzen ist : 



3'* 2 



A2 = (l'?)2 = IslÄ'ni - li(A"A"')3 
h = (?'?)s = ll(Ä"Ä"')2 - &(A"A"'), 

A's = m^ = fi(A"Ä"')j - Cj(A"A"')i 



*) On the anharmonic ratio of radii normal to four faces of a crystal in one zone. 
Phil. Mag. London, Febr. 1857. 
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dass: 



Hieraus folgt mit Rücksicht auf die Identität : 



Aj K\ — A3 A"2 = (h"h!")i 
h\ A'3 — A3A2 =r(AA )| 

h\ h"\ — A'3 h"\ = (A' h'")x 



Ä^i +a;2C2+a;^C3) 

A'"l ?1 + A'"2 & + Ä'"3 ^3} 

[A'"t Ci + A'"2 C2 + A'"3 C3) 



Demnach ist' das Doppelverhttltniss (4) dargestellt durch dielndices der 
Flächen A"A'" und der Kanten ?C: 

IZJ (ft ft ft ft J _ ^„^ ^^ _|_ ^„^ ^^ _^ ^„^ ^_^ . ^,„^ ^^ _^ ^„,_^ ^^ _^ ^,„^ ^^ 

Da nun keine der Flächen A"A"' in einer der beiden Zonen ^^ Hegt, so 
kann keine der, in dem Ausdruck der rechten Seite auftretenden Verbin- 
dungen von Indices den Werth Null annehmen. 

Ferner hat W. H. Miller*) aus: 

_ sin (A h") sin [hT) 
* ~ sin (A'A") * sin (A A"') 

noch folgenden, zur logarithmischen Berechnung des Winkels (AA"') in Auf- 
gabe I, S. 40 bequemen Ausdruck abgeleitet. Setzt man : 

(A'A'") = (A'A) + (A A'") , (A'A") = (A'A) + (A A") 



so ist : 



a . 5l^i&HMl} =. tan 
sm (AA ) 

lau vy — _:_ ii.u"'\ 

Sin (An ] 



sin {hh"')+aia{{h'h)+{hh"')} _ 2 sin{{hh"')+ \{h 'h )) cos\{hh' ) 
1-htanö_ sm(AA"') ~ sin (AA'") 

^ _ sin (AA'")— 8in{(A'A)+(AA"')} _ 2cos{(AA"')+^(A'A)}sin^(AA') 

sin(AA'") ~ sin(AA"') 

folglich : 

tan (450 + Q) ^ j + ^° ^ ^° ^^''l4#^ 
^ ^ ' i — tan tan \{hh') 

und schliesslich : 

(6) tan {(A A'") — ^(AA')} = tan \{hh') • tan (45» + ©) 

§5. 

Da man zu drei Elementen eines Büschels stets ein viertes nach ge- 
gebenem Doppelverhältniss construiren kann, so lässt sich die Aufgabe I, 

*) a. a. 0. 
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S. iO auch dorcb Couatruction iMen. Dabei kommt der Sali lur Anwen- 
dong, dass sich jedea DoppelverbtÜtoist auf ein einEaches TertdltDiss ni- 
rflckfllhren läast. Sind nllmlich (s. Fig. 22] a, b, c und d vier Elemente 
eines Boscbels und tri0l ein mit d pa- 
ralleles Element dieselben in A, B, C 
and in unendlicher Ferne, so ist das 
Doppel verhaltniss : 



(abcd) = [ABCoo]: 



AC 
^ BC 




Es seien nun ai, oj, e, ;i die 
durch den Normalschnitt des Ebenen- 

büscheis h, k', h", h"' erzeugten Slrah- ^8- **■ 

len, welche sich im Punkt if schneiden 
(s. Fig. S3). In der Aufgabe I sind gegeben das DoppelverhaliDiss: 

(hh'k"h"'} = 21 = (ßi ajEn] 
und die Winkel : 

(AA')=[öi«2), {hh") = {a,i]; 
«5 soll der Winkel [atir] gefunden, 
d.h. der Strahl tc constniirt werden. 

Die rationale Zahl 9 sei = —, worin 

n 
n und n ganze Zahlen sind; zur Con- 
itruction der Fig. 23 ist »i = 3, n ^ 4 
angenommen. Man schneide das Strah- 
leabUscbel durch die Gerade a, mache 
ij£'= n, A'iE = m^ verbinde A\ 
mit j4| und f mit E und ziehe durch 
den Schnittpunkt M der Verbin- 
dungsgeraden eine Parallele zu aj , Fig. la. 
welche a in i* trifft; dann ist: 

(a,tt,8^) = [A'.A^eoo] = ^ = I = [A^A^E^ 

und die Verbindungslinie von M und P ist der gesuchte Strahl n. 

Man kann auch vljE" ^ m, A\Bf = n machen, A\ mit A^ und E' mit 
E verbinden und durch den Schnittpunkt Si" der Verbindungsgeraden eine 
Parallele zu a ziehen, welche a in P schneidet; dann ist: 

In §3 — 4 des zweiten Kapitels sind die Indices von Flachen und Kanten 
durch Doppelverhaltnisse, also als Functionen der Winkel, welche Flachen 
oder Kanten unter einander einschliessen, ohne ZuhUlfenahme von Axen- 
abschnitten definirt worden. Es soll jetzt gezeigt werden, wie mau sich 
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dieser Doppelverhältnisse bedient, um mit Hülfe des Lineals und eines be- 
liebigen Massstabes Flächen oder Kanten, deren Indices bekannt sind, zu 
coDStruiren. Der KOrze wegen beschränken wir uns auf die Gonstruction 
einer Fläche aus ihren Indices. 

Die Fundamentalflächen p^, p^, p^ und die Einheitsfläche e^ seien g»* 
geben. Sind die Indices A|, A2, h^ einer Fläche h bekannt, so sind auch die 
Indices der Flächen : 

(OÄ2A3}, {A1OÄ3}, {A1Ä2O), 

welche durch die Fundamentalkanten tt^, Jt^, 7t^ gehen und die Funda- 
mentalflächen p^^ p^, p^ in denselben Kanten oi^, cu^, u)^ schneiden^ wie die 
Fläche h, und demnach auch die Indices dieser Kanten als gegeben anzu- 
sehen. Nun wird die Lage der Kanten : 

cüi=[0A3A^], w2 = [AiOAi], c«>3=[A2A70] 

in den Ebenen p\ p^, p^ nach § 3, I des zweiten Kapitels bestimmt durch 
die Doppelverhältnisse : 

(tv^ 7t^ €* Cü3) = Ai : A2 

• 

deren Werthe bekannt und von denen je drei Elemente ihrer Lage nach 
gegeben sind. Demnach können die Kanten cu^, 0^^,01^ als vierte Elemente 
in den Ebenen p^, p\ p^ nach dem so eben beschriebenen Verfahren con- 
struirt werden. Die durch diese Kanten gelegte Ebene ist aber die gesuchte 
Fläche A. 



Fünftes Kapitel. 

§ 1. Transformation der Indices bei Veränderung der Einheitsfläche odeir 
Einheitskante. § 2. Identität zwischen den Gleichungen von vier Flächen^ 
oder Kanten. § 3 — 5. Transformation der Indices bei Veränderung der 
Fundamentalflächen. § 6. ünveränderlichkeit eines Doppelverhältnisses. 

§ 7. Beispiele. Historisches. 



In dem Beweise des Zusammenhanges zwischen dem Gesetz der Zonen 
und dem der rationalen Indices wurden den Indices der vier zu Grunde 
liegenden Flächen oder Kanten specielle Werthe ertheilt. Wir wollen in 
diesem Kapitel zeigen^ dass hierin keine Beschränkung der Gültigkeit jenes 
Zusammenhanges liegt. 
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Sollen die Verhältnisse der Indices einer Fläche oder Kante bestimmt 
sein, so müssen, wie wir gesehen haben, ausser den drei Fundamental- 
flächen und Fundamentalkanten auch die Einheitsfläche und die Einheits- 
kante gegeben sein. Ist die Einheitsfläche bekannt, so ist es auch die Ein- 
heitskante und umgekehrt, denn beide sollen durch das Fundamentaldrei- 
flach harmonisch getrennt sein. Wir fragen nun nach der Veränderung, 
welche die Indices einer beliebigen Fläche oder Kante erfahren, wenn eine 
neue Einheitsfläche oder -Kante eingeführt wird. 

Wird die Fläche g = {j'i ^2^3} ^^s neue Einheitsebene, folglich nach 

[1 i 11 
1 als neue Einheitskante ge- 

nommen, so verhalten sich nach der Definition der Indices in § 3 des zwei- 
ten Kapitels die Axenabschnitte OG^, OG2, OG3 der Fläche g : 

9i 91 93 
Bezeichnet man die neuen Indices einer Fläche ft = {Aj Aj A3} mit rirjrs, 

so verhalten sich die Axenabschnitte von h : 

^ ^ ^ h^ h2 hi 

_ 0^ OG2.OG3 

Hieraus folgt : r^ : ro : r« = — : — : — 

9i 92 9z 

d. h. der i^ neue Index r^ einer Fläche h ist der g^^ Theil des i*®^ alten In- 
dex h^ derselben. 

Ferner ergiebt sich leicht : 

Der i^^ neue Index einer Kante ist das g^ fache des i^^ alten Index der- 
selben. 

Wird die Kante y = [^1/2/3] ^Is neue Einheitskante, also die Fläche 

I — / als neue Einheitsfläche genommen, so verhalten sich nach der 

l{iy2yzf 

l^^finition der Indices in § 4 des zweiten Kapitels die Coordinaten OCt, 
0^2, OC3 der Kante y: 

OCi : C2 : OC3 = yi . OD^ : y^ • OD^ : y^ • ODs 
Bezeichnet man die neuen Indices einer Kante iy = \vi\'^i'^%\ ™it 
?iQ2?37 so verhalten sich die Coordinaten von »;: 

OÄi : OK2 : OÄ3 = 1^1 . OZ>t : i?2 • OD^ : 1^3 • OD^ 

= ^1 • OCi : ß2 • ÖC2 : ^3 • OC3 

Hierausfolgt: (^j: ^2 : ?3 = .t* ^ '^^ 

y\ 72 /3 

i- h. der i** neue Index q^ einer Kante tj ist der y^ Theil des f*®^ alten In- 
te Tfli derselben. 

Femer ergiebt sich leicht : 

liiebisch, Geometr. Erystallogr. 4 
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Der 1^ neue Index einer Fläche ist das y^fache des <***" alten Index der- 
selben. 

Mit Hülfe dieser Ergebnisse können folgende Aufgaben gelOst werden. 
Die Fundamentalflächen und -Kanten sollen festgehalten werden; die Ein- 
heitsfläche und die Einheitskante sind so zu verändern, dass eine gegebene 
Fläche h die Indices r^r^r^ erhält. Dann ist, wie aus dem Vorhergehenden 
folgt, zur Einheitsfläche eine Fläche g zu wählen, deren Indices : 

Äi ho hn 
Ifl Itl lf3 ^^ ^,^ ^^ 

sind, und zur Einheitskante die Gerade mit den Indices: 

i i \ 

9\' 92' 9z 
Soll eine gegebene Kante rj die Indices Qi q^ Qz erhalten, so ist zur Ein- 
heitskante eine Kante y mit den Indices : 

Pi Qi Qz 
und demnach zur Einheitsfläche die Fläche mit den Indices : 

\ \ \ 

yi>2>3 

zu wählen. Im ersteren Falle erhält eine beliebige Fläche h = [kxh^h^ die 
neuen Indices : 

^\ir ' '^2j~ ' *^zjr 

h ^2 ^3 
im letzteren Falle die Indices : 

'^l TT • '^2 T~ • '^3 T~ 
Ql ?2 ^3 

§2. 

Vier Flächen, von denen nicht je drei einer Kante parallel gehen, seien 
bezeichnet durch : 

9^ = {9\ 9^2 9^zh 9^ = {9^ 9h 9hh 9^ = {9h 9h 9h}i 9^ = {?*i 9h 9h}^ 
so dass nach § 5 91 des zweiten Kapitels die Gleichungen bestehen : 

9^ = 9\ Vi + 9h m + 9hVz = ^ 

9^ = 9\ Vi + 9hV2 + 9hVz = ^ 

9^ = 9hVi + 9hV2 + 9hVz = 

9^ = 9\Vi + 9hV2 + S'*3^3 = 
deren linke Seiten wir symbolisch mit g^, g*^, g^^ g^ bezeichnen wollen. 
Dann können immer vier Zahlen Q, C2, C3, C^ so bestimmt werden, dass 
sie die Gleichungen : 

Cigh + C^g\ + C^gh + C,g\ = 

Cigh + C^gh + C,gS + C,gS = 
Cigh + C^gh + C,g\ + C,gS = 
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identisch erfüllen; denn aus diesen Gleichungen können die YerhältDisse 
der Zahlen C^ C2 C3 C4 durch die gegebenen zwölf Indtces j^i • • • gS ausge- 
drückt werden. Mit dem Symbol | a^a^a^ | oder | aia2ai \ bezeichnen 
wir der Kürze wegen die Determinante : 



a\ a\ a\ | 

a^2^h^h öder 
aKa\a\ 



a\a^2^h 
a\ a\ a\ 

a^i a\ 0'\ 



deren Zeilen man erhält, indem man den im Symbol | a^a^a^ \ oder 
I ai a2 03 { auftretenden Charakteristiken a^a^a^ oder a^ a^ 03 der Reihe nach 
unten oder oben die Zeiger i, 2, 3 anhängt. In dieser Bezeichnungsweise 
lautet die Auflösung der vorigen Gleichungen : 

1 9''9^9' h - 1 fg'g' I = I g'd'g'' \\-\ g'g^g' I 

Multiplicirt man dieselben Gleichungen der Reihe nach mit rj^ ri^ri^^ so er- 
hält man durch Addition : 

d. i. die zwischen den Gleichungen der vier gegebenen Flächen bestehende 
Identität, welche von den Indices alier Kanten, die einer der vier Flächen 
parallel laufen, erfüllt wird. Dieselbe gestattet uns die Gleichung einer 
der vier Flächen g^* ^g^ mit Hülfe der Zahlen Cj • • C4 linear durch die Glei- 
chungen der drei anderen Flächen auszudrücken. Die geometrische Be- 
deutung der Zahlen C^ • • C4 soll in dem folgenden Paragraphen aufgesucht 
werden. 

In analoger Weise findet man die zwischen den Gleichungen von vier 
gegebenen Kanten bestehende Identität, welche von den Indices aller 
Flächen, die einer der vier Kanten parallel laufen, erfüllt wird. 

§3. 

Wir betrachten jetzt die Veränderungen , welche die Indices einer 
Fläche oder Kante erfahren, wenn neue Fundamentalflächen eingeführt 
werden. Die ursprünglichen Fundamentalflächen : 

pi = {100}, /)2 = (010), p3= {001} 
löit den Gleichungen : 

sollen der Reihe nach ersetzt werden durch die Flächen : 

n = {f\ fh fh) , n = { A A fh), p = { A Pi fh) 

mit den Gleichungen : 

P = riVi +A'/2 + A'?3 = o 

n = P,r],+fSr]2+nsVi = ^ 

/•3 = A.?, +A'?2 + A'?j = o 

oeren linke Seiten wir symbolisch mit /"'. p, p bezeichnen wollen. Es 






4srai üiJke Scüe fvwlMfec^ mA % beEdkisKt v«roe. bji Hütte tod drei 
Zikkk» «1 «%% fiBor jMjAfcfa m dsre^ dk> GkiAimc^m der B«iien Fanda- 

ppP. » <i fciB kei&e drei der vier TiäietH: ». •" - -;'* einer 



£e Caefücicim ^«b r . f « r . aal betdeii Seiten 



Iloreä Aofkisanf di««r GIeicliim«ii naeli «■ t^k^ ertiilt man 

••H = PP'' 



fiC Die GleidbaBgen 1 und ihre Anflftsnnge^ ^ sind TransfonnationS' 
Ifimefii. Ist ein Zahlensystem ifttisM? gesebra« so findet man aus [\ das 
zt^gdiK$rife Zahlensystem Ai^ib^: sind die Zahlen kik^k^ bekannt, so er- 
(uetit sieh ans f das entsprechende System m^ m^ m^. Daraus folgt die geo-- 
meirisehe Bedeotong der Zahlen •fiafsu^. wenn wir berüc^chtigen. das^ 
dem Werths\stem : 

naefa f folgende Zahlen entsprechen, die wir mit «^^d^j d^ bezeichnen wollen 



rf2 = rS + A-h/^2 



Es sind hiemach t<i Kj ^ die neuen Indices der Fläche h in Beziehun J 
Hill p, p. p als Fundamentalilächen und die Fläche d mit den alten Indicer 
<i\'lid>, als Einheitsfläche. Bei dieser Transformation erhält die alte Eio-- 
heitsfläche e neue Indices. die wir für den Augenblick mit C| c^ c^ bezeicb - 
nen wollen, und deren Werthe sich aus %\ für : 

Äi = Ä2 = A3 = I 

0Ct = \PP 
Oc^ = \pp\\ 
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Soll aber die alte Einheitsfläche e beibehalten werden , so dass die 
Transformation lediglich in der Einführung neuer Fundamentalflächen be- 
steht, so erhalten nach § 4 die neuen Indices der Fläche A, die wir mit 
5t ^ «3 bezeichnen wollen, folgende Werthe : 



^1 * ^2 * ^3 



oder: 

(3; 



^ tlj t^ tl3 

q cj* C3 






Nachdem diese Transformation ausgeführt ist, soll nun noch an Steile 
der Fläche e eine Fläche A*, deren ursprüngliche Indices ki k^ k^ sind, zur 
neuen Einheitsfläche gewählt werden. Dann hat man in (3) nach § 4 an 
die Stelle der Indices Ä^, f\, f\ f\ die A-^*^ Theile derselben zu setzen und 
erhält so die neuen Indices der Fläche A, welche wir mit t\t^t^ bezeichnen 
wollen : 



1 






Diese Transformationsformeln ertheilen einer Fläche h das Sjmbol [tx ^ ^} 
und insbesondere den Flächen P, P, p, k die Symbole {100}, {040), {001}, 
{14 4}. Wir wollen sie in Beziehung auf die Indices h^ h^ h^ ordnen und auf- 
lösen. Bezeichnet man die zweigliedrigen Unterdeterminanten von (Z> mit 
^^j, worin die Zeiger t und 6 = 4, 2, 3 sind, so bedeuten diese Zahlen 
offenbar die alten Indices der neuen Fundamentalkanten 9)^, 9)^, q>^^ welche 
die Durchschnittslinien der Flächen /^Z^^, pp^ pp sind; es bedeutet näm- 
lich q)^i den i"**" alten Index der €*•" neuen Fundamentalkante. Nun ist be- 
kanntlich : 









•-1 


<f>U- 


<Z> 








= 0, [i^k), 1/*,, 

•=1 


<2> 


0, [t 


Setzt 


man 


der Kürze wegen die Zahlen : 












kpp =Sk,cp\ 
«=1 


-A, 




(4: 








_Ä-2 





k). 



nnk =ski(f\=K, 



«=i 



so können die Transformationsformeln I, abgesehen von einem Proportio- 
nalitätsfactor, in folgender Weise nach den Indices Äj A2 ^3 geordnet wer- 
den : 
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1* K^h, = fp\K + 9^*2*2 + (phK 

und durch Auflösung dieser Gleichungen nach den Indices h^ h^ h^ erhält 
man die Umkehrung der Transforraationsformeln I : 

II Ai : ^2 : A3 = I Ktq)2 <jP3 h | <jPi ^«f <P3 1 • | ^P\ ^Pi ^t\ 

Ersetzt man hierin die zweigliedrigen Unterdeterminanten von \(p^fp'^(p^\ 
durch die Zahlen f^^ mit Hülfe der Relationen : 

(p\cp\ — cp\(pS = Of\, u. s. w. 

so resultirt, abgesehen von einem Proportionalitätsfactor : 

Diese Transformationsformeln ertheilen einer Fläche ^ = {^1^2^} d*^ 
Indices Ai A2A3 und insbesondere den Flächen {100}, {010}, {001} die Ivkdi-^ 
ces f\f^2fhj Pifhfhj fhfhPz' Setzt man fi = fcj = ^ = ^ , so erhält 
man, wie aus (4j hervorgeht, die neuen Indices k^k^k;^ der Fläche {111}. 

Da die Flächen f^^ P^ P^ k die Richtungen der Fundamentalkanteiü 
und die Verhältnisse ihrer Längeneinheiten bestimmen sollen, so dürfen 
sie, wie die Anschauung lehrt, nicht zu je dreien einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen ; oder analytisch ausgedrückt, so müssen die Werthe 
der Determinanten : 

0, Ä'i, Äi, K^ 

von Null verschieden sein. In diesem Falle sind aber nach einem bekanntes 
Satze die drei Gleichungen des ersten Grades P immer auflösbar, welche 
Werthe auch die Zahlen A1A2A3 annehmen mögen, und nur auflösbar durch 
die in II* angegebenen Werthe. 

Die geometrische Bedeutung der Coefficienten in den Gleichungen l* 
ergiebt sich, wenn die Werthe für die neuen Indices der alten Fundamen- 
talflächen: 

^1 = 100, /)2= 010, jo3 = 001 

aufgestellt werden. Man hat zu diesem Zwecke in l* für hy^h^h^ der Reihe 
nach 100, 010, 001 zu setzen und erhält dann für: 

p' die Indices 5^ ^ '4 



»2 - 



|3 - 



ÄTi Ä2 A3 

rp\ (p\ (p\ 

Ä| Ä2 A;} 

y^3 (p\ (p\ 

Äi A2 A3 



d. h. der K^ fache i^^ neue Index der 6*®" alten Fundamentalflache p^ ist gleich 
(p*f oder gleich dem €**" alten Index der t**®" neuen Fundamentalkante (pK 
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Die alte Einheitsfläche e erhält in dem neuen System die Indices : 

V\ + y^ + (ph ^\+Jp\+Jph 9h + Vh + (ph 
K\ Ä2 A3 

Mit Hülfe der Formeln I und tl kann man folgende allgemeinste Trans- 
formationsaufgabe lösen. Vier Flächen : 

von denen nicht je drei einer und derselben Geraden paraUel laufen, er- 
halten der Reihe nach die neuen Indices : 

9\9h9hi 9h9Sqh, qhqhqhj n^2^3 

es sollen die Indices mi 7^2^) welche die Fläche h = {^1^2 A3} bei dieser 
Transformation annimmt^ berechnet werden. 

Man bilde zuvörderst nach I die Transformationsgleichungen, welche 
den Flächen f^, f^, p^ k der Reihe nach die Indices : 

100, 040, 004, H4 

ertheilen; dabei nimmt die Fläche h die Indices ^1^^ an, welche nach I 
durch die gegebenen Indices f\" - -k^ und /ii A2 ^3 ausgedrückt werden : 

,.,.,_ \hnp\ . \nhp\ , \rnh\ 

h'^'H — ^^kppr \pkp\ ' \ppk\ 

Demnächst stelle man nach II die Transformationsgleichungen auf, 
welche den Flächen /*^, /^, P, k mit den Indices : 

100, 010, 001, 111 
(ler Reihe nach die Indices : 

q\qhqh^ q\q\qh^ q\qSqhy hhh 

^t'theilen. Bezeichnet man für den Augenblick die Determinanten : 

^lid die zweigliedrigen Unterdeterminanten von : 

"^H i//*,-, worin die Zeiger i und e = 1 , 2, 3 sind, so sind nach II die In- 
^^ces THi WI2 m^ der Fläche h : 

iwi:m2:m3 = \Lttp2tpz \ iltpi Ltxp^\: |i//iV^2-^^l 

Setzt man hierin für ^/^^ ^^^ obigen Werthe ein, so erhält man die 
S^suchten Transformationsgleichungen, welche die neuen Indices mim^m^ 
^^T Fläche h durch die gegebenen Zahlen Pi- - » A3 und q\' --r^ ausdrücken. 
^ ist dann, abgesehen von einem Proportionalitätsfactor : 
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in m^ 



m 



\rq^q^\hpp\ 
- kpp 
_ ',rq^q^:\hpp 

" \knn\ 



3 — 






kpp' 






q^rqi\f^hf* 

q^rq*[ php 

pkP' 
\t-ni \f\hp 



P kp \ 



9*1 4- 

qh + 



qh + 



,qiqiir\pph\ 

irnk. . 

.q^q^r\pph 
PPk\ 

\ q'q^r\pph 
PPk 



q'i 



q\ 



9*3 



Äj ^3 
Ä'2 Ä'3 


• 
• 


A3 h^ 
h\ h\ 


• 
• 


h\ h\ 



§5. 

Wir kehren jetzt noch einmal zu der durch die Formeln I und II dar- 
gestellten Transformation zurück und berechnen die Werthe, welche die 
Indices der, den Flächen h = {Äi A^^s} ^^^ *' = {A'i A'i^'s} gemeinsamen 
Kantenrichtung ij = [1^, 122^3] ^^ich der Transformation annehmen. Wir 
haben für die Indices der Kante iq nach (i), Seite 24, die Werthe: 

^1 • Vi ' % = 

Bezeichnet man die neuen Indices der Flächen h und h' mit tit^h UQ^I 
t\ ^2 ^'3 "J^d die neuen Indices der Kante ri mit Tj itj T3 so ist analog : 

IT, : 1:2:73 = 

Es sollen nun die Indices Ti t^ t^ durch die Indices der gegebenea 
Flächen pppk h und K ausgedrückt werden. Setzt man für die Zahlen 
/, ^ ^3 ihre in I* angegebenen Werthe, so geht Ti über in : 

K V>\ +h^(ph + ^3 Vh h V\ + Ä2 q>\ + h Vh 
h\ q}\ + A'2 q)S + h\ cp\ h\ q)\ + Ä'2 qp^j + h\ (p\ 



hh\. 


^3 ^1 


• 


<t h 


^2^3 


^3^1 


• 


t'i^i 



^1 



1 



Ä2 ^2 iS^3 A3 

Ordnet man die zweigliedrige Determinante der rechten Seite nach 
den Producten (p\(p^{j worin die Zeiger i und « = 1, 2, 3 sind, und er- 
setzt : 

^2^3 ^3^2 = ^1 > U* S. W. 

so erhält man für diese Determinante : 



.2r/,3 



Hierin kann man noch die zweigliedrigen Unterdeterminanten vo^ 
(p^ cp^ff^ I durch die p^ ausdrücken : 



,2. //)3„ rf)2^ rf^i 



(p\fp% 



fp%Ti = ^f\^ 



u. s. w. 



so dass I 

!i;9,2,^3| = ©(/^l^,^, + /^l^ 1^2 + A »73) 

In analoger Weise behandelt man t^ und r^. Da nur die Verhällnis^^ 
der Indices t^ ^273 in Betracht kommen, so ergiebt sich : 

Ti = Kl Kl [f\ i]i 4- /*^2 V2 + f\ %^ 
IV T2 = Ä2 Ä2 [f\ r^i H- /"^j >;2 4- A »?a ) 

^3 = A3 A3 [Pi rii 4- Pi t]2 + fh riz) 
Diese Transformationsgleichungen ertheilen einer Kante 1; das Symbcr* 
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[h ^2^3] ttnd insbesondere den Kanten 9)^, qp^^ ^s die Symbole [100], [040], 
1001]. 

Durch Auflösung der Gleichungen IV in Beziehung auf die Indices 
»/i»]2^3 erhält man, abgesehen von einem Proportionalitätsfactor : 

cp\ flp2 • ^3 



T2 + 


A3 A3 


T2 + 


A3 Ä''3 


c« -U-i 


9h 



IV Wo — -5^ T. -I- -5^ T, 4- -^^^ T, 

''^ - Ä, Ä, ^' + r^Äj ^=* + »' »' ^» 

'/3 "~* r- rr •'l 1^ IT V "'^ * rr rr -JJ 
Ai Aj A2 A2 A3 A3 

Diese Transformationsgleichungen ertheilen einer Kante t = [t^ ^2 T3] 
die Indices rji rj2ri^ und insbesondere den Kanten 100, 010, 001 die Indices 

(p\rp^2(ph, (p\(p\<phj (p\<pS(ph' 

Die geometrische Bedeutung der Goefficienten in den Gleichungen lY 

erhält man, wenn man die Werthe für die neuen Indices der alten Funda- 
meütalkanten : 

Tri =[100], 7r2=[010], 7r3=[001] 

aufsucht. Setzt man für iyii;2^3 in IV der Reihe nach 100, 010, 001, so er- 
hält man für die Kante : 

^^ Tt^ die Indices K^ K^ f\ K^ Äj f\ A3 A3 f\ 

:,i 7r2 . - K,K,fS K^K^fh K,K,fS 

\ 7t^ - - K,K,f\ K^K^fh K^K^fh 

^ d« h. der ?**® neue Index der e^^ alten Fundamentalkante tt^ ist das K^K^ fache 
_ i ^on p^ ^ dem e*®" alten Index der i^^ neuen Fundamentalfläche p, 

§6. 

( Da das Doppelverhältniss von vier Elementen eines Büschels durch die 

Kinkel zwischen diesen Elementen ausgedrückt werden kann, so ist offen- 
"^r^ dass der Werth desselben durch eine Transformation der Indices nicht 
Söändert werden kann. Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man 
^^ch auch noch auf dem folgenden Wege. Nach (6), S. 32, kann man die In- 
dices irgend eines Elementes in einem Büschel durch die Indices von zwei 
^^^deren Elementen desselben Büschels und einen Parameter q ausdrücken, 
^s seien nun ÄÄ'A"Ä"'Ä:/ Elemente desselben Büschels, qq'q"q"' die den 
Elementen hh'h"h"' in Beziehung auf Ä und / zukommenden Parameter, so 
^st also : 

hi = ki + Q li 

h\ = ki + q' k 

h'\ = k, + e"/, 

A-, = A-, + Q- /, 

^orin der Zeiger / = 1, 2, 3. Aus der am angegebenen Orte entwickel- 
^ti Bedeutung des Parameters geht hervor, dass bei einer Transformation 
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der Indices die Werthe von qq'q^'q" unverändert bleiben. Da nun das 
Doppelverhaltniss : 

(h h' h" h'"\ — -^^^"'^ ^'^"'^ — g ~g g' — g"' 

[hh]f nn ]ß Q —Q if — if 

ist, d. h. durch die Parameter qq' q'q'" ausgedrückt werden kann, so be- 
hält es ebenfalls seinen Werth. 

§7. 

1. Beispiel. — Wir übertragen die Symbole, welche den Flächen 
des Axinits von G. vom Rath*j ertheilt wurden, in diejenigen, welche 
A. Seh rauf**) angenommen hat. An Stelle der Flächen : 

5 = 100, 6 = 010, c = 001 

welche von vomRath zu Fundamentalflächen gewählt wurden, nimmt 
Seh rauf der Reihe nach die Flächen : 

y, bj P, 
welche bei vom Rath die S>'mbole: 

y=101, 6 = 010, P=501 

führen, zu neuen Fundamentalflächen. Die neuen Axeneinheiten bestimmt 
Seh rauf durch die Fläche u, welche bei vomRath das Symbol : 

t«= 110 
trägt. Demnach ist bei dieser Transformation : 

/•i=101, p = 0\0, /^ = 20l, ft=110 



= 



1 





§ 





4 





i 





1 



=1+2=3 



und aus I ergeben sich die S c h r a uf 'sehen Indices t^ t^t^ für vom Rath's 
Fläche h-=h^h^h^: 



U = 



h = 



^1 2 


h < 


Ä, 1 1 


1 2 


1 \ 


\ 


\ hl 2 


Ä2 


i A3 4 


1 1 2 


1 


1 1 



= Äi + 2Aj 



= h^ 



*) Pogg. Ann. 4866, 128, 20. 
**) Mineralogische Beobachtungen I. Sitzungsber. Wien. Akad. 1870, 62, 2. Abtb^ 
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1 hl 




1 ^2 


h-- 


1 A3 


1 1 




i i 




1 



= hl — hi 



Umgekehrt ist : 

3 /13 = ^1 — ^ 

Fr. H e s s e n b e r g *) hat ebenfalls die Flächen y, 6, P zu Fundamental- 
flächen und die Fläche u zur Einheitsfläche gewählt. Aber die Symbole der 
drei ersteren Flächen sind von ihm dahin abgeändert worden, dass : 

P=100, 6 = 010, y = 00\ 
Daraus folgt, dass vom Rath's Fläche h = hih<ih^ bei Hessenberg das 
Symbol ^3 ^ ^ trägt. 

2. Beispiel. — Es sollen die vier Flächen: 

f'=nif\f\, p^PxMh, p=f\fhf\, k = k,kik, 

von denen nicht je drei einer und derselben Geraden parallel laufen, der 
Reihe nach die neuen Indices : 

100, OiO, 001, rir2r3 
annehmen, so ergiebt sich als ein besonderer Fall von III fQr die neuen In- 
dices f»! »12% einer Fläche ^ = ^1/12^3: 

I hPP I 



^obei von einem Proportionalitätsfactor abgesehen wird. Man erhält diese 
Formeln auch aus (3) in § 3 durch die folgende Betrachtung. Werden die 
Flächen f^pp als neue Fundamentalflächen eingeführt, so erhalten die 
^^^chen h und k die neuen Indices : 



s^: Sx'. ^3 



_ \hpp\ , \f'hp\:\rph\ 

~ \\pp\;\p\p\'\pp\\ 

kpp\^pkp\^ppk\ 



xi'.xi'.x^ \\ppy\fi\py \pp\\ 

Soll nun die Fläche k nicht^ die Indices x^ x^ x^ , sondern die Indices 
h ^2^3 annehmen, so gehen dabei die neuen Indices der Fläche h nach der, 
^^ Schluss von § 1 angegebenen Formel über in : 



*] Mineralogische Notizen 1873. In Abhandl. Senckenberg. naturf. Ges. Frank- 
^^n a. M. Bd. VIII. 



60 



Fünftes Kapitel. 



und dies sind die Formeln Y. 



iwi : ^2 : ins = Si -1 : «2 -r : «3 t: 

*Cj X^ X'^ 




Fig. 24. 

Ä = mj /?i2 %, worin : 



TWi = 



7^2 = 



/W3 = 



Um ein bestimmtes Beispiel vor 
Augen zu haben transformiren wir 
die Symbole, welche die Flächen des 
Axinits nach Naumann*} erhalten, 
in die, welche ihnen durch G. vom 
Rath ertheilt wurden. Die Flächen 
s, 6, c, Z, welche bei Naumann die 
Symbole : 

201, 051, T31, 100 
führen, werden von G. vom Rath 
mit den Indices : 

100, 010, 001, 531 

bezeichnet. Demnach ist : 

/•i = 201,/^ = 021,/^ = T31, 
k =100, r =SS1 

und die Nauman nasche Fläche 
h = hxh*ih^ lautet bei G. vom Ratb 



A, T 


A2 2 3 


A3 \ \ 


\ T 


2 3 


\ 1 


2 A, T 


Ä, 3 


< A3 1 


2 1 T 


3 


\ \ 


2 Aj 


2 Ä2 


\ h% 


2 \ 


2 


1 1 



.§ = — 5/?i — Ao — 2Ä. 



• 5 = — 3 Äj — 3 A2 + 6 ^3 



1 =Äi — /?2 — 2Äj 



Demgemäss erhält man für die Flächen der in Fig. 24 nach der Nau - 



'^) Mineralogie. i828. 435. 
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mann 'sehen Aufstellung gezeichneten Combination des Axinits folgende 
Symbole : 



Naumann 


G. vom Rath 


/— -100 


= 531 


M— HO 


— TTO 


p— <T0 


— 201 


x—\H 


= ioT 


r = tH 


— HO 


s — 204 


— 100 



Da sich die Transformationsgleichungen V nur durch die Factoren 
Vi r<i r^ der rechten Seiten von den Transformationsgieichungen I , deren 
Umkehrungen unter II aufgeführt wurden , unterscheiden , so können wir 
sofort die Umkehrungen von Y hinschreiben : 

ri r^ Tß 



WH + — — ^2 + -— 

In dem vorliegenden Beispiele ist : 



VI . . . n2 — — -— mj H — fW2 H — - ms 

'^l ^2 ^3 

Äi/'io JSToA K'ifh 



folglich : 






Pkp 



= — 5 
= 3 



Ö-2 .3.0 . ^ , 
Äi = 2I5 ^1 + 1^3 /W2 + 2 • 1 /W3 

50 3.2 

/?2 = -—^ mj + — ^ 1W2 + 2 • 3 1W3 

§-^ .31 . ^ . 

A3 = — ^ iwi + — ^ ^2 + 2 • 1 m3 



oder: 



Äj = 2 m, — 2 W3 
Aj = 21W2 + 6fW3 
A3 = mi — /W2 + 2 mg 

3. Beispiel. — Die Flächen m, p, x, r des Axinits führen bei Nan- 
nte an n die Symbole: 

110, ITO, 111, 1T1 

dagegen bei G. vom Rath die Symbole: 

TTO, 201, 40T, T10 

Es sollen die Transformationsformeln ermittelt werden , welche an- 
sehen, wie das Symbol einer Fläche Ä, die nach Naumann die Indices 
'H^Aj trägt, in der von G. vomRath gewählten Aufstellung lautet. Hier- 
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kommen die allgemeinen Transfonnationsgleichungen III znr AnweD- 
dong. Es ist zu setzen : 

/n = Ho. ^= ao. /^= in. A = iTi 

qi = TTO. q^ = 201. ^ = lOT, r = TlO 

Dann wird: 

T ?4 TU T5T 

rgJ^» = I 00 =6. 9ir9»'= TtO =2. 9»9*rj = T 4 =2 
f T 00 r 4 

III III I I r 

kpp^ = T ?4 =2. l/^t/» = I T I =2. ftf^k = I ?T =2 
10 1 1 

^ I I 
A/^/^ = Ä^TI = — Ä, — Ä5 + 2Ä3 



/■lÄ/' = I Äj 4 = — Ät + Ä^ 



Ai 1 1 
A,00 


1 A, 1 


1 hi 4 


OA, 1 


1 1 Ai 
1 TA, 


OOA, 



fiph = I TÄj = — 2^3 
A3 

Denmach ergiebt sich aus III : 

fWi = 3 — Ät — Äj + 2Ä3 + 2 —h^—h^ — 8Ä3 
iwi = 3 ' — h^ — Äj -i- 2A3 

III3 = Äj Äj — 2Ä3 

oder: 

iWi = — 5A| — h^ — 2 A3 
m^ = — 3 Ä^ — 3 Äj -f- 6 A3 
1W3 = Äj — Ä5 — 2 A3 

Wir erhalten also dieselben Transformationsfonneln wie im 2. Beispiel. 

Dass u^end drei, nicht in einer Ebene liegende KanteorichtQngen eines Kn'stalls 
als Axenrichtongen gew&hlt werden können, ohne dass das Gesetz der rationalen Indices 
aafhört zu bestehen, wurde zuerst von A.T. Knpffer bewiesen. Ceber die Krystallform 
des Kupferritriols nebst Bemerkungen über das ein- und eingliedrige SA'stem. Pogg- 
Ann. 4S26, 8, 61, 215. Handb. d. rechn. Kr\^talIon. Petersb. 4S34. 497.) Sp&ter^urde 
die Lehre Ton der Transformation der Indices behandelt von W. H. Miller (Treatise 
on cr^'Stallography. 4839. On the anharm. ratio of radii normal to foor üaces of a crvs^i 
in ooe zone: and on the change of the axes in a cr\'stal. Phil. Mag. London. Febr. 4837;, 
C Fr. Naumann Elem. der theoret. Kry^t. Leipzig. 1856. §43 — 45, 79 — 81,432-' 
453, 47S — 180, 205— SOS, 227 , Q. Sella 'Sülle forme cristalline del boro adamantino. 
See. mem. Mem. Acc. d. sc. di Torino. Cl. Fis. e Mat. 4857. ser. IL 17. Nota (A : ^°^ 
eangiamento di assi in un sistema cristaliino^, E. Weiss Ceb. d. krj'Stallogr. Ent^'i^l^' 
d. Qnarzsystems. Abb. naturf. Ges. Halle 4860;. V. von Lang Lehrb. der Kryst. ^i^^ 
4S66. { 41 — 43 , Quenstedt Grundr. d. bestim. und rechn. Kryst. Tübingen 487S. 
377 f. , Th. L. Zeitschr. f. Kryst. 4879, 1, 452—154.' 
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Eine Darstellung mit Hülfe der Linearprojection auf dem zuerst von Quenstedt 
eingeschlagenen Wege gab M. Websky (l'eber die Ableitung des krystallogr. Transfor- 
mations-Symbols. Monatsber. Berlin. Akad. 1881. 15i — 169). 

Eine voUstttndige Durchführung der Losung bis zur Aufstellung der allgemeinen 
Transformationsgleichungen III, S. 56, ist jedoch bisher, so viel ich weiss, nicht ver- 
öffentlicht worden. 
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[Winkels und eines Kantenwinkels. § 8. Der Sinns and die Tangente eines 
;Winkels. § 9. Znsammenhang der Indices einer Fläche mit den Indices 
I ihrer Normale. § 10. Einfallswinkel einer Kante in Bezug auf eine Fläche. 
\\ 11. Die Aieneinheiten in einem transformirten System. § 12 — 13. Senk- 
recht anf einander stehende Flächen nnd Kanten. 



- -» - 



T-T 



Zwischen den geometrischen Constanten eines Krjstalles, den Indices 
reier Flächen desselben und dem von diesen FlSicben eingeschlossenen 
Kinkel besteht eine Relation, welche uns gestattet den Flächenwinkel 

^ch jene Constanten und die Indices auszudrücken. Der Ableitung die- 
» Eelation lassen wir in § 1 — 5 eine vorbereitende Untersuchung vor- 
isgehen. 
Bedeuten tv^tv^ tv^ drei, nicht einer und derselben Ebene parallel gehende 

5wde, so bezeichnet von Stand t*) die Determinante: 

1 cos [tV^ 7t^) cos (tT^ 7t^) 

cos (tt^tt^) 1 cos (tt^tt^) 

cos (tt^tt^) cos (tt^tt^) 4 

'«Iche den Werth : 

IW 1 C0S2 (Tt^Tt^) C0S2 (tI^ 7t^) COS^ (tT^ TT^J 

4- 2 COS [Tt^Tt^) cos {tV^TT^) cos (Tt^Tt^) 



I Ceber die Inhalte der Polyeder und Polygone. In : Crelle's Journ. f. rein. u. an- 
l^'^fethem. 48(a. 24, 253. 



«4 



iMt. ab das Quadrat des Sinus der tob jenen Geraden gebildeten Ecke 



• 4 !• 



Die posithreii RidifoD^fli der drei, toh etnefn und demselben Punkte 
;kfi9geiienden Geraden .t* .-r^.T^ sei« willkOriicfa. aber fest bestimmt. Yod 
den durch diese Geraden gebildeten Winkeln sollen diejenigen als die posi- 
tiTen gelten, welche durch eine Drehung der positiven Richtungen der Ge- 
raden in der cyclischen Aufeinanderfolge .T^.T-/r' beschrieben werden, also 
die Winkel : 



,t^:t^ 



.T»-T^ 



.T^/ri 



IHejenige Ecke .T^rr^.T^. welche for einen mit den Füssen in O stehen- 
den Betrachter, dem bei die- 
ser Bewegung die positiven 
Richtungen der Geraden auf- 
wärts gerichtet erseheinen, 
zur Linken bleibt, heisse die 
positive. Wir legen um den 
Scheitelpunkt O derEcke eine 
Kugel und bexeiehnen die 
Durchstosspunkte der Gera- 
den .T^n^^.T^ mit der Kugel- 
Oberfläche durch dieselbeo 
Buchstaben s. Fig. 25 . Die 
von den Flächen der Ecke 
gebildeten, an den Geraden 
--r'.T--T* gelesenen Aussen- 
Winkel, welche nach der in 
S. 5 gegebenen Definition 
die Flachenwinkel der Ecke, 
also die Winkel des sphäri- 
schen Dreiecks jt* Tt^n^ sind, 
bezeichnen wir mit : 

Die Normalen der Flächen tc^tz^j ti^tz^, rr*rr^ seien beziehungsweise 
P^i P^i P^i dann ist p^p^p^ die Polarecke von ^r* tt^ht^ und es finden di® 
Beziehungen statt : 

Bezeichnet man die Flächenwinkel der Ecke p^p^p^ mit 

[P^ij iP^'n \P^) 
so ist analog : * 

Diese Beziehungen finden nicht statt und die im Folgenden abzuleitetf 
den Formeln verlieren ihre Symmetrie, wenn man an Stel^e der Aussen^ 




Fig. 25. 
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Winkel die entsprecheaden Innenwinkel der beiden in Rede stehenden 
Ecken, welche die Nebenwinkel jener sind, einführt. 

Mit Benutzung der Additionsformeln der trigonometrischen Functionen 
lässt sich die Determinante (1) in das Product: 

(2) sin^ (tt^ tc^tc^) = 4 sin« sin [s — [n^n^)} sin {s — [ti^ ti^)] sin [s — (n^Tt^)) 

überfahren, worin: 

25 = [Tt^Tt^] + [TC^n^] + (tt* 7r2) 

gesetzt ist. Mit Hülfe dieses Ausdruckes wird s\n^(7t^7t^7t^) am einfachsten 
berechnet. Aus (2) folgt, dass der Werth von sin^ [Tt^n^Tt^) zwischen und 
1 liegt. Der untere Grenzwerth tritt ein, wenn die drei Geraden Tt^Tt^Ti^ 
einer und derselben Ebene parallel gehen, denn alsdann ist : 

(tt^^s) 4- [Tt^n^] 4- [Tt^Tt^) = 

Der obere Grenzwerth wird erreicht, wenn die drei Geraden senkrecht 
auf einander stehen. In (2) kann für drei, zwischen und tt liegende 
Winkel (tt^tt^), [Tt^Tt^] und [n^n'^) nur immer einer der vier Sinusfactoren 
der rechten Seite negativ sein. Soll nun das Product derselben positiv sein, 
80 muss es auch jeder Factor sein, d. h. die Summe je zweier der drei 
Winkel muss grösser als der dritte Winkel und die Summe aller drei Win- 
kel kleiner als vier rechte Winkel sein ; oder mit anderen Worten die drei 
Geraden Tt^Tt^Ti^ müssen eine körperliche Ecke bilden. 

Unter Benutzung der abgekürzten Bezeichnung : 

cos (tt^tt^*) = c^ = c^,- 
worin die Zeiger i und fc = 1 , 2, 3 sind, können wir schreiben : 

^11 ^2 ^13 

' ^1 ^32 ^33 

Es ist daher zweckmässig für sin^ (Tr^Tt^Tr^) eine neue Bezeichnung 
einzuführen, welche gestattet die zweigliedrigen Unterdeterminanten der 
vorstehenden Determinante übersichtlich aufzuzählen. Wir bezeichnen : 

und die Unterdeterminanten : 

sin2 (tv^tv'^) = ^ji, sin2 [rc^Tt^] = ^22» sin^ (tt* tt-; = J^^ 

cos [Tt^Tt^] cos [U^ 7t^) cos \7l^7t^) = ^23 = ^32 

13) cos [71^71"^] COS [n'^Tt'^) — cos [ti^ti^ = ^31 = z/i3 

cos [Tt'^Tt^] cos [TC^Tt^) COS [tV^TV'^ = z/12 = -^21 

SO dass der Werth von J als Summe : 



(4 



1=1 



= 2C' J' 
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geschrieben werden kann. Bekanntlich finden zwischen den Zahlen c^^ 
J^^ noch die Beziehungen statt : 

(4*) ic«^..t = 

worin die Zeiger e und ä: = 1 , 2 oder 3 und e ^ k. Bezeichnet man 
aus den Zahlen J^^ gebildete Determinante : 



^11^12^13 
^21 -^22 ^n 
^Z\ -^32 -^33 



= 6 



und ihre zweigliedrigen Unterdeterminanten mit i^^^ so bestehen die 
lationen : 

(5) d^j, = J . Ci^ 
also insbesondere : 

<Jll = ^^22 = ^33 = -^ 

Nach dem Fundamentalsatz der sphärischen Trigonometrie ist : 

^23 = ^z2 = sin [it^ 7t^] sin (tt* tt^) cos (tt^) 

(6) z/31 = ^13 = sin (tc^tc^) sin (tt^tt^) cos (tt^) 

^j2 = -^21 = sin [tv'^tc^) sin (tt^tt^) cos (tt^) 

und demnach : 

^23 ^23 = ^32 ^32 = ^22 ^33 ^OS^ (tT^) 
^31^31 = ^13^13 = ^33-^11 Cps2(7r2) 
Jl2 ^Xl = ^21 ^21 = ^W ^Tl C0S2 (tT^) 

oder: 

^22^33 Sin2 (tT^) = z/22 -^33 ^23-^23 = <Jll = ^ 

(7) z/33 z/u sin2 (7r2) = z/33 ^11 — ^31 ^31 = ^22 = -^ 
z/11 z/22 sin2 (tt^) = z/11 ^22 — ^12^12 = ^33 = ^ 

Trägt man in (7) für z/n, z/22j -^33 ihre in (3) angegebenen Wei 
ein, so ergiebt sich : 

sin [Tt^it^] sin [tv^tc^) sin (tt^) = V^J 

(8) sin (/r^Tr^) sin [tv^tv^) sin (tt^) == j/z/ 

sin {tv^tv^) sin [tv^tv^) sin (/r^) = V^ 

Hierin ist Yj = sin (Tr^/r^Tr^) positiv zu nehmen, wenn die Wir 
(tt^tt^), (tt^tt^), [Tt^Tt^] und (tt^), (tt^), (tt^) in dem positiven Sinne 
schrieben werden. Die Formeln (8) lassen erkennen, dass : 

sin [it^ tA tt^) = sin (tt^ tc^ tv^) = sin (/r^ 7t^ tv^) 
= — sin (Tt^Tt^Tt^) = — sin [Tt^Tt^Tt^) = — sin [jt^Tt'^Tt^] 

ist, d. h. dass der Sinus einer Ecke das entgegengesetzte Vorzeichen 
hält, wenn die Ecke ihr Zeichen ändert. Aus (6) und (8) folgt : 
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(9) 



tan (ttI) = — = — 
tan(7r2)=— = — 

tan [7t^) = —7- = -7— 
^12 ^21 



Mit Hülfe von (6) wird bekanntlich der ftlr zwei Paare von Geraden 
oder Ebenen 4, 2, 3, 4 geltende; von C. Fr. Gauss*) gefundene Satz ab- 
geleitet : 



(10) 



cos (43) cos (2^3) 
cos (1^4) cos(2'4) 



= sin (1*2) sin(3'4) cos(12'34) 




Fig. 26. 

Wendet man diesen Satz, der auch für ein sphärisches Viereck (siehe 
Rg. 26) gilt, auf je zwei Paare von Geraden (siehe Fig. 25^ S. 64): 

^3^1p3pl 
Tt^Tt'^P^P^ 

^^) so erhält man folgende Beziehungen : 

cos (7r2|?2j cos [tv^p^) = sin [p^) sin (tt^) cos [p^Tt^) 

(^1) cos (7r3p3) cos [Tt^p^] = siu (p^j siu (tt^) cos [p^Tt'^) 

cos [tv^p^] cos (7r2p2J = sin (p^) sin (tt^) cos (jo^tt^) 

3US denen hervorgeht, dass: 

sin (p2) sin (tt^) sin [p^] sin (tt^) = cos^ (piyr*) 

(^2) sin (p3) sin (tt^) sin {p^) sin (tt^) = cos^ [p'^Tt^) 

sin (p^) sin (tt^) sin (p^) sin (tt^) = cos^ [p^Tt^] 



*) Discpiisitiones generales circa superficies curvas. 1828. Werke 4, 220, 221. — 
^8l. R. Baltzer. Elem, d. Math. 3. Aufl. 1870, 2, 339. Determ. 8. Aufl. 1870, 205. 
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sin2 [p^p^p^) = 



Nun folgt aus (8), da nach S. 64 [Tt^Tt^) = [p^) u. s. w. ist : 

(13) sin (tt^) : sin (tt^) : sin (tt^) = sin [p^) : sin [p'^) : sin [p^) 
Demnach gehen die Relationen (12j über in : 

sin (p2) sin (tt^) = sin (p^) sin (tt^) = cos [p^Tt^] 

(14) sin [p^] sin (tt^) = sin (p^) sin (/r^j = cos [p^TV^) 

sin (p*) sin (tt^) = sin (i^^j sin (tt^) = cos (/j^tt^) 

Man kann jetzt an die Stelle der Gleichungen (8) auch die folgenden 
setzen : 

sin [jt^Tt^) cos [tc^p^) = VJ 

(15) sin [tz^tv^) cos [^"^p^) == V^ 

sin [Tt^Tt^] cos [tv^p^] = VJ 

Dieselben Ausführungen, zu denen J Anlass giebt, können auch mit 
dem Quadrat des Sinus der Polarecke von [tv^ tv"^ tv^) : 

\ cos [p^p'^) cos (p^p^) 
cos {p^p^) 1 cos [p^p^] 

cos ip^p^) cos (p^p*^) 1 

welches mit V bezeichnet werden möge, angestellt werden. Die den Re- 
lationen (15) entsprechenden Ausdrücke : 

sin {p^p^) cos (p* 7t^) = Vv 

(16) sin (p3pi) cos (p2 7r2) = l/v 

sin (p^p2) cos [p^TC^] = Vv 

ergeben mit {\ 5) verglichen : 

VV : 1/^ = sin (Tiri) : sin (pi) 

(17) = sin (tt^) : sin (p2) • 

= sin (tt^) : sin (p*^) 
oder : 

y^ sin (pi) sin (sr^j sin (tt^) 

y^ sin (tt^) sin (p^) sin (p^) 

Mit Rücksicht auf (8) folgt hieraus : 

V'V y^ sin [tv^) sin (tt^) sin (sr^) 

yj sin (p*) sin (p2) sin (p^) y v 

und ferner mit Benutzung von [i 4) : 

VJ • yv = sin [fC^Tt^Tt^) sin (p^p^pS) = cos [jt^p^) cos (7r2p2) cos (^r^p^) 
= sin (tt^) sin (tt^) sin (tt^J sin (p^) sin (p2) sin (p^) 

Da jeder der Winkel (^rip^), (7r2p2)j (yr^pS) kleiner als 90» ist, so bat 
das Product sin (fC^Tt^Tt^) sin (p^p^pS) stets einen positiven Werth, d. h. 
die Ecken Tt^TV^Tt^ und p^p2p3 haben einerlei Sinn. 
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§2. 
Fünf Flächen; von denen nicht je drei einer und derselben Geraden 
parallel gehen, seien bezeichnet mit 1, 2, 3^ 4, ^, die Durchschnittslinien 
von 2, 3, 4, 5 auf 4 seien (s. Fig. 27): 

[1,2]=I, [1,3]= II, [1,4] = 111, [1,5]= IV 

Bedeutet sin (124) den Sinus der von den Flächen 1, 2, 4 gebildeten 




Fig. 27. 

Me, u. s. w., so wird unter dem Doppelverhältnisse der dreiflächigen 
Ecken, welche 1 mit 2, 3, 4, 5 bildet, folgender Ausdruck verstanden: 

sin (124). sin (125) 



1.(2345) 
Nun ist nach (8) auf S. 66 : 



sin (134) sin (135) 



folglich : 



sin (124) = sin (41) sin (12) sin (III I) 
sin (134) = sin (41) sin (13) sin (III II) 
sin (125) = sin (51) sin (12) sin (IV I) 
sin (135) = sin (51) sin (13) sin (IV 11) 

, . (2345) = 511M- : ejjM^ = (I II III IV) 
^ ' sin (III II) sm (IV II) ^ 



Da das Doppelverhältniss (I II III IV) eine rationale Zahl ist, so'ergiebt 
sich der von C. Fr. Gauss*) entdeckte Satz: 

Die Doppelverhältnisse der dreiflächigen Ecken, 
Welche eine von fünf Flächen mit den vier übrigen bildet, 
sind rationale Zahlen. 

Ein analoger Satz gilt für fünf Kanten. 



*) Werken, S. 308. 
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§3. 

Versteht man unter den Winkeln eines sphärischen Dreiecks die Aus- 
senwinkel desselben, wie es nach der auf Seite 5 gegebenen Definition eines 
Plächenwinkels erforderlich ist, so nehmen die zur^erechnung eines sphä- 
rischen Dreiecks dienenden Formeln folgende Gestalt an*). 

Es seien (pl), ip^), (p^) die Winkel und (tt*), (tt*), (tt^) die Seiten 
eines sphärischen Dreiecks [s. Fig. 28), so bestehen die fundamentalen Be- 
ziehungen : 

cos [p^] = cos (;)2j cos [p^] — sin {p^) sin [p^] cos (tt^) 

(1) cos ip'^) = cos [p^i cos {p^) — sin [p^j sin {p^) cos (tt^) 
cos [p^) = cos (p^) cos [p^] — sin (p^) sin (p2) cos [7t'^) 

cos {tc^) = cos (tt^) cos [tv^] — sin [tc^) sin (tc^) cos (p^) 

(2) cos (/r^j = cos [tv^] cos (sr^j — sin [tc^] sin [tv^] cos (p^) 
cos (tt^) = cos (tt^) cos [tc^] — sin (tc^) sin (/r^) cos (p^) 

(3) sin [p^) : sin (p2) ; sin {p^) = sin (tt*) : sin (tt^) : sin (tt^) 

Wird dabei vorausgesetzt, dass die 
Winkel und die Seiten positiv und < 1 80^ 
sind, so sind alle Sinusse positiv. Ist 

sin (tt*) ^ sin (tt^) oder, was dasselbe 
ist , sin [p^) ^ sin (p^) , so ist die Seite 
[tv^) mit dem Innenwinkel 180® — [p^ 
gleichartig, d. h. wenn (/r^) ein spitzer 
Winkel ist, so ist auch 180« — [p^] ein 
spitzer u. s. w. Durch die Seiten (7r^)(;r^ 
und den Winkel [p^ ist dann auch der 
Winkel (p^) genau bestimmt; ebenso 
durch (p^j (p2) und (/r^) die Seite (tt^). Ist 
28. dagegen sin {7t^)<lsin(7t^) oder sin (p^)<C 

sin (p2) , so wird, wenn das Dreieck über- 
haupt möglich bleibt, im ersten Falle der 
Winkel (p2)^ im zweiten die Seite [tv^) zweideutig. 
Aus den Formeln (1 ) und (2) leitet man ab : 

sinp — (tt^) 




Fi«» 



V2/ smö — 



(4) 



tan2 i^\ = ''"<^ 
\ 2 / sin |3 — (tt 

\ 2 / si] 



(7r2) sinp — (/r^) 
sinp — [tv^) 



3) sin p — (ttI) 
sin p — ■ (tt^) 



worin 



ist, und 



sinp — \7t^) sinp — (tt^) 

2 p = (Tri) -f (7r2) + (7r3) 



♦) Vgl. H. Grassmann. Lehrbuch der Trigonometrie. Berlin 1865, S. 400f. 
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sinp sinp — [p^) 



(?) 



sin/) — (/)2) sinp — {p^) 

(5) tan»(a = _J!M_^|B£zzM 

^ ' \ 2 / sinp — (p^) smp — (p^) 

ian^l—] = sinp sinp — (p«) 
\ 2 / sinp — (p^) sinp — (p^) 
worin : 

2p = (pi) 4- (p2) 4- (P«) 

Aus (3j folgen die Gleichungen : 

I {sin (pi) — sin (p2)} sin (tt^) = {sin (tv^) — sin [tc^)] sin (p^) 

II {sin (pi) 4- sin (p2)} sin (tt») = {sin (ttI) + sin [n;'^)) sin (p3) 

und aus (4) und (2) ergiebt sich: 

III {cos (pi) + cos (p2)} sin (tt») = — {cos (p3) + 1} sin ((ttI) 4- (jt^)) 

IV {cos (ttI) 4- cos (7r2)} sin (p») = — {cos (tt^) 4- 1} sin ((pi) 4- (p2)) 

Führt man in die Gleichungen I— IV die halben Winkel und Seiten ein, 
so gehen dieselben über in : 

(6) %% = P2^3 

— ^3^4 = ^2^4 

v^obei die Bezeichnungen : 

sinMrJ^S sin M= % sinM^sinM= P. 

cosM=MsinM = % cosM:=lMsinM=P, 

cos '^ ^ g '^ - cos i-g^ = ^4 COS ' ^ g ^ ' cos ^ = P4 

benutzt sind. Aus (6) folgt: 

Demnach ist entweder : 

^^ = p^ oder : ^4 = — P4 

(7) $, = Pi ^5=-Pi 

^ = — P3 ^2 == i's 

%= — J>2 ^3 = ^ 

Sind die Winkel und die Seiten < 480«, so gilt das zweite System 
dieser Gleichungen, welche nach ihrem Entdecker die Gauss'schen ge- 
nannt werden : 
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(8) 



sin iPh^irlL sin (^ = 
cos ^^ g '^ ^ sin ^ = 

Sm ^^ ^ ' vr y ^g \i _. 

cos ^^ ^ g cos ^ = 



. rri) — (.T-2- . 'p3) 
sin — ^-^-i — sin -^ 



sin -^ ^ ' cos 



cos 



2 2 



sin 



■/ri; + f/r«; (»3) 
— cos ' cos -^ 



oder 



Aus denselben ergeben sich die sogenannten Neper'schen Analogien: 

?i _ _ 5l f}^-_b 

^2~ P^' %~ Pa 

*3 ^2' ^4 Pi 




Fig. 29. 



tan 



(P') - iP^} 



sin ^ — ^— r-^ ' 



2 



cos 



(;ri) - (7r2) 



tan 



cos 



2 : (p'i 



tan 



(?rV — (7r2. 



siniPiuM 
sin ' 



tan 



2 



cos 



(pl)_(p2) 



(P'; + iP^i 



tan 



(^») 



COS 



Ist in dem sphärischen Dreieck der Winkel [p^) = 90« (s. Fig. 29), so 
bestehen folgende Gleichungen : 



1* 

2* 
oder: 



cos [tc^] = cos (tt^; cos [tv^] 
sin (tt^) = sin (tt^) sin (pi) 

.... sin (tv^) 



cos (pi) = 



sin [7t' I 
tan (Vr2; 
tan ^Jt^. 



4* 



tan (/)^) = — - 



tan (jT^ 



sin (>r*) 



§ 4 — 5. Coordinaten von Flächen und Kanten. 
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5* cos (p^) = — sin (p2) cos (tt^) 

6* cos (tt^) = cot [p^] cot (p2) 

Durch Einfühlung der Hilfswinkel i//, tp2 ^z und x\ XiXzi welche durch : 

cot \p^ = tan [jfl] cos [n^] 

cot 1/^2 = tan [p^] cos (tt^) 

cot 1//3 = tan (pi) cos (tt') 

cot %x = ^3>^ (^^) cos [p^] 

cot X2 = ^2i>i (^*) CCS (p2) 

cot X3 = tan [it^) cos (p^j 

definirt sind, gehen die Formeln (1) und (2) über in : 

cos (p2) sin (1//1 — p3j 



cos (pi) = 



(10) C0S(/)2) = 

cos (p^) = 

cos [tz^] = 
(11) cos (7r2) = 
cos [tv^] =. 



sini/;i 
cos [p^] sin (V;2 — P^) 

sin ^2 

cos (p^) sin (1//3 — /)2) 

sini/zg 

cos (tt^) sin (xi — ^^) 

sin^ci 

cos (tt^) sin (;c2 — ^^) 

sin^C2 

cos (tt^) sin [%^ — TT^) ^ 




smx3 



Fig. 30. 



§4. 



Bezeichnet man die Verhältnisse der Längeneinheiten der Fundamen- 
talkanten : 

OEy : OE2 : OE^ = Oj : 02 : O3 

so sind die Verhältnisse der Abschnitte OH^, OH2, OH^ der Fläche h 
= {h^ A2 ^3} ^uf <lcn Fundamentalkanten nach der auf S. 4 7 gegebenen De- 
fioition : 

h^ K fh 
Bedeudet ä„ die Normale der Fläche A, so ist aus Fig. 30 ersichtlich, 



dass : 



0^1 : OH2 '\0H^ = 



1 



\ 



\ 



cos (Ä„ TT^) ' COS [hy Tt'^) ' cos (Ä„ TT^) 

woraus folgt : 

(1) Ai : A2 : /i3 = Ol cos (Ay^^) : 02 cos (A^tt^) : 03 cos [hyTt^] 

d.h. d/e Indices einer. Fläche sind proportional den Längeneinheiten der Fun- 
damentalkanten und den Cosinus der Einfallswinkel dieser Kanten in Bezieh- 
ung auf die Fläche. 

Wir bezeichnen die Verhältnisse : 
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cos [hpTt^) : cos (hpTt^) : cos (hpTt^) = Uy : i^ : ic^ 

und betrachten i/it/2^ als die homogenen Goordinaten der Fläche h, d. h. 
die homogenen Goordinaten einer Fläche sind drei Zahlen^ welche sich verhal- 
ten wie die Cosinus der Einfallswinkel der Fundamentalkanten in Beziehung 
auf diese Fläche. 

Insbesondere verhalten sich die Goordinaten der Einheitsfläche e^ und 
der Fundamentalflächen p^, p^, p^ wie: 

4 1 1 

01*02*03 

1:0:0, 0:1:0, 0:0:4 
Wir wissen, dass die Indices h^ h^h^ der Fläche h die Gleichung : 

hni + hVi + ^3^3 = ö 
erfüllen, worin ly^ yj^ % die Indices irgend einer in der Fläche A enthaltenen 
Kante rj sind. Ersetzen wir hierin die Indices h^h^h^ durch die Goordinaten 
u^u^u^ der Fläche h nach der in (1) angegebenen Beziehung, so ist die 
Gleichung der Fläche A : 

(2) WiOii^i + U2a^ri2 + W30s^3 = ^ 

Wir wollen die hierin auftretenden Coefficienten von UiU^u^ als die 
homogenen Goordinaten der Kante rj betrachten und bezeichnen : 

«1^1 : a2i?2 '- «3% = ^1 : ^2 • ^3 
so dass die Gleichung (2) übergeht in: 

Wie wir gesehen haben, können die Indices einer Kante ri, welche 
Durchschnittslinie der Flächen A und A' ist, in folgender Weise durch die 
Indices dieser beiden Flächen ausgedrückt werden (S. 24): 

^1 • ^ • % = ^^'3 — A3 A'2 : A3A'i — Ai A'3 : h^h\ — A2A\ 

Hieraus ergiebt sich für die Goordinaten derselben Kante 17 : 

?i • ^2 • ^3 = ^ w'3 — W3^'l '- ^ w'i — ^1 ^'3 : Wi w'2 — U2U\ 

worin Wj w^t^ und u\u\u\A\e Goordinaten der Flächen A und A' sind. Be- 
zeichnet man die Normalen der beiden Flächen mit hy und A'y, so ist naclx 
dem Satze von Gauss S. 67 : 

^2^3 — y^u\ = sin [hyh\) sin [Tt^Tt^) cos (A^A'y* tt^tt^) 
^3 ^'1 — ^1 ^'3 = sin [hp h'y) sin [Tt^Tt^] cos (A,, A'/tt^tt^) 
Wiw'2 — «^2^1 = sin [hyh'y] sin (tt^tt^) cos [hpKj'Tt^TC^) 

Um hieraus die von den Flächen A und A' aus der Zone der Kante -^ 
abhängigen Grössen zu entfernen, setzen wir an die Stelle der Wink^' 
zwischen der. die Normalen der tautozonalen Flächen enthaltenden Eben^ 
und den Fundamentalflächen: 

[hph\"7t^7t^], [hpKy" 71^71^), [hph\"7t^7t'^). 



I 

i 
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die ihnen gleichen Winkel, welche die Kante ij mit den Normalen p^„, p\^ 
p\ der Fundaipentalflächen einschliesst: 

iVP^v), {VP^v)i (VP\) 
Dann ergiebt sich : 

(3) ?i : ?2 • & =T= sin [fC^Tt^) cos(rjp^p) : sin (Vr^Tr^) cos{rjp\) : sin (tt^ tt^) cos (lyp^^) 

d. h. die Coordinaten einer Kante sind drei Zahlen, welche sich verhalten wie 
die Cosinm der Einfallswinkel der Kante in Bezug auf die Fundamental- 
flachen, jeder Cosinus multiplicirt mit dem Sinus des in der betreffenden Fläche 
gelegenen Fundamentalkantenwinkels. 

§5. 

Wir haben gesehen, dass die Jndices einer beliebigen Fläche h eines 
Büschels, welches durch die beiden Flachen h' und h" bestimmt ist, sich 
durch die Indices der Flächen Ä' Ä" und einen mit der Fläche h variirenden 

Parameter p ausdrücken lassen. In analoger Weise können jetzt die Coor- 
dinaten der Fläche A durch die Coordinaten der Fläche Ä' A" und eine mit 
der Fläche A veränderliche Zahl ß dargestellt werden. Setzt man näm- 
lich in (6) auf S. 32 : 

Ai : A2 : A3 = }/ h\ -[" ^'A"i : A'A'2 + a'h"^ : X' h\ -)- k"h'\ 

die Werthe : 

h. = Qa.u^, h\ = Q* a^u\y h'\ = q" a^u'\ 

ein, worin qq' q" Proportionalitätsfactoren bedeuten, so ergiebt sich, wenn 
noch die Bezeichnung: 

eingeführt wird : 

(l) Wi : t^ : W3 = w'i — ßu\ : u\ — ßu"i : u\ — ßii\ 

Hieraus folgt: * 

t/2 W'3 — U^U\ U^U\ — Ui U\ Wj w'2 — t/2 u\ 

t/2 U'\ t/3 U"^ 1/3 u'\ U^ u\ Ml U'\ W2 U\ 

oder in symbolischer Schreibweise : 

(2) ß = P^ 

[uu ).. 

worin der Zeiger i = 1 , 2, 3 ist. Ersetzt man nun die in den Ausdrücken 
für ß auftretenden Zähler und Nenner durch ihre im vorigen § angegebenen 
Werthe und berücksichtigt man, dass die Normalen der Flächen AA'A" in 
einer und derselben Ebene liegen und hier dieselben Winkel unter ein- 
ander einschliessen wie diese Flächen, so ergiebt sich : 

(3) sinJAÄO 



76 



Sechstes Kapitel. 



Die Zahl ß erleidet keine YeraDderung, wenn an Stelle des Drehungs- 
sinnes, in welchem die Winkel zwischen den Flächen des Büschels [h'h"\ 
anfänglich beschrieben wurden, der entgegengesetzte eingeführt wird. Da 
diese Zahl die Lage der Fläche h in Bezug auf die tautozonalen Flächen W 
und h" durch Angabe des Sinusverhältnisses , nach welchem die Fläche h 
den Winkel (Ä'A") theilt, bestimmt, so wird sie das Theilungsverhält- 
ni SS der Fläche A genannt, ß ist positiv, wenn die gleichnamigen Rich- 
tungen der Normalen der Flächen h h! h" in dem Cyclus ä„ h'y K'y oder dessen 
Umkehrung, negativ, wenn dieselben in dem Cyclus h\hph"y oder dessen 
Umkehrung auf einander folgen. Ist : 

ß = ^ \ 

so halbirt h den Winkel [h'h") oder dessen Nebenwinkel (vgl. den Normal- 
schnitt des Flächenbüschels in Fig. 31]. , 

Mit Hülfe des Theilungsverhältnisses ß ist die Lage der Fläche h in 
dem Büschel \h'h"] leicht zu construiren. Es stelle Fig. 32 einen Normal- 



J£ 




-/?-^ 




Fig. 32. 

schnitt des Büschels dar. Man fälle von einem beliebigen Punkte C der 
Schnittlinie der Fläche h die Normalen CN und CP auf die Schnittlinien 
der Flächen K und A". AB sei diejenige, von den letzteren Schnittlinien 
begrenzte Gerade, welche in C halbirt wird. Dann ist : 



und 



_ sin [hh') _ NC PC _ A C 
^ ~ sin [hh") ~ MC' MC ~ PC 

NC_NCPC_ sin NAC _ sin MAC _ MB 
PC~ AC' BC "~ sin PBC~ sin MBC ~ MA 



folglich : 



ß 



MB 
MA 



Hieraus ergiebt sich folgende Construction. Man trage auf den Schnitt- 
linien der Flächen A' und A" von M aus zwei Strecken MA und MB ab, 
welche sich verhalten wie die reciproken Werthe von sin (A A') und sin (A A" , 
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verbinde die Endpunkte AB und halbire die Strecke i4^ in C, dann ist MC 
die Sdmittlinie der Fläche h. 

Die Formeln (4), (2) und (3) dienen zur Lösung folgender Aufgaben. 

I. Sind die Coordinaten von drei tautozonalen Flächen A, h\ h": 

gegeben, so dass wir auch : 

kennen, und ist ausserdem einer der drei Winkel: 

[h'h"), (rA), (AA') 

bekannt, so lassen sich die beiden anderen Winkel berechnen. Es sei z. B. 
der Winkel ihh") gegeben, so folgt aus [3): 

sin [h Ä') == ß sin [h h") 

der Winkel (Aä') und aus: 

;A'ä")=:(A'A) + (AA") 
ergiebt sich (A'A"). 

II. Sind die Coordinaten u\u'2u\ und v!\u"2u'\ von zwei Flächen h' 
und h" und ausserdem die Winkel, welche diese Flächen mit einer Fläche 
h aus ihrer Zone einschliessen, gegeben, so dass auch: 

_ sm[hh' ) 
^~'smhh") 

bekannt, so kann man die Coordinaten U] 1/2^3 der Fläche h berechnen: 
denn es ist : 

Pmj = u\ — ßu'\ 

Pu2 = u\ — ßii'i 

Ptl^ = M'3 — ßu\ 

worin P einen Proportionalitätsfactor bedeutet. 

§6. 

Die von fünf Geraden oder Ebenen 1, 2, 3, 4, 5 im Räume eingeschlos- 
senen zehn Winkel sind nicht unabhängig von einander, sondern durch 
eine, unter dem ^'amen: Fundamentalgleichung der räumlichen Gonio- 
metrie bekannte Relation verknüpft. Man gewinnt dieselbe durch die Be- 
merkung, dass cos (45) sich als eine lineare homogene Funktion von 
cos (41), cos (42) und cos (43) darstellen lässt: 

(1) cos (45) = Aj cos (41) -h >l2 cos (42) + A3 cos (43) 

Denn die Coefficienten lii^h können aus den Gleichungen bestimmt 
werden, welche man aus der Relation (1) dadurch erhält, dass man die 
Gerade oder Ebene 4 der Reihe nach mit 4, 2 und 3 zusammenfallen lässt: 

cos (15) = Ai + A2 cos (12) + A3 cos (13) 

(2) cos (25) = Ai cos (21 ) + A2 ' -f- A3 cos (23) 

cos (35) = Ai cos (31) + Aj cos (32) + A3 
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(3) 



= 



Das Resultat der Elimination der Coeffieienten A^ ^2 A3 aus (4 ) und (2) 
ist die gesuchte Fundamentalgleichung : 

cos (45) cos(4i) cos (42) cos (43) 
cos (15) 1 cos (12) cos (13) 
cos (25) cos (21) 1 cos (23) 
cos (35) cos (31) cos (32) 1 

Mit ihrer Hülfe kann der Gosinus^^ines der zehn Winkel ausgedrückt 
werden durch die Cosinus der neun übrigen Winkel. Wird aus (3) das mit 
cos (45) behaftete Glied herausgehoben , der Rest nach den Elementen der 
ersten Zeile und der ersten Reihe geordnet, 

sin2(123) = ^ 

gesetzt und den Unterdeterminanten von J die Bezeichnung J^ gegeben, 
so ist : 

cos (41) cos (42) cos (43) 
cos (15) 1 cos (12) cos (13) 
cos (25) cos (21) 1 cos (23) 
cos (35) cos (31) cos(32j 1 



J cos (45) = — 



oder: 

(4) 



J COS (45) = ^^,-fe cos [ki] cos (5 fr) 



»i = l 



In dem besonderen Falle, wo 4 mit 5 zusammenfällt, folgt aus (3) 

1 cos (41) cos (42) cos (43) 

cos (14) 1 cos (12) cos (13) 

cos (24) cos (21) 1 cos (23) 
cos (34) cos (31) cos (32) 1 



und aus (4): 
(5) 



= 



J = 2^vft cos (4 t) cos (4Ä:) 



Dies ist eine Beziehung zwischen den sechs Kantenwinkeln eines voll- 
ständigen Vierkants oder den sechs Flächenwinkeln eines vollständigen 
Vierflachs. Sie kann aufgefasst werden als eine nicht homogene Relation 
des zweiten Grades in Beziehung auf: 

CQs(41), cos (42), cos (43) 

oder als eine homogene Relation des ersten Grades in Bezug auf: 

^, ^11, ^22 > ^33? ^23? ^31? ^12 

Betrachtet man die Geraden 1, 2, 3 als Coordinatenaxen, so stellt die Re- 
lation (5) eine nicht homogene quadratische Beziehung zwischen den Coor- 
dinaten einer Fläche, deren Normale die Gerade 4 ist, dar. 

Sind von den sechs Winkeln zwischen vier Geraden oder Ebenen fünf 
gegeben, so liefert die Relation (5) zur Bestimmung des sechsten Winkels 
eine quadratische Gleichung. Man erhält demnach zwei Werthe für den 
sechsten Winkel, entsprechend den beiden Lagen, welche die Gonstruction 
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der vierten Gerade oder Ebene ei^iebt. Es seien beispielsweise die 
Winkel : 

(23), (3<), (12), (U), (24). 

gegeben. Dann lautet die aus der Relation (5) fliessende, in Beziehung auf 
den Cosinus des zu bestimmenden Winkels (34) quadratische Gleichung: 

(6) a cos2 (34) + 21 JB cos (34) -f e = 
worin : 

ä = ^33 

SB = ^23 cos (24) + ^31 cos (1 4) 

6 = Jx\ cos2 (l4) + ^22 cos2 (24) + 2^12 cos (U) cos (24) — J 

gesetzt ist. Die beiden Wurzeln von (6) sind : 

-g(«-V0)und-^(©+y0y 
worin : 

= 83© — ae. 

Ersetzt man in dem Ausdruck für die Grössen 31, 83, ß durch ihre 
vorstehend angegebenen Werthe, so erhält man zunächst : 

= C0S2 (1 4) {z/31 ^31 — ^W -^33} + C0S2 (24) {z/23 ^23 — -^22 ^33} 

+ 2 cos [\ 4) cos (24) {z/23 -^31 — -^12 ^33} + ^^33 
und dann, mit Rücksicht auf die Formeln (5) und (7) in § 1 dieses Kapitels : 
0=z/{1 — cos2(12) — cos2(U) — cos2(24)4-2cos(12) cos (14) cos (24)} 
oder : 

(7) = sin2(123)sin2(124) 

Demnach sind die Wurzeln der Gleichung (6) : 

(8) — -^ {z/23 cos (24)) + z/3t cos (14) =P sin (123) sin (124)} 

^33 

Bilden die Geraden oder Ebenen 1 , 2, 3 und 1 , 2, 4 je eine körper- 
liche Ecke, so sind nach § 1 dieses Kapitels sin2 (123) und sin2 (124) positiv, 
also sin (123) und sin (124) reelle Grössen. Die beiden Wurzeln werden 
nur dann einander gleich, d. h. es ist nur dann eine vierte Gerade oder 
Ebene vorhanden, wenn das Product: 

sin (123) sin (124) 

verschwindet. Unter den geltenden Voraussetzungen tritt dieser Fall ein, 
wenn: 

sin (124) = 

ist, d. h. wenn die Geraden oder Ebenen 1, 2, 4 einem und demselben 
Büschel angehören . Ist : 

sin (124) >0 

so unterscheiden sich die beiden Wurzeln der Gleichung (6) dadurch , dass 
für die eine sin (124) einen negativen, für die andere einen positiven Werth 
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hat ; d. h. die beiden möglichen Lagen der Geraden oder Ebene 4 und 4* 
befinden sich auf entgegengesetzten Seiten der Yerbindungseb^ne der Ge- 
raden 4 und S oder der Schnittgeraden der Ebenen 4 und 2. (Fig. 33 stellt 
die Schnittpunkte der von einem Punkte ausgehenden Geraden ü:, Vj W^ k" 
und U" mit einer um den Ausgangspunkt gelegten Kugeloberfläche dar.) 
Die relative Lage von vier Geraden oder Ebenen im Räume ist also 

nicht vollständig bestimmt durch 
die Angabe von fünf der sechs 
Winkel, die sie unter einander 
einschliessen. Die Entscheidung 
über die beiden möglichen Falle ist 
erst mit Hülfe des sechsten Win- 
kels herbeizuführen. 

Bestimmt man die Goefficienten 
Ai ^2^3 der Gleichung (4) dadurch, 
dass man die Gerade oder Ebene 4 
der Reihe nach mit den, auf den 
Ebenen oder Geraden S3, 34, 12 
senkrecht stehenden Geraden oder 
Ebenen I, II, III zusammenfallen 
lässt, so ergiebt sich : 




Fig. 33. 



cos(I 5) = Aj cos (I 4) 
(9) cos (II 5) = ^2 cos (II 2) 

cos (III 5) = A3 cos (III 3) 

und die Gleichung (4) nimmt die von Kron ecker*) angegebene Gestalt an: 

(tiw fLtt\ cos (15) cos (II 5) ,.-. , cos (III .5) 

10 cos 45 = — ^-jf cos 44) H ^^ cos 42 H ^rr-^^^ cos 43) 

^ ^ ^ cos(I4) ^ ^ • cos (II 2) ^ ' cos(ni3) ^ ' 

In dem besonderen Falle, wo die Geraden oder Ebenen 4 und 5 zu- 
sammenfallen, folgt hieraus : 

cos (III 4) 



fi4\ i ^s 1 4 cos II 4 ,.^. , 

11 4 = )—-{ cos 44) H }^j-^^ cos ^42 + 

^ ^ cos I 4) ^ -' • cos (II 2) ^ ' ' 



cos (III 3) 



cos (43) 



Es ist leicht die Formeln (4) und (40), sovsrie (5) und (4 4) in einander 
überzuführen, indem man sich der in § 4 dieses Kapitels zusammengestell- 
ten Formeln bedient. 

Mit Renutzung der Formeln (45) in § 4 dieses Kapitels leitet man aus 
(40) die Form ab, in welche die Fundamentalgleichung der räumlichen 
Goniometrie durch Mob ins**) gebracht wurde. Es ist nämlich: 



*) Bemerkungen zur Determinantentheorie. In : Borchardt's Journal für Mathe- 
matik. 1870. 72> 161. 

**) Analytische Sphärik. In : Abhandl. bei Begründ. d. kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. 
Leipzig. 1846. §8, §44. 
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sin(lS) oosa-4) s:nn(4S3). ... 

12) 8iniä4j cosjllS) =8io(433) .- < 

sin (411) oes (UI 3) >= sin (4 23) 

Bin^itd) cot (15) .=-810^523) . :.. 

[13] sin (34) «QS (II 5) = sin (453) 

, sin (IS) cos (lü 5) =» 8ia(425) 

folglich: 

cosjlö) _ 8in(52ä] 

S^TiTTj" sin (423)' '*'*•'*• 
Demnach geht (4^) ttberin : ' 

(14) sin(4«3) cös(i5)^ sin(23) cos(I 5) cos(M) + sin(34) cos (II ($) /sos^ie) 

+ sin (42) cos (III 5) cos (43) - . - 

oder in die M ö b i ü s'sche Form : 

(15) sin(423) cos(45)=sin^523)cos(41)+sin(\53g cos (42)+ sin (125) cos (43) 

In dem besonderen Falle, wo : '^ ^ 

^ = sin«(423)='0- 

ist, während die Winkel (SS), (91), («8)von(H> öder I8(y<^v^rschiedtti und 
also auch die Grossen Jq^ von Null yeraehiedeu^sind, fiügt aus den Re- 
lationen (12):j - \ \ ■ . 

cos(I 4)=»CO8[I12]3=^COS(IIia):=^.0 s 

d.h., wenn wir unler 4, 9, 3 gorsdeiLiniea versteheDi die Ninaalei) 1, 11, 
III der Ebenen 23, 34, 42 stehen auob auf den Geraden 4, 2, 3 senkrecht, 
oder mit andern Worten die Geraden 4, 2, 3 liegen in einer und derselben 
£bene und die Normalen }, II, HI fallen zusammen. Demnach ist die Summe 

der Winkel: 

(23) + (34) + (12) = 
und: 

cos (I 5) = cos (H 5) = cos (III 5) 

Die Gleichung (44) geht also in diesem Falle ü))ßr in; - ^ . 

(16) ' sin- (23)' cös (44) + sin "(31) cos (42) + sib (12) -cö^ '(48) ±1= ^ ' 

d. i. die von Möbius*) zur Grundlage seiner Darstellung der sphärischen 
Trigonomeürie veirweiidMe BelXiehtti^^ zwischen den Wiiftkeln v^n'vier Ge- 
raden 4-, 2, 8, 4; Yoifai'denetaidreViitfttaidi 4, !i,^8^ in cliner und derselben 
Bbene liegenl Es Isl dieiä^leiclifci^itig ^ie B^zii^huDg iwischlm vier Punkten 
einer Kugeloberfläche, von denen drei in einem Hauptkreise liiegen.* 

Sind y^y^y^ und cctO^a^ zwei Sy^tepae^von je drei Geraden, welche 
nicht in einer und derselben Ebene liegen, so kann das Product der Sinus 
der von diesen Geraden gebildeten Ecken : 



f' 



"") a. a. 0. 7. Vgl. Baltzer, Elem. der Math. 4870. % IIB. 
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»'^^^ iViViVz) — 



4 



JJJ 



durch die Winkel [yiXi) . . . (^3^) auigedrUekt werden. Bezeichnet man 
für den Augenblick : 

und die Unterdeterminatiten von ^ mit ^^j^, so- geht: 

1 cos (yj ya) cos (y^ y^) 
cös{y2yi) ^ «>s(yjy3) 
<^^ iy« »i) cos (ya yj) 4 

nach Formel (4) dieses § Ufoer in : 

J IJ^^cos[yx a?,.) coslyjOSj) SJ^^oaslyyXJC^ cosly^x^) 

?^^cos (y2 a?,) cos (y^Xj^ J IJ^^qos {y^^) cos [y^ ^ J 

2z/,4Cos(y3a:Jc6s(yiJ54)iz/rtCos(y3a?^.)cos(y2a?j '^ 

Setzt man hierin für J in der ersten, zweiten,, dritten Zeile.. nach Formel 
(5) dieses § beziehungsweise : 

r ^rt cos &i ^.) cos (yi 0?^! 
2J.j^ci)s(y2Xi] cos iyixj,) 
2 J.^_cos{ysX^] cos [ys^Xj,] 

so erhellti 4^ die .vorsehende Determioante gleich dem Pnpduct: 

008 (yi a?i) eos (y, x^] cos^, a>^) 2 
costyjXi) cos(y2flC2) cos(y2ac3) 
<5os^3«i) «>s (j^^j co«(y3ir3) 
ist. Nun liat Üer erste Factor dieses Productes den Werth r 

'■■•"• -'-^ ■■•-'-• ^^ •■•'' ■ ' ■ ' 
folglich bleibt:*) . - 

cos (yi flPi) cos (yi aP2) *o» iSi<pz) 
sin (yi 2^2 ys) sin (^1 ^ ^3) = cos (y2 0^1) cos (y2 X2) cos {yto^} 

cos{y3^) «os(y3(r2) cos(y.^x^) 



-^n -^rt^is 


■ 


^21 ^22 -^23 


• 


^31 '^ ^33 





l'- 



Wir verstehen jetzt unter den Geraden \, 2,-3 die FAdämentalkanteD 
7t^, 7t^, m^ und .uQte;* den Geraden. 4^ 5 die Normalen v und f '^ der Fläct^p : 

-eines unsymmeUis<AeQ Krystalieau J)Qnn wird durdv 4ie Fpf^d :(A}.äes 
vorigen § der Cesii^us des Nonpale^wipkels (vi/%,der gleich :defn FläobeD- 
Winkel (&A') ist^ als biUi^ce.FqLnkjLioQ der Coofdiniuten dflp* FlSlchpn A uod 
h' dargestellt: . .; , . . j- . : . 



1 ' 



(1) 



J COS IhV] = 2Jat cos fv^*l cps iv' 7ir^ 



■I. . 



♦y Dieser Satz ist von voii ^tattdf angegeben worden, in : Ueber die Inhalte der 
Polyöder und Polygone. Crelle's Journ. f. Math. 1842, 24, 252. Vgl. R. Baltzer. De- 
term. 4870, 481, 204,. «0«.*J . - . ' : 
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Wir y^Uen nim in dieser Edatibn die Goordiaaien der Flttohen h und 
A' durch die Indices derselben und durch die Axeneinheiten eraelien. Nach 
Formel (4) in § i dieses Kapitels ist: 

■:■■.,•■■■■ . - • ••: . -^; • 

cos(f/7r*) = ö'^^ 
worin q und ^' ProportionaliUilsfactoren bedeutlin. Demnaeh ist: 

(2) >'c08(ÄÄ^=:pVi ^h,h\ 

a=i 0,0*. 
Lässt man successive h' mit h und hmii h' zusammenfallen, so erhalt 
manaus(2)-: .t • ^L •...:» ..- .1 '. 

wodurch dif Wertbe .von o un^l o' bestimmt sittd, Wir finden also folgen- 
den Werth für den Cosinus eines FIttchen winkeis [hK], ausgedrückt durch 
die Elemente des Rrystalles und die Indices der FJUic^ien h und K: 

(4) cos [hK] = / 3 /"'"'-^ . 

Wir werden zuweilen der Kürze, wegen die in Bezug auf die Indices 
Kh^h^ ganze homogene Function des zweiten Grades: 

3 

und die iü Besug auf die lAdtoes h{hih^>xxnA h'{h\h\ -ganie bwaogene 
Function des ersten Grades : 

setzen. Dann ist also ; 

Versteht man unter den Geraden 1, ^, 3 die Normalen v^v^v^ der 
Fundamentalflächen und unter ifeü Gei^den i,^ die Kanten : 

SO ergiebt sich aus der Formel (4) des vorigen § der OMinus tlte Kanten-^ 
Kinkels (ly ij') als bilineare Function der Goordin^ten der Kanten i/ und rf 
in folgender Weise. Multiplicirt mati in der Determinante (3) des vorigen § 



^ :^*^ft^d*=:^(Ä)- • . •. / 



=0 
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sowohl die zweite, dritte, viertis Zeiiie als auch die zweite, dritte, vierte 
Reihe beziehungsweise mit :. ' 

sm{7t^7C^)^ sin (/r^Tt*), sin (rr* irr*) 

so ergiebt sich mit Rücksicht auf die Formeln (6) in § 1 dieses Kapitels : 

cos [tj rf) sm{7t'^7t^)Qos{Yiv^) sin(7r37i;*)cos(ijv2) s\u{7t^7t^)co%{riv^) 

sin(7r27r3)cos(i/^i;') J^^ -- - J^i ^i3 

sin(7r37r^)cos(^2|^') j^^ j^^ j^^ 

oder, wenn das mit cos (ijij')' behaftete Glied. herausgehoben wird: 

3 . 

(5) , J COS. [tj r(]= 2 c,.j^ .sin (|j*) sin (p^j cos {tj v*) cos [rj' i/*) 

In dieser Relation sollen wieder die Coordinaten der Kanten ff traid rf 
durch die Indices derselben und dui*eh dierAxißneinheiten ersetzt werden. 
Nach Formel (3) in § 4 dieses Kapitels ist : 

sin(p*) cos [rjY) .== aa^rj^- 

sin (p^) cos (ifi' v*) = a' aj, rj\ 

worin a und a' Proportionalitätsfactoreh bedeirteh. Deihniärcli ist*: • 
(6) ■ j eoilf]rf) = a'(/ ^ catfi.akVi^k ' ' ' ' •' 

«Jk = 1 

Lässt man successive ij' mit i] upd rj mit rj' zusammenfallen, so erhält 

man aus (6): -^ ^ 

[t) ■..::' . \ .: . .. .. . - j . . • .. . . : _. f l-y ,v m" ;• 

Jr^&q' 2 c^k^^k^' iti'.^ .... , , . 

«fc = 1 

wodurch die Werthe von a uadzO^ bestiibmt siqd. Wir finden also folgen- 
den Werth für den Cosinus eines Kantenwinkels [tj rf) , ausgedrückt durch 
die Elemente des Krystalles und die Indices der Kanten i; iHid rfi 

(8) cos[riri') = '_ **-^" 



y-3 3 

Wir werden zuweilen der Kürze wegen die in Bezug auf die Indices 
*?! ^2% ganze homogene Function d^s zweiten Grades: 

,.:■■; ■■^■CikaiHntnk^fMil: :■ . ■':.■- ..■■:. 

«Jfc= 1 

und die in Bezug auf die Indices h^h^h^ xini h\h\h\ ganze homogene 
Function cdes «rstea^iGröd^: ./; - .'. ^ 



« ■ ; i "•••,;■ !•• 



O ■ . • . . . j 



^ik 
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setzen. Dann ist also: 

■ --•cos(,v)=-^-iML 

Die Resultate dieses § gewähren uns die Mittel, den Uebergang von 
den Coordinaten einer Fläche oder einer Kante zu den Indices derselben 
und umgekehrt vollständig auszuführen. Wir bemerken, dass hierzu die 
Kenntniss der Elemente des Krystalles erforderlich ist, denn es ergiebt sich 
für die Coordinaten einer Fläche h: 

COS \V7t^) = — 



(9) cos (V TT*) ==5-- 






«3 






und für die Coordinaten einer Kante ^ : 



sin [f}] cos (1; y*) = 



l/2c..;ba,.a^i;^.i?Ä 



(10) ■ sin(j)«) cbs(i?t^2) = 



^02172 



y^M^^iiVi^k 



■■-..■•^n(p*)>Ä(i7*'3).= 



_ : ^q»»?! 



• . « 



Für das Tb^luagsvechältniss ^io § S die^e» Kapitels: -. 

• -'-^ -^ *'_^i«ifiv_y Mir-- 

.■■... ... ■■ . :~ ("«"); ~Y'(AA"j.-../ - .,: ■ , . .• 

I 

erhält mäa jetiit einieaAüsxlruck.durdi. die Indices der Flächen A, /t', h" und 
die Elemente dea^Krystalles.: _ 



(11) /S = ÄS' /-^ 




Wenn wir mit Hülfe der Werthe für cos (AA/) und cos(i;iy') die Aus- 
drücke für die Sinus und die Tangenten- derselben Winkel bilden wollen, 
so kommt eine Identität, welche in der Lehre von den quadratischen For- 
cen und in der analytischen Geometrie .der Kegelschnitte abgeleitet wird, 
zur Anwendung. Es sei: 
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f(XiX2X^)= üi^XiXi -^ 022X2X2 + Ozz^^ 

eine ganze homogene Function des Zweiten Grades mit den Veränderlichen 
X1X2X9 und den reellen Goefficienten : 

^31 ^2 ^3 

wobei : 

^23 = O32, (hl =^ ^13? ^12 = «21 

Die in der Determinante des Systemf dieser Goefficienten : 

Uli ai2 043 

R = 021 %2 ^^ - 

J ö|l «32 033 

= (hi Ö22%3 ^1023032 +0^12 023^1 012^1 %3 "H %3^1^2 %3^2^l 

enthaltenen partiellen Determinanten des zweiten Grades : 

A ^ ■'- ^ 

All = 022/^3 "•"■ «23 «32 

-422 ==: «33 «11 — Ö^8iai8 .. •> . : 

-^33 ^^ «11 «22 «12 «21 

•^2Z ^^ -432 = 042 «13 -^ «11 «23 
A^l = Ai^ := 023 «21 — «22 «31 
-^12 =^ ^21 = %l«3a — «33 «12 j-; 

heissen die adjungirten Elemente des Systems der Goefficienten von f und 
die mit diesen adjungirten "Elementen als Goefficie^t^en gebildete ganze 
homogene Function dßs zweiten Grades mit den Veränderlichen Ui 1^2 1/3: 

9P(Wl«fj«3)^^lWt^ + ^22*^«2 + -433«%«3 ■ ' 
+ 8^23 <^«^ +• 8^31 W3W1 + ^Ai2UiU2 

wird die zu der quadratischen Form f adjungirte quadratische Form ge- 
nannt. Zwischen den Grössen On ... und An . ; ■. bestehen die Bielationeir : 



«lA^l|[i + «2A^2|tt + «Sit^iU { = /{ 



= wenn X^ fi 
wenn l = fi 



Ai ^12 A3 

^21 -422 -423 
A^i Ano A 



= RR 



Bezeichnet man : 



»31 -«32 -«33 

-422 -433 ^23 -432 = Rttn 

-433-411 — -431^13 = Äa22 
-4il -422 — • -4i2-42i =*^ Äa33 
A^2 -4l3 -^^ -4l ! ^3 = Ä «23 
-423 -421 — -422 ^31 = ^ «31 
-431 -482 — ■ -433 A12 =» R 012 



H: 
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3 

^^ikH = ^t Wf + Jit«*! + -^a «*« = 9f W 

so ist : ' ~ ' ^ . - 

y («h%%)» %Vi W+ «hf>il«) + «%♦» (w) 

Erseixi man nim in f^{x)die YerSnderliche 0*1 dorcit ^i (1^ n. s. w., 
so ergiebt sich : 

^ 3 33 

und wenn man in q>^ (u) die VeranäerUche u^ durch /*| [x) u. s. w. ersetii, 
so folgt umgekehrt : 

3 ft 3 » 

?.• (H^) ) = ^ ^«/i (^) = ^ ^ki «a ^ = ^ ^ ^ -**iaa = ^. ^ 

Diese Relationen dienen zur Ableitung desZusammenbangea zwiacfaeB 
einer quadratischen Form und der zu ihr adjungirten quadratiischen Form. 
Derselbe wird dordl die Traüsfonnalionsgleichungen : 

* fiVt («) Vi M-9>s {w))= ÄjP (wi ui«%) 

" 9^x¥\h[x)U (a:))= Ä/-(x,x,a^) 

ausgesprochen. Dieselben Relationen werden benutzt zur Ableitung zweier 
Identitäten, zu denen eine quadratische Form und die zu ihr adjungirte 
quadratische Form Anlass geben. Bezeichnet man der Kurze wegen : 

A^^«5) im%f[x) 
g)(t«itijtij) - 9(tt) 

Vi q>i (w) + V2q>2{u) +Vtg>^[ü) - 9 (ü, u) 

fjys — iacj*»i - (xy)i U.S.W. 
tijtJj — tijt^j - (uv)x u. s. w. 

so ist : 

I" /•(^) m - f{o^. y] n^r i^= 9 ((^») ) 

IV ■ q,[u) (p(v) — (p[u, v) f[u, v) = Rf{(uv}) 

In dem hier vorliegenden Pialle handelt es isioli zun8e9ist uin eine An- 
wendung der Identitäten in und IV. Wir haben in dem vorhergehenden § 

^ie quadratische Form : 

3 

^ Cik(^i(^kViVk = fiv) 

»1=1 r 

gesetzt. Die aus ihren Coefficienten gebildete^ Determinante ist: 

Cix(h<h (h2<h<h ^13 0103 

<ki<h<h Cz2^<h ^330303 
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oder : 

und die in R enthaUenen partiellen Determinanten des ^weiten Grades 
sind : "" 

All = a\ a\ Jii , ^23 = ^\ ^2 Oj J2Z 

433 =^ a\ ^h ^zrr ^2 ^ 0^% 0^-^12 
so, dass allgemi^in : . ; ♦. / 

Demnacb^at dto aqungirte Form von f{'^ diu Werth : ^ ^ * • 

oder nach der in» v^rigen^ eingeführten Qezeichiiang : . ^ 

Folglich läuten die Identitäten HI tind IV jetzt : 

* ' fiv) fW) -ävrnlJM --/*i«^2a^y((9t?7)- ■ 

Nun ist der Cosinus eines Fljictienwinkels : . ' . .. 

cos{ÄA') — iT^^Mt? ■: 

folglich : 






oder: 



y(Ä) y(A') . 



s{„(AA')^J:2Il/JlM) 

. ■ ii. n^ n^ f ff) ih\ ff) (h 



und 



«10203 ^ 9>(A) 9>(A') 



folglich 



oder 



tan(AAT^J^Ii:^« 

Ferner ist der Cosinus ^eines Kant^nwinkels : 

cos(,V)=-7A^ 



sin (««')- i/MiMzzilMlQMl 



sin(,,') = a.«.«3l/»ii 
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und: 

' tan fij 1,1 = 0,0,- 03^^^)^ ' 

Besonders einfach sind die Werthe für die trigonometrischen Tangen- 
ten derjenigen Winkel, welche die Fliehen atis der Zone einer Krj'stallaxe 
unter einander einaohliessen. Wir wollen diesö Werthe hier tusammen- 
stellen, um später von ihnen Anwendung machen 'tu ktfnnen. 

In der Zone der Axe ^ «» [400] ist : 

tan (040^0A,A3) = , ^^^^ . 

A3 Oj s\n,(7t^ 7t^] sin (/r*) 



hl oj sin [Tt^Tt^] + Aj a^ sin (tt^ tt^) cos [n^] 
cot 040'0A2»s = 17 - . . /^, . \ .> 4- cot tt^ 

tan (004^0*^*3) - , ^'l^'^ . - 

A2 % sin (tt^ yr^) sin (tt^) 

AjOj sin {n^Tt^i -^ h2a% sin {tt^tt^) cos (tt'} 

In der Zone der Axe n^ »= [040] ist : 

tan (004 ^ h, OA3) = r *^\^f . 

^ ^' A3 Ol ^33 4- Ai 03 z/31 

.. — ' - Aia3 sin(^*^*) sinf/r^) 



A3 Ol sin (tt^tt^] 4* A| 03 sin (tt^jt'*) cos (tt*) 



cot-(004^Ai OA3 S5» / ■ ^. \ , ^. V^. ., 4- cot (irt^) 

Ai 03 sm (tt^ TT^y sm (tt^) ' 

tan(100%0A3)«r j^^V .- 

A3ai sin (tt^tt^) sin (tt^i ' 



Äj 03 sin (TT^Tr^j 4- A3 Ol sin [Tt^Tt^] cos (tt^) 
In der Zone der Axe 2c'j=[004] ist: 

tan(400XA2 0)= r j^^V'^f ' ; 

A2ai sin [tz^tz^) sin (tt^) 
Aj 02 sin ['n^Tn^ 4- A2 Oj sin [Tt^n:^) cos (tt*) 

cot (1 00-Ä. Ä, 0) = Ji ^' .7'°^^'^, 3, + cot (^3, 
tan(010*A,AiO)=. j' "^/f^ ^ 

. Ä2 Äj 2/22 4- Ai 02 -^21 
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hl (12 sin (yr> yr^) sin (tt^) 



Ä2ai sin (Tt^Tt^) + Äj 02 sin [tv^ti;^) cos (/r*) 

§9. 

Wir wollen jetzt den Zusammenhang der Indices emor Flttche Biit den 
Indices ihrer Nonnale au&uchen. Zuvdrderst lu^nnen wir mit Bttlie der 
Formel (1 ) in § 7 dieses Kapitels die Coordinalea der Normale t/.eijmr Fläcbe 
h, d. h. nach § 4, wenn v^v^v^ die Normalen dar FiuvdaoieiitaUUchen 
p^p2pS bedeuten, die Grössen: 

sin {Tt^Tt^) cos {vv^) 
sin [TC^Tt^) ccs {vv^) 
sin(;r*7r2) cos [vv^) . 

.durch die Coordinaten der Flächen A, d. h. durch die Grössen: 

cos(i/7r^), * cos(i/7r2), cos(v7»^) 
ausdrücken. Es folgt nämlich aus jener Formel, da: 

cos (y^ 7t^\ = cos {v^ 7C^) = cos 90<> 5BS 

ist: 

^ cos [VV^) = C0S.(f^^7rl) {Jii cos [vtV^) + -i/i2 cos {V7t^) + ^18 COS {V7C^)} 

oder, da nach Formel (15) in § 4 dieses Kapitels: 

cos [V^TC^ = . , ^ .,, 

ist : 

VJ sin [Tt^Tt^) cos (yi^^) 3=5 ^11 cos (rTr^) + ^12 cos(i/^2) + ^ts cos(i'^*) 
In analoger Weise ergiebt sich : 

(1) VJ sin [Tt^Tt^) cos [vv'^} =^ -^21 ßös (^^^) + ^ cos (j^^) •+• ^J^^ cos (i^;!;^^ 
>^ sin (tc^tv^) cos (i^i/^) = j^^ cos (vtt^) + ^32 cos [vtv^) + -i/33 cosfi'TC*^ 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit : 

cos {V 7t^) , COS {V 7t^) , COS [v 7t^] 

so erhält man : 

sin [tv^tv^) cos {vv'^) cos [vTt^) + sin (tt^tt^) cos (ri/^) cos (vtc^) 

+ sin (tt^tt^) oos^(^t^) eos (^^*) 
3 

^ -i/^jtCos(^7r*) cos(i'7r^) 

«fc — i 

oder nach Formel (5) in § 6 dieses Kapitels : 

= Y^ »5 sin (TriTT^TT^) 

Wir wollen die Coordinaten der Fläche h und die ihrer Normalen v ^ 
ziehungsweise mit : 

u^u^u^ und V\ V2 ^3 
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bezeichnen. Dann können wir das so eben erhaltene Resultat in folgender 
Weise aussprechen : 

Die aus den Coordinaten eifier Flache und den Coordinaten ihrer Nor- 
male gebildete ganze homogene Funcdon d4s ersten Grades : 

ist, wie auQh die Fläche getbiAit werden mnge; constant und zwar gleich dem 
Sinus der von den FundatmntalbMttngdiädeienJEcke. 
Durdi Auflösung der GleicI^ung^n (4) in Bezug auf : 

eos (y jt^) , eoÄ (f Jr*) , cos [v tt^) 

oder direct aus Fornvßl (5) in § 7 mitßerücksichtigung dier Formeln (46) 
und (n) in § 4 dieses; Kapitels erhält man die umgekehrten Transforms^ 
tibnsgleiehüiigen :' ' "'.''"' 

y^cos(i'»*)e- 8in(7i*7i«) cos(i'>'*)-|-cij s\n{7t^n^) cos(i'i'2j-|-ci3 sin{n^n^) cos{yp^ 

(2)y^cos(i'7i*)«« Cfi 8in(»*»8j co8(j'>'*)-H- siniTtßn^) co8{yy*)'\'CiiSin{n^n^) cos(yy^ 

yj co8(>'7i«J^«« cji 8in(»« n^) QQ^{y v*)-!- c^ 8in(7|«»*) co8(v y^] ■+- 8in ^^n^) 098(1' y») 

Ersetzt, ippan, 19 (1} 4i^ Coordinatep dei: Fläche h ui^ ifcrerltprwale v 
durch ihre Werthe , ausgedrückt durch die Indices von h und v und dJA 
Krystallelemente, für die man n^ob den Farmein (9) und [\ 0] in § 7 dieses 
Kapitels erhält: ' / 4 ^ K ' 



COS If^nS] 






so ergiebt sich : 



4 i • • • ■ 

"1 "2 Ö3 

Pa3l/3 = ^31 -i + z/32 ^ + ^g3 ^ 



Worin 



j i. 1 1 ■ I ■ » 



gesetzt ist. Auf dieselbe Weise erhält npuan aus (2) die ümkehrung der 
*^'^ansfonnationsgleichungen (3), nämlich: 

V r^" = ^ *?! + ^12^2^2 + Ci3 031^3 

W (? -- = Cii Ol i?i + 02% + C23 03173 

«2 
~- == C31 Ol 171 + C32 O2 IJ2 + «3 ^3 

03 
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worin; 






gesetzt ist. Aus der Relation : 

erhält man durch die angegebenen Substitutionen : 






Durch die Gleichungen (3) bis (5) ist" der gesuchte Zusammeäbäng der lu- 
dices einer Fläche mit den Indices ihrer Normale, ausgesprochißn. 

/. . § ^0. '■' =• - ••■ ••■- ''■ ''- ■ -'^ ■■•■ 

Biddeuten v^u^u^ die Coorditiaten einer Fläche Ä und ?i ?? ta ^ie Coor- 
dinateh öiner Eante^i; , so nimmt die ganze homogene Function desersten ' 

den Werth Null nur für die der Fläche h parallel laufenden Kantenrich- 
tungen ij und nur für die der Kai|te i; paralfel gehenden Flächen h an. 
Diejenigen Kanten ij, für welche diäse Function einen von Null verschiede- 
nen Werth erhält, schliessen mit der Fläche h einen von 0<> oder 480^ ver- 
schiedenen Winkel ein. Wir wollen jetzt den Zusammenhang des Werthes 
jener Function mit der Grösse dieses Winkels aufsuchen und we^dep zu 
diesem Zwecke den Cosinus des Einfallswinkels einer Kante i; in Beziehung 
auf die Fläche h durch die Goof dinaten von 97 und h ausdrücken. Bedeutet 
V die Normale der Fläche h^ so ist [riv] der Einfallswinkel von iq in Bezug 
auf h. Aus der Formel (5] in'§ 7 dieses Kapitels ergiebt sich: \ 

3 

J COS (ijv) = . 2 c,-fc sin^ (p^ sin (p*) cos [riv^] cos (yi^) 
oder, wenn man die Coordinaten der Normale v mit Vy v^v^ bezeichnetr;« • • 

Ersetzt man hi^in die Coordinaten der Norinaie v durch ihre in den Formeln 
(iy des vongeh § angegebenen Werthe,SQ erhält man: ■ ^ *, . ' _ . 

_ 3 

3 3 

Hierin ist die letzte Summe = für e^ A und = i^ für i = L Demnach 
bleibt : 
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(1) V^ cos (ij 1/) == 't#i f j + U^Si + M3^3 

A.h. die aus den Coordinaten Ut^^ einer Flüche h und den Coordinaten 
Sx $2 §3 einer j zu h nicht parallelen ffaffte rj gebildete ganze homogene Function 
des ersten Grades : . ~ ~ 

«^^l + MjfjH- W3S3 

ist gleich dem Product aius dem Sirius der van dem Pundamentalkanten gebil- 
deten Ecke in den Cosinus des BinfalUufiMcels der Kante rj in Bezug auf die 
Fläche h, , ....•; ..:,..'». . > 

Gleichzeitig ergiebt sich, di^ die GrOssenverbindungen : 

Wi5l +«2& +W3& 

Wl^l+Wif2 + W8^3 

worin ^i §'2 ^z ^^^ Coordinaten einer Kante ' i; bedeuten , dieselben oder 
entgegengesetzt^ Ypr^fticheii ^sit^tof je nachdem die Kanten ij upd. rj' auf 
derselben Seite oiler auf verschiedenen Seiten der Fläche h liegen. 

Werden in die Relation (4/ die Indfces. der Fläche h und der Kante rj 
eingefllhrt, so residtirt : 

(2) -i :t' -r:v " S'co8tT?f')«*fi?i-+ Mi ^h^riz 

worin: 



1 A^'^'** ; ^'^""^ 



. « ■ » * ■ 

gesetzt ist. In dieser Formel (2) ist. die Formel (5) des vorigen §als der 
specielle Fall, wo : 

cos(i;y}ÄÄ= oo80»^= 4 ■ ■ ' ' *■ 

ist, enthalten. . • 

Die bisherigen Resultate dieses Kapitels gestatten uns die im fünften 
^pitel begonnene Untersuchung ttber die Transformation der Indices fort- 
zuführen und iitdbcisendere^ die iietieii Aienetnheiten durch die? bei einer 
solchen Transformation gegeb^nefiiGiNSsse^ aus%u]lrttcken. 

Wir haben dic) neuenAxen pitflD^, g??, 9p,' \^nd die neue Einh^itsjilä^be 
^it i bezeichnet. Es ^eien &i, 62, ^3 die neuen Axeneinheiten undjac die 
Normale der Fläche kj so ist nach Formel^ (4) in § 4 dieses Kapitels: 

4 4^ 4 

Man flhJSf^'also d^t nieuen: Ax!enemheitiBDt, Wenn man die reziproken 
^erthe der Cosinus der Einfallswinkel unserer neuen Axen in Bezug auf 
^e nen^ Einheitsfl^(^e durch die^ltei^ ^xeneinheiten <h(h^i ^^^ Winkel 
2^i8ehen-den .alteQ.Aj^n fcl^^-^s jjj^^ die ,alt^n Indices d^r. Ai^epebenen 
rrf^ undder Fläob« ^. darsteUt« Nach. Formel (S!) d^ vojpigen § ist : 



f. 
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cos (xg)«r= ^ • \knp\ 

cos (Xfl)2) = -^=L^= . !/•»*/•» I 

•cos(jeö>»)«=^=i£=.l/'i/*fc| •■'-■- 
worin nach der in § 7 eingeführten Bezeichnungsweise : 

r 

Hieraus folgen die Y erhMtnlsse def ' beueti Axeielüh'eiteti *X: - ' 

Nach Formel I in § 3 des fjünCten ^J^Htels sind die neuen Indices ^ t^ 
einer Fläche h : 

und nach § 4 dieses Kapitels sind die neuen AxenfbscimiUe der Fläche h -. 

OiJi: OÄ2: 0Äj=«T-^-7^ • • >: - 

k h h ■ ... ,: . I ..; ./> . 

Demnach erhalt man für die Verhältni^e dieser Abschnitte : 



kh' h~\hnpv\rhp\'\rnh\ 



H :.■•. 



Au3 Formel (ii), g^it^.Siä^fr^elH.si^, das«<ztvi^J?i|U^ 



h ^ '{ftf hi A3) tind A' ±^ ' {Hi A'^'s) -' 



.*v • 



f.iiioi'ih.'sr 



f I . 



sejikr'echt auf eiuandör !§t6heri> Wfepnsii^' liiäifc^ 'Äi%^ titiä li^A^^ die 

welche in Bezug la^fj^des 9ystetti vd^ hidtoes vom ersten Grade ist, be- 
fripdjgeft.j Sollen, in ein^^ ^^[^^tallfl^fjhe^coippli^x ^y^Qißfi^ pjf^^.ß^"^^' 

m a n li r«ptodticüf t Gteok. cfer fhedi<dt J Kn^tillogr. ' L^^g. f g^. |$'^ii-i49i ' 
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recht stehende Flächen vorhanden sein, so müssen also die sechs, aus den 
fünf Elementen des Complexes : 

- '- -Ol f «5 : 63 und (tt^tt^), (/r^Tt^), (tt^tt^) 

gebildeten Grössen : 

f2) ^it /^n ^^ «^M ^8t <^ia 

aiai'a2a2'a3a3'a2a3'a3ai'aia2 

welche im Allgemeinen ircatumal sind, durch die vorstehende homoge»e 
Gleichung [h] des ersten Grades mit ganzzahiigen Coefficienten ver)^nüpft 
.sein. Bexeieboen wir die Coefficienten in (4) mit : 

\ h\ ate t*!! , Ä5 Ä'i isi r22 , ^3 ^'s '=^"'^33 

A2 Ä'a H- A3 A'2 ^== 'S! ^23 j ^s^'i 4- Aj A'3' ae 8 fjj , Aj A'2 + A2 Ä'i = 2 ri2 
so können wir die Gleichung (1) schreiben : 



(3) 



'i 






Besitzt ein Krystallflächencomplex zwei auf einander senkrecht stehende 
Flächen, so besteht ^so stets eine lineare homogene Relation (3) mit ganz- 
zahligen Coefficienten zwischen ^4en unteres) aufgeführj^en. Grössen. Umge- 
kehrt ist das Bestehen einer solchen Relation zwar eine nothwendige, keines- 
wegs aber eine hinreichende Bedingung für das Vorhandensein eines Paares 
senkrecht auf einander stehender Flächen. Dj^nn die ganzzahligen Coeffi- 
cienten r^jt i^ der Gleichung (3) sind gewissen Bedingungen unterworfen. 
Zunächst xnu^s die i^qs.den fahlen r^j^ gebildete Determinante verschwin- 
den^ denn es ist : : 

ÄiÄ'i+AA'i- AjÄ'i+'Äii'i Ä3*'i-HÄiÄ's 
&1 A'j •+* h^ h\. hl h\ -^ A2 A'j A3 A'j *^ A2 A'3 
Ai A's 4* A3 h\ * Aj A'3 + A3 A'2 A3 A'3 + A3 A', 

Femer müssen die den Zahlen r^i, r^^^^ r^^ aus der Diagonale dieser 
symmetrischen Determinante. adjungirten Unterdeterminanten vollständige 
Quadrate sein, denn es ist : : . . 



ni ^2 ^15 t 
^"31^32^3» 







r22 ^23 
^32 ^'33 

^M^31 

^3 ni 



= — (A2A'3 — A3A'2)^ 

'i=t ^— (A3 h\ -^ Ai A'3) ^ 



r;;.Si=-(A.A'>-Ä3'^'t)^ 



Daher können wir den S$tz aussprechen : sind die sechs Grössen — ^ 

.•^. ■..•■.•.'• .; -■••»:]-i' •;■• T-'- '■■ •..: .' ■-•jj. ■•■.:•• ■: .• O^Äjj. 

durch einsrhimosftne GleichüHg des ersten. Grades .mit ganzzahiigen Coeffi^ 

Pientm,ri^ wrb¥ind€!n^^So erOhUH der Krystaüfiäckencomfieo^ dann und nur 

d<»n» ein Pao/r mn mtf einander A senkrecht stehenden Flächeny wenn die ' oto 

\ den Coefficienten r,j gebildete Determinante verschtoindet imd atsssei-dem düß 
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den Coefficienten r^x^r^^^ r^ adjungirten UnUrdeterminanten voUitändige 
Quadrate sind. 

In analoger Weise ergiebt sich aus Formel (8) , S* 84^ dass zwei Kanten : 

1 = [V\ ^2^3] und rj' = [ri\ ly'ji^'a] - ■ ■■ ■ • i • 

senkrecht auf einander stehen, wenn die Indices rji r]2f]z und ri\ ij'a^'s ^^ 

Gleichung : 

.3 , 

(1*) '2 Cii^aiäj,riirj'k=^i} 

welche in Bezug auf jedes System von indices vom «rsten Grade 'ist, be- 
friedigen. Sollen iaeinemKrystallflächencomplex zwei auf einander senk- 
recht stehende Kanten vorhandfib sein, so müssen die sechs, aus.ilen fünf 
Elementen des Complexes gebildeten, im Allgemeinen irrationalen Grossen: 

(2*) aittj, 0202, 0303, (^30203, 0310301, 0120^02 

\ 

durch die vorstehende homogene Gleichung (1*) des ersten Grades mit 
ganzzahligen Coefficienten verknüpft sein. Bezeichpen wir die Coefficjenten 
in t^*) mit: '••''- " , 

^1^1.= (?11 f ^2^2 ^= ?22 j . %Y3 == P33 [ 

V2'^'z + »?3»?'2'= *?23 ? ♦7ä^V + W^'3 — «e31 7 ^1 Vi +^2^V — «?:2"' 

■ •• • , ■ ! • ; ■ •. . . •! . . • -1 ■;;*-., : 

soköi^nen wir die GleictiuDg (1?) schreiben:; . .. - i. . 

Auch die ganzzafali^^n Go^fficienten ^^j^ dieser Gleichung sftid gewi^eü 
Bedingungen von derselben Form, wie die vorhin abgeleitetöi/', ' untcfr- 
worfen ; so dass- wir zu dem Satze gelangen: smd die sechs Grössen Cij^^t^j^ 
durch eine homogene Glßichung^ des ersten Grades inü g^n^zahlig!^ Coeffh 
cienten q^j^ verbunden y so ent?iült der Krystallflächenqomplex dann und nur 
dann ein Paar von auf einander senkrecht stehendenr Kanten, wenn. die aus 
den Coefficienten Q^ gebildete Determinante verschwindet und ausserdem die 
den Coefßcienten ipu , ^22? P33 odjungirten Unterdeterminc^nten vollständige 
Quadrate sind. 

§13. - 

*■ 

Wenn auf einer Fläche Ä == {Aj A2 A3} iwei Flächen : 

A' = {A'i A'2 A'3} und A" = {h!\ A"2 h"z} 

senkrecht stehen, so stehen gleichzeitig unendlich viele Flächen auf A senk- 
recht, nämlich alle Flächen der durch A' und A'' bestimmten Zone; (A'^'l- 
Sind die Elemente des Krystaües und die Indices der Fläche A bekannt, so 
findet man die Gesammtheit der zu der Fläche A senkrecht slehöüdefl 
Flächen auf folgendem Wege. Am^ den Gleichungen, welche Aach (4); 
Seite 94 ^ zwischen den Elementen des Krystalles und den I^diees der 
Flächen A, A' und A'' bestehen : 
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(1) 

(2) 



3 



z/.- 



4 ^.Ä 



r- ^^'k = 



hih"k = 



ergeben sich die VerhältDisse der Indices der Durchschnittslinie [h! h"] : 
hih\ — h\ h'\ : A'3 K 1 — h ih ^ : h\h 2 — A 2 ^ 1 ^^^ 

. > 11 h. • > —12/1. • >■ 2Lti^. 



Ol 1 = 101 * «2,==ia< • 03, = ! a^ 



Demnach geht die Gleichung einer beliebigen Fläche l = {likk} ^us der 
Zone [A'A"]: 

(A'2 A"3 — A'3 A'j) li + (A'3 A"i — A'i A"3) I2 + {h\ h'\ . — A'2A"i) 1^ = 

über in : 



3 



J: 



i^hilf, = 



(3) 

ik = 1 «t ^ik 

woraus nach (4), S. 94, folgt, dass die Fläche l ebenfalls senkrecht auf der 
Fläche A steht. Die Gleichung (3) ist eine unbestimmte Gleichung des 
ersten Grades in Bezug auf die Indices Ix l^ l^ der Fläche /. Man findet daher 
die Indices aller auf der Fläche A senkrecht stehenden Flächen durch Auf- 
lösung der Gleichung (3) nach lil^h- 

Bezeichnet man die ganzzahligen Coefficienten in der linken Seite 
von (3): . 

so muss nach § i Sl die aus den Grössen t^]^ gebildete Determinante ver- 
schwinden. Da die Fläche / in der Zone der Flächen A' und h" liegt, so 
können nach § 4 des dritten Kapitels die Indices von { durch die Indices 
von A' und A" und durch einen Parameter X dargestellt werden : 

Ix = h\ -f- lh\ 

h = ^'2 + ^^'2 
k = ^'3 + ^^"3 
Demnach ist : 

oder, wenn man : 

setzt : 

hk = ^ik + ^^ik 
Die aus den Grössen t^j^ gebildete Determinante lautet nun : 

^11 +.^^11 ^2 + ^*12 na + ^«13 
^21 + ^^21 ^22 ~f" ^^22 ^23 "l~ ^^23 
^31 T" ^^31 ^'32 "t" ^^32 ^^33 + ^^33 



oder entwickelt : 

(4) 
worin : 

L i e bi 8 c h , Geometr. Krystallogr. 



5R + iSR, + i.'^^r + i''® = 
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ru ri2 ri3 
81 == r2ir22r23 

^31 ^32 ''33 

^S = ^21 ^22 *23 + 
^31 ^32 ^33 

^11 ^12 ^13 
®r = ^21 *22 ^23 + 
^31 ^32 ^33 



^ 1^12^13 
7*21 *22 ^23 
^31 *32 ^33 

^11 ^'12 ^13 
*21 '22 *23 



*11 *I2*13 
«21 *22 *23 ' 
*31 *32 *33 I 

1*11^12^13 

+ :*21 ^22^23 

I *31 ^32 ^33 

*ll ^12^13 

+ «21*22 ^23 

*3l*82^83 



*31 ^32 *33 

gesetzt ist. Wenn die in (4) auf der linken Seite stehende GrOssenverbin- 
düng der Null gleich sein soll, so müssen gleichzeitig : 

9l=:0, @ = 0, «, = 0, @^ = 

sein. Dass 91 und ® verschwinden müssen, geht nach § 12 schon daraus 
hervor, dass, wie vorausgesetzt wurde, die Flachen h' und Ä" auf der 
Fläche h senkrecht stehen. In diesem Falle müssen aber auch nach § 12 
die den Coefficienten ru, r2a, r^^ und s^, «22» ^33 10 91 und ® adjungirten 
Unterdeterminanten vollständige Quadrate sein:] 



^22^23 
f 32 *^33 

^33 ^31 
^13^1 

^11 ^2 
^21 ^22 



= — (fh A's — A3 Ä'2) ^» 

= — (Äs h\ — Äi A'3) 2, 
= — (ÄlÄ'2 — A2Ä'i)2, 



*22 *23 
*32 *33 

*33 *31 
^13*11 

«11 «12 
«21 «22 



= -(A2r3-A,A'',)2 
= -[Kh\-h^h\)^ 



Da die Flächen h' und h" nicht zusammenfallen dürfen, so dürfen die 
vorstehenden Unterdeterminanten von 9t und ® einander nicht proportional 
sein. Das Ergebniss dieser Betrachtung können \\ir durch den Satz aus- 
sprechen: sind die sechs Grössen — ^^ durch zwei homogene Gleidiungen 
des ersten Grades mit ganzzahligen Coefficienten r-i. und s^j^ verbunden : 



3 






= 



*,A- = 



ijt=i «,ajk 

so enthält der Krystallflächencomplex dann und nur dann eine zu einer Mäche 
senkrechte Zone . trenn die Determinanten 9i. S und die Determirumtenver- 
bindungen 91,, ®^ verschwinden und ausserdem die den Coefficienten r,i, 
rjj, »33 und Sn. «22» *33 "* 9i und @ adjungirten Unterdeterminanten einander 
nicht proportional sind. 

Die in den § li—IS bewiesenen Sätze wurden zuerst aufgestellt von H. St. Smith 
rOn the conditions of perpendicularity in a parallelepipedal s>-stem. Proceed. Crist. 
Soc. London 4877, 40. Proceed. Math. See. London« 4 877, 8, SS — lOS.), der auch die 

FftUe. in denen die sechs Grössen — ^ durch drei, vier oder fünf homoffene Glei- 

chungen des ersten Grades mit ganzzahligen Coefticienten verknüpft süid, ausführlich 
behandelte. 
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Siebentes Kapitel. 
§ 1—4. Die Linearprojection. 



In dem zweiten Kapitel ist auf den projectivischen Character der 
Linearprojection hingewiesen und angedeuter worden, dass diese Projection 
ein Hulfsmittel zur graphischen Darstellung des Zonenzusammenhanges der 
Flächen eines Krystallformencomplexes darbiete. Es soll jetzt gezeigt 
werden^ dass die Linearprojection auch als ein constructives Verfahren zur 
Bestimmung der Lage von Flächen und Kanten aus deren Indices, oder um- 
gekehrt zur Bestimmung der Indi- 
ces von Flächen und Kanten aus 
deren Lage benutzt werden kann. 

Aus den projectivischen Eigen- 
schaften der Linearprojection er- 
giebt sich, dass die Schnitigeraden 
der Flächen und die Schnittpunkte 
der Kanten mit den Indices der 
entsprechenden Flächen und Kan- 
ten bezeichnet werden können, wie 
übrigens auch die.Projectionsebene 
gelegen sein möge. Auf diese Be- 
merkung stützen sich die Lösungen 
der folgenden Aufgaben. 

Es seien die Schnittlinien und 




Ftg. 34. 



die Indices von vier Flächen, welche nicht zu je dreien einer und der- 
selben Geraden parallel gehen : 

r=Ar2r3, r=r\r2n, r^nnn, k=>k,k,k, 

sowie die Schnittlinie einer fünften Fläche t gegeben (s. Fig. 34). Es sollen 
die Indices der Fläche :. 

gefunden werden. — Man bezeichne die von diesen Flächen gebildeten 
Kanten : 

\f'n=¥. [rn^v"' [rf"] = ¥" 
{kn =5t', [kn =x", [kn=w 

Dann liegen in den Flächen /", /*", f*" je vier Kanten , deren Doppel- 
verhältnisse : 

7* 



j'f 



Jfr 



100 Siebentes Kapitel. 

/ tt ttt / /\ / iit f tt _ff^ I t it tu tff\ 

((jp y X r), (f/) (jp X r ;, [(p (p y, t ] 

rationale Zahlen werthe sind. Wie wir in § 5 des vierten Kapitels gesehen 
haben, können diese Werthe durch Construetion mit Hülfe eines Lineais 
und Anwendung eines beliebigen Maassstabes ohne Kenntniss der Winkel, 
welche jene ftlnf Flächen unter einander einschliessen , ermittelt werden. 
Bezeichnet man nun : 

(p\ ii + (p\ A2 + (p\ ki = Ky 

so ist nach § 4 des vierten Kapitels : 

[(p (p % t]±i=^ — TT- T TT-, , ff . 

^/>'"r/.' vv"^ — ^1 ^Vi + y'2 ^ 4- q>'z h 

J^i (p ih+ (p 2h + V ^h 

im'ri^''^y''T"'\ — ^1 y''i ^1 + (p\ k + y' 3 h 

[cpcp ^-K2V\t,+ cp'2h+<p\h 

Man erhält also drei Gleichungen des ersten Grades für die Indices 

hhh') von denen je zwei zur Bestimmung der Verhältnisse dieser Grössen 

genügen. 

Sind die vier zu Grunde liegenden Flächen insbesondere die drei Fun« 

damentalflächen und die Einheitsfläche : 

pi = 100, p2_010, ;)3_o01, e^=\\\ 

so findet man, wie in § 5 des vierten Kapitels ausführlicher dargelegt 
wurde, die Verhältnisse der Indices einer fünften Fläche h unmittelbar 
durch Construetion der Werthe von je zweien der Doppelverhältnisse, durch 
welche in § 3 des zweiten Kapitels die Verhältnisse der Indices der Fläche 
h ausgedrückt wurden. 

Die ümkehrung der so eben behandelten Aufgabe besteht darin, dass 
die Schnittlinie einer Fläche ^, deren Indices bekannt sind, construirt wer- 
den soll , wenn ausserdem nur noch die Schnittlinien und die Indices von 
vier Flächen, f f" f" k^ welche nicht zu je dreien einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen, gegeben sind. — Mit Hülfe der Indices berechne man 
die rationalen Zahlenwerthe der Doppelverhältnisse : 

[<p"(P"'y.'t'), (?>'" r/>' X V) , {<p'(p"x'W') 

und construire dann in den geraden Punktreihen, welche Schnittlinien der 
Flächen ffT sind, die Punkte r t^t"'. 

Analoge Betrachtungen können mit fünf Kanten angestellt werden. 
Das Ergebniss dieser Untersuchung wird durch den folgendem Satz ausge- 
sprochen : 

Wenn von irgend vier , nicht zu je dreien einer und derselben Geradenr 
oder Ebene parallel gehenden Flächen oder Kanten eines Krystalles die Lage der 
Schnittlinien oder Schnittpunkte in einer Linearprojection und die Indices je- 
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geben sind, so können die Indices aller irrigen Flächen und Kanten — oder, 
wenn die Indices aller übrigen Flächen und Kanten gegeben sind, die Schnitt- 
linien und Schnittpunkte derselben — gefunden werden allein mit Hülfe des 
Lineals und eines beliebigen Maassstabes ohne Kenntniss des Centrums des pro^ 
jicirenden Bündels oder der Winkel, welche die Flächen und Kanten desselben 
unter einander einschliessen, oder des Systems, dem der Krystall angehört*). 



nt 



§2. 

Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse entsprechender Elemente 
des Bündels und der Linearprojection ergeben sich Formeln, welche die 
Distanzen der Schnittpunkte durch die Winkel der entsprechenden Kanten 
und die Winkel zwischen den Schnittlinien durch die Winkel zwischen den 
entsprechenden Flächen oder umgekehrt diese durch jene ausdrücken^*). 

Es seien aa!a**a"' vier Kanten eines 
Büschels, AA Ä'Ä" ihre Schnittpunkte auf 
der Projectionsebene (Fig. 35] . Dann ist das 
Doppelverhältniss : 

[aa!a"a'') = [AA'A'Ä")- 
oder: 

sin [a a") sin [a a'] _ A A' AA 

^*' sin [a'a'') '' sin (a'a"') ~ AA' '' AA . 

Bezeichnet man die Winkel : 

(a a') = 1?, , (a a") = ija , (cc a'") = 1^3 
und die Strecken: 

so ist : 

(aV) ={a'a)+{aa") ^ rj^ - m 
(«'«'") = [a'a] + (« «'") = V^-V^ 

^'^" = AA+ A A =t2 —tx 

il'il'" = AA + AA" =t^ —t^ 

und die Doppelverhältnissgleichheit (1) ergiebt: 

h — h . ^3 — ^1 ^ sin (1^2 — ^1) . sin (1^3 — ri{) 

sin rii 



tu 




Fig. 35. 



AA'=t. 



t 



i 



oder: 

(2) 



»23 



?2 ^ ^2 cot IJ2 cot 1^1 

?3 t^ ^3 cot IJ3 — cot IJ1 

Werden die Nenner dieser Gleichung fortgeschafft, so folg : 



*) Dieser Satz wurde von W. H. Miller aufgestellt. On the employment of the 
gnomonic project. of the sphere in crystallogr. Phil. Mag. London. July <859: Art, M — 23. 
**) Vgl. M. Websky. Monatsber. Berlin. Akad. 17. Jan. 1876. Zeitschr. ftirKry- 
«tallogr. 1879. 4, 208. 
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(3) ti fe — h) cot r]i 4- /jf^ — ^i) cot r]2 + kih — h) cot i?3 = 
oder, wenn man : 

^2 — ^3 = (^1 — ^) + (^2 — M 

setzt: 

... t^ — tx ^2 cot ij2 — ^1 cot rix 

^3 — ^1 J3 cot 1^3 — ^1 00t rix 

Ein Kantenbüschcl ist nach § 2 des vierten Kapitels durch drei seiner 
Kanten a a' a", also auch durch zwei seiner Winkel rix ri^ bestimmt. Daher 
sind die einer geraden Punktreihe angehörenden Schnittpunkte m der 
Linearprojection durch drei derselben, AA A\ also auch durch zwei 
Strecken ^^2 bestimmt. Mit Hülfe einer der Formeln (4) . . (4) kann fOr 
irgend eine vierte , durch den Winkel 1/9 gegebene Kante die Strecke t% 
und damit der zugehörige Schnittpunkt gefunden werden. Umgekehrt 
kann für irgend einen vierten, durch die Strecke^ gegebenen Schnitt- 
punkt der Winkel 173 und damit die zugehörige Kantenrichtung ermittelt 
werden. 

Es seien aa'al'o!" vier Flächen eines Büschels, 2121'«"«'" ihre Schnitt- 
linien mit der Projectionsebene. Dann ist : 

(aa'a"a"') = (21 rrr') 
oder : 

sin (g a"\ sin [a a"') _ sin [% r ) sin [% 21'") 

'^^ ^ sin [a'(i') ' sin (a'a'") "" sin (21'»") * sin («'21'") 

Bezeichnet man die Winkel : 

[aa') =1,, (oa") =|2, [ati") = I3 

(ä2i') = «,, (3ir) = s2, (3ir') = s3 

so ist * 

[a'a") =|2-Ii, [a'ci") = §3 - li 

[%' r ) = «2 - sy, [w r ') = «3 - s, 

und (5) geht über in : 

cot ^t C0t^2 __ cot Sx — cot $2 

cot ^i — cot ^3 cot Sx — cot A3 

oder: 

(6) cot ^1 (cot Si — cot ^3) + cot ^2 (cot 53 — eolSi) + cot ^3 (cot Sx — cotÄ2) = ^ 

In Folge hiervon gilt für Flächenbüschel ein, dem vorhin für Kanten^ 
büschel aufgestellten Satze entsprechender Satz. 

§3. 

Es ist üblich zur Projectionsebene einer Linearprojection eine Ebene 
zu wählen, welche einer der Fundamentalflächen parallel läuft. Diese Wahl 
ist namentlich vortheilhaft für die Verwendung der Linearprojection zum 
perspecti vischen Zeichnen der Kry stalle. Ist die Fundamentalfläcbe zugleich 
Symmetrieebene oder steht sie senkrecht zu einer Symmetrieaxe des Kry-r 
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Stalles, so werden durch die Llnearprojection auch die Symmetrieverhalt- 
nisse der Anschauung unmittelbar zugänglich. 

Beansprucht die Ausführung einer Projection auf eine bestimmte Ebene 
mehr Baum als zur Verfügung steht, so entwirft man nach dem Vorschlage 
von F. E. Neumann gleichieitig Projectionen auf verschiedene Ebenen"). 

Für jede Lage der Projectionsebena Itünnen mit BUcksicht auf den 
projeoti vischen Charakter der Llnearprojection die Gleichungen der Schnitt- 
linien und Schnittpunkte aus den Gleichungen der entsprechenden Flachen 
und Kanten abgeleitet werden. Wir beschranken uns an dieser Stelle au 
die Betrachtung einer Llnearprojection, deren Ebene parallel zur Funda- 
mentalflacbe p^ = 001 geht. 

Die Projectionsebene soll die Fundamentalkaote 7t' In dem Punkte P 
[s. Fig. 36] so schneiden, dass die Entfernung dieses Punktes von dem 




Mittelpunkte des Bündels PO = c ^ der Längeneinheit ist. Die Funda- 
mentalflachen pi und p^ schneiden die Projectionsebene in den Geraden a 
und b, welche parallel zu den Fundamentalkanten ?c* und tt^ sind. 

Die Einheitsfiache e" und die Flache h des Bündels scbneiden a, b in 
den Punkten A, B und JV, N. Die Schnittlinien E und H der Flächen e'' 
und k gehen parallel den Geraden «» und lu^ (vergl. S. 16). Aus § 3 [1] des 
zweiten Kapitels folgt, dass : 

*) Vgl. E. Weiss. lieber die krystallogr. Enlwickl. d. Quarz3yst«ms. Abh, 
n sturt. Ges. Hslte. 1860. 6, S. <e des Sep.-Abdr. 
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, , , PA PB . 

^t : Ä2 : /I3 = — : — : 1 

Die hierin auftretenden , von der Geraden H auf a und b erzeugten 
Abschnitte PM und PiV^sind die Plttcke raschen Goordinaten der Schnitt- 
linie H der Fläche h. 

Die Einkeitskante d^ und die Kante rj des Bündels sdineiden die Pro- 
jectionsebene in den Zonenpunkten J und H. Die durch diese' Punkte 
parallel zu den Fundamentalilächen p^ und p^ gelegten Ebenen schneiden 
a, 6 in den Punkten A, B und M, N. Nach § 5 , III des zweiten Ka- 
pitels ist : 

P y4 



— \={ooPBB) = 



PA 

PB 
PB 



und demnach : 

PA = — PA, PB = — PB 

Mit Rücksicht hierauf ergiebt aus § 4 (S) des zweiten Kapitels, dass: 

PM PN ' 

Die hierin auftretenden, parallel a und 6 genommenen Abstände des 
Punktes H von b und a sind die Gartest sehen Goordinaten des Schnitt- 
punktes H der Kante rj *) . 

Die Bedingung daftlr, dass die Kante rj in der Fläche h liegt : 

h^rii + Ä2??2 4-^31^3 = 
geht durch Einfllhrung der vorsiehenden Werlhe für die Indices über in : 

^^^ PM^ PN 

d. i. eine Relation zwischen den Goordinaten einer Schnittlinie und den 
Goordinaten eines auf derselben liegenden ZonenpunkteS; welche in diesem 
speciellen Falle allerdings auch aus der Fig. 36 direct abzulesen ist. Denn 
es ist Dreieck MHM ähnlich Dreieck MNP und demnach: 

PM— PM PN 







PM PN 




woraus 


sofort 


(1) hervorgeht. Setzt man der Kürze 

PA — a, PB — b 


wegen : 


so ist: 






Vi 






PM , PN — -, PM — -, 

m n f^i 


PN * 

V 



*) Vgl. über diese Ableitung W. Fiedler. Darst. Geoni. 2. Aufl. 4875, 534. 
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fo- 






und [1j geht über in: 

(2) 

oder in : 

(3) mv + n^ = ^y 

Die Gleichung einer Fläche oder Kante wird durch die Einführung der 
Verhältnisse der Indices an Stelle der Indioes selbst unsymmetrisch; — ein 
Uebelstand, welcher sich auf die an eine Linearprojectiön anknüpfenden 
Rechnungen überträgt. 

Aus (3] folgt: 



h 
n 



m = — (y — n) 



n = -iu — m) 

Die Goordinaten — = a: und 

m 

= y der Schnittlinie, welche durch 



l^ = 



mv 



n 



nu 
V = - — - — 
II — m 

Die Goordinaten — = f und 
— = t] des Zonenpunktes , der den 




Fig. 37, 



Fig. 88. 



die ZoQenpunkte — und -7-7 geht, 

ftv il V 

ff' Kg. 37), ergeben sich durch 

^^Joiinationaus: 

\_a 4 6 _^ 
X ^ y V 

1^4.11 = \ 
xii yv' "" 



Schnittlinien und -7 — gemein 

m n m n ^ 

ist (s. Fig. 38), ergeben sich durch 

Elimination aus: 






1Q6 
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1^_ 

(4) 
{__ 



V 
V 



-%" 



a b 
a b 

a b 



^i^i! [v — y] K 



^iv — ^ V a 



i- i= 



fiv' — |u V b 



Haben die Coordinaten zweier 
Zonenpunkte — und —, -f dasselbe 
Verhältniss, d. h. ist: 

so gebt ihre Verbindungslinie durch 
den Mittelpunkt P und umgekehrt. 
Hieraus folgt, dass das Verhältniss 
der Coordinaten einer durch den 
Mittelpunkt gehenden Geraden einen 
bestimmten Werth hat. Dasselbe ist: 

y fi^' [v'-r- v)b ju6 

X "~ vv {ju — ju') a V a 

Das Verhältniss der Coordinaten 
einer durch den Mittelpunkt gehen- 
den Schnittlinie ist also durch die 
Coordinaten irgend eines ihrer 
Punkte auszudrücken : 



X : y 



a 



Ist V = v\ resp. /* = /t*' , so 
geht die Schnittlinie parallel der Ge- 
raden a, resp. b : die entsprechende 
Fläche liegt also in der Zone der 
Fundamentalkante tt^, resp. 7t^. 

Liegt einer der beiden Zonen- 
punkte, welche eine Schnittlinie be- 
stimmen, in der Geraden a. resp. 6, 
so ist die von Null verschiedene Co- 
ordinate dieses Zonenpunktes gleich 
der ersten, resp. zweiten Coordinate 
der Schnittlinie. 






m n 

a b 

a b 



n — n 



nm 



-7— a 
n m 



pv'(fi — |U') 1 



1] = 



a 




tn n 
ab 


a 




m'n' 
a b 



m' 



m 



fifit — n m 



b 



Haben die Coordinaten zweier 

Schnittlinien und —7 -7 dasselbe 

mn m n 

Verhältniss, d. h. ist: 

so sind die Schnittlinien einander 
parallel und umgekehrt. Hieraus 
folgt, dass das Verhältniss der Co- 
ordinaten eines unendlich entfernten 
Zonenpunktes einen bestimmten 
Werth hat. Dasselbe ist : 

^ n' — na na 

rj m — m b m b 

Das Verhältniss der Coordinaten 

des auf der Schnittlinie unendlich 

mn 

fern liegenden Zonenpunktes ist also 

durch die Coordinaten dieser Linie 

auszudrücken : 






_ £ Ö 

' m * n 



Ist m = m\ resp. n = n' 



so 



liegt der Zonenpunkt auf der Gera- 
den o, resp. 6; die entsprechende 
Kante liegt also in der FundameBtal- 
fläche p^y resp. p^. 

Geht eine der beiden Schnitt- 
linien, welche einen Zonenpunkt 
bestimmen, parallel zu der Geraden 
a, resp. 6, so ist diejenige Coordinate 
dieser Schnittlinie, welche nicht 
einen unendlich grossen Werth be- 
sitzt, gleich der zweiten, resp. ersten 
Coordinate des Zonenpunktes. 
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Die Coordinaten der Schnittlinie^ 
velche Yerbindungslinie der Zonen- 
)unkte der Kanten : 

esp. : 1 1 = jr : -jr— : c 

, ab 

md i?i%% = -'-:c 



Die Coordinaten des Zonenpunk- 
tes, -welcher Durchschnittspunkt der 
Schnittlinien der Flächen : 

a b 
110 = --: — : c 



resp.: iTO 
und ^1 ^2 ^ 



CO oo 

a — b 

oo 
a 



= — : : c 

oo 



m n 



: c 



'(i'd)i 





J^ ^y/(5> 



Fig. 89. 



Fig. 40. 



ist (s. Fig. 39), erhält man, wenn ist (s. Fig. 40), erhält man, wenn 
man in die AusdrtLpke fUr x und y man in die Ausdrücke für | und rj 



aufs. t06: 

^' = 0, y = o 

pesp.: ju' = Ö , v' = — 
setzt; also: 

Pesp.: 



aufs. 406: 

>n' = 00 , n' =^ oo 

resp. : w' = oo , n' = — oo 

setzt; also: 

a ' . — b 

, 1/ = 



resp.: 

1= 



m — n 
-a 



m — n 
6 



m -[- n ' ' m + n 



— -- - r - -^ h ~ ' 

Die Schnittlinien der Flächen — : : c und — : — : c sind die Dia- 

oo oo oo oo 

pönalen der^Parällelogramme, deren Seiten ihrer Richtung und Länge nach 
lürch: 

Pa , Pb und Pa , Pb 

l^estimmt sind. Die Längen der Diagonalen dieser Parallelogramme seien be- 
zeichnet mit d und d' (s. Fig. 41 S. 108). Dann sind die Abschnitte, welche 

lie Schnittlinie einer Fläche h auf den Geraden — ; — — und — : — er- 
:eugt : 



oo oo 



oo oo 
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d . df 
und 



wi + n 19 — • n 

denn es ist (vergl. Fig. 40 und 44): 



a : d = 



a 



a '. d' = 



m + n Q 
a 



: — , also p = iw + w 



m — n a 



: — , also a 



= vn — w 




Fig. 44. 



Q b 

Sollen die Zonenpunkte — — , 

— , -7 , -17-7; auf derselben Schnitt- 
fjl V fi 'y 

linie xy liegen; so muss: 



X fl 



1A = 4 

y V 



X 11' y v' 

1-^ a-i A — 
Xfi"^y v" ~ 

folglich die Bedingung : 

< 1 . 

ff ff • 

oder: 



Sollen die Schnittlinien — - 

-T -7 , -7f -Tf einen Zonenpunkt J 
gemein haben, so muss : 

folglich die Bedingung : 



m 


n 


1 


m' 


n 


4 


m" 


n 


1 



= 



oder: 
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i 1 I 

-7 1 

1—1 1_1 



= 



oder: 



i« ~r ?r 



v' V — 



19 



erftült sein. 

Setzt man in (5) ^'' = oo, req>. 
/=oound trägt die alsdann aus 
(5) sich ergebenden Werthe von i/', 
resp. ^"j in die Zonenpunktco<H*di- 
naten: 



a b 



a b 



ft oo 



ein, so erhält man die Coordinaten 
des Zonenpunktes derjenigen Kante 

aus dem Büschel der Kanten — und 

— -7 , welche der Fundamental- 

fläche p^ resp. p^, parallel geht, 
lämlich : 

oo ' vv{ji — ^') 

^v' — fi'w b 

^ifji!{v' — v] ' oo 
(Vgl. Fig. 37.) 



?sp. 



m n \ 

m' — m n' — n 
m"— m nT—n 



= 



oder: 



m 



m 



n' 



n 



m 



n' 



n 



m - 

erfüllt sein. 

Setzt man in (5) m" =ss 0, resp. 
n'' = 0, und trägt die alsdann aus 
(5) sich ergebenden Werthe von n", 
resp. mTj in die Schnittliniencoordi- 
naten : 

ab ab 

ein, so erhält man die Coordinaten 
der Schnittlinie derjenigen Fläche 

aus dem Büschel der Flächen 

mn 

und — 7 -7 , welche der Fundamen- 

talkante 7t^, resp. tt^, parallel geht, 
nämlich : 



oo a, 



m 



m 



resp. 



nm 
n — n 



n m 



nm — «km 
(Vgl. Fig. 38.) 



a, oo6. 



§4- 
Beispiel. 

Der Zonenzusammenhang der Flächen des Olivinkrystalles Fig. 42, 
HO aus dem Meteoreisen von Krasoojarsk in Sibirien wird durch die 
nearprojection Fig. 43, S. 111 veranschaulicht*). Die Verhältnisse der 
s:eneinheiten des Olivins sind : 

a:b :c^ 0,4658 : 1 : 0,5866 
Die Symbole der projieirten Formen sind mit Rücksicht darauf, dass 



*; N. von Kokscharow, Materialien zar Mineralogie Rusalands. Petersburg. 
70. (6), 4 4. Tafel 75. Fig. 4. 



die LiDearprojectioD auf die Ebene der Axen a und b eotworfen ist, die 
projicirenden Ebenen also durch den Endpunkt der Einheit von c gehen: 




._(0.0)_(a:A:,) 
c =(00<) = {ooa : cab:c) 



oo ■■ Soo' 



= 11««) =( 



* = (0) () «= (ooa : 6 : e) 
J_(OS))=(ooo:|;cj 

j i=(OH) =(ooo:|:t| 



Fig. il. 



= ((11). 
= (121) = 



(o : 6 : c) 



' ■ - ' =(*31) = 

=(n2)-=(2o; ib-.e] 
Die erste Reihe dieser Tabelle enthalt die BuchslabenbezeichnungeD 
für die nebenstehenden Formen. 

Die LinearprojectioD wurde von F. E. NeumaoD*) ersonneo und ^zuerst von 
G. Rose**] angewendet. Von Fr. A. Queostedt**") wurde sie s(Ater auRftthriicb eul" 
wickelt und in umfasstndw Weise fUrdie Zwecke der geometriacfaeo Kryslallograpbi« 

v«rwerthet. Er bezeichnete die Coordinalen einer SchnitlOache allReraein mH , di« 

eines Zonenpunktes mit tna nb , ao dass die Ausdrücke tut xy und £>; lauten: 



■) Beitrage zur Kryslsltonomie. iSit.Ml. 
**) Ueber einige neue Formen des regulären Krystallsystems. Pogg. Ann. IBU. U< 
488. Taf. IV. 

***! Darstellung und Entwickelung der KryslaliverbBllnisse mittelst einer Projec- 
tionsmethode. Pogg. Ann. 1835. Sl, B03, 651. Entwickelung und Berechnnng des D*t(i- 
liths nach dieser Methode, ib. fW, StS. Bemerking über eine abgekttrale Projeclion. 
ib. id. 379. Hetbode deir Crystallographie. Ttibingen <84i). BeÜrttg«-»irrecbn«iden 
Krystallograpbie. Akad. Progr. d. pbilosopb. FaculUI. Tübingen IBtS. Handbuch der 
Mineralogie.- 1SSS. 1. Aufl. 1863. S. AuQ. 187S. Onindriss der bestimRienden and 
rechnenden Krysisllographie. Tübingen, 4873. 
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Die Formeln (4) ood (S), deren Ableiiong »hon Chr. S. Wei 
enstedl als SecHoDgliBienfonDel und ZoneDpünktformel **). 




Die eoT der SchnUtlinle der ■SMule* a : b -. oa e gelegenen Zonenpunkle Dannte 
Qi]«ii3tedt nach Weiss***) >>Kanlebn>nenpunkle> und die für solche Punkte geltende 
'pecielle F<»'m dvt ZonenpuBkUormel beieichnete er als •KaatenzoDen-GeseUa. 



■) Abhandl. Berliu. Ak«d. tSiO. 1S9. 
") Meth. d. Kryst. 48*0. 68. 
"•) Ueberd. Theoriedes Epidolsyslems. Abbandl. Berlin. Aka^. ^18)8- 
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Achtes Kapitel. 

§ 1. Die Polfignr eines Krystallpolygders. § 2—5. Eigenschaften einer 
stereographischen Projection der Polflgur. § 6. Eigenschaften des Mittel- 
punktes der Projection eines Zonenkreises. § 7. Eigenschaft der Projection 
des Poles eines Zonenkreises. § 8—11. Constmction der stereographischen 
Projection einer Polfigur. § 12. Die gnomonische Projection einer Polfigur. 

§ 13. Historisches. 



§1. 

Für die Lösung aller Aufgaben über den Zonenverband der Flädien 
eines Krystalles gewährt, wie wir gesehen haben, die Linearprojection ein 
leicht herzustellendes graphisches Httlfsmittel. Allein sie beansprucht in 
vielen Fällen einen so grossen Raum zu ihrer Ausführung, dass sie dadurch 
an praktischem Werthe verliert. Daher ist ein Verfahren zur übersicht- 
lichen Darstellung aller Krystallflächen und ihres Zonenverbandes in einem 
endlich begrenzten Bilde, wie es die von F. E. Neu mann in die Krystal- 
lographie eingeführte stereographische Projection der Polfigur eines Kry- 
stalles darbietet, für die geometrische Untersuchung der Erystalle unent- 
behrlich. Wir wollen in diesem Kapitel die für unsere Zwecke in Betracht 
kommenden Eigenschaften und die Regeln zur Ausführung der in Jieie 
stehenden Projection angeben. 

Wir stellen uns vor, dass die Flächen eines Krystallpolyöders um die 
Strecke r von einem und demselben Punkte S im Innern des Polyeders 
entfernt seien. Dann kann dem Polyeder eine Kugel mit dem Mittelpunkte 
S und dem Radius r eingeschrieben werden. Der Berührungspunkt einer 
Polyäderiläche mit der Kugeloberfläche, der zugleich der Fusspunkt der 
von (S auf die Polyäderfläche gefällten Normale ist, wird der Pol dieser 
Fläche genannt. Die Gesammtheit der Flächenpole eines Krystalles heisst 
die Polfigur desselben. Die Flächen einer Zone liefern Pole die in einem 
Hauptkreise der Kugel, dem sog. Zonenkreise jener Flächen liegen. Die 
Richtung der Zonenaxe bestimmt die beiden einander diametral gegenüber- 
liegenden Pole des Zonenkreises. Wir werden Flächenpole und 
Zonenkreise mit den Buchstaben bezeichnen, welche die ihnen entsprechen- 
den Flächen und Zonenaxen tragen. 

Ist der Radius r = 1 , so ist der sphärische Abstand zweier Flächen- 
pole h und Ä', d. i. derjenige, über welchem sich die Kante der beiden zu- 
gehörigen Flächen h und h' befindet, gleich dem Bogen des Normalenwin- 
kels, also auch gleich dem Bogen des Flächen winkeis [h K) und der sphS- 
rische Abstand der Pole zweier Zonenkreise 17 und rf gleich dem Bogen des 
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Winkels zwischen den entsprechenden Zonenaxen. Da auf Grund dieser 
Eigenschaft die Grössen der Flächen- und Kantenwinkel in die Polfigur 
leicht eingetragen werden können, so gewährt diese Figur eine auf anderen 
Wegen nicht erreichbare Uebersicht der bekannten und der noch zu be- 
rechnenden Winkel eines KrystallpolyOders. Sie ist, wie F.E. Neumann 
bemerkt hat, der natürliche Ausgangspunkt für den Gebrauch der sphäri- 
schen Trigonometrie bei der Krystallberechnung und soll daher in diesem 
Sinne später verwendet werden. 

Wir haben gesehen (S. 14), dass zur Bestimmung der Lage einer 
Ebene oder einer Geraden eines Bündels die Angabe zweier Winkel er- 
forderlich ist; und dass es im Allgemeinen für die zu bestimmende Ebene 
oder Gerade zwei von einander verschiedene Lagen giebt. In analoger 
Weise ist die Lage eines Punktes auf der Kugeloberfläche durch zwei Bogen 
im Allgemeinen zweideutig bestimmt. Sind für einen Punkt c die sphä- 
rischen Abstände [ca) und (cb) von zwei festen Punkten a und b gegeben, 
so ist c einer der beiden Durchschnittspunkte der um a und b als Mittel- 
punkte, mit [ca) und (c6)als sphärischen Radien beschriebenen Kugelkreise. 

Wie nun die Lage einer Ebene h eines Bündels nach § 4 des sechsten 
Kapitels eindeutig bestimmt ist durch die beiden Verhältnisse der Cosi- 
nus der drei Winkel, welche ihre 
Normale v mit den Axen 7t^7t^7t^ 
einschliesst, so ist auch durch die 
beiden Verhältnisse der sphärischen 
Abstände eines Punktes der Kugel- 
oberfläche von drei festen Punkten 
derselben die Lage des ersteren 
Punktes fixirt. Gehen die Krystall- 
axen Tt^TC^Tt^, deren Einheiten 
sich wie % : 02 : 03 verhalten, vom 
Mittelpunkte der Kugel aus und 
sind OHu OH^, OH^ die Axen- 
schnitte einer zur Ebene h = 
{^1^2^} parallelen Ebene (Fig. 44), 
so finden die Beziehungen statt : 




Fig. 44. 



(1) 



4 



1 



4 



Ai 



0^1 * OH^ ' OH^ ax 0% 03 



= '-^ : — : -^ = cos [v7t^] : cos [vTt'^) : cos [vtc^) 



Die hierdurch eindeutig bestimmte Richtung der Normale v schneidet 
die Kugeloberfläche in dem Pole der Fläche h. 

Man kann jedoch die Lage eines Poles h durch zwei von einander un- 
abhängige Grössen bestimmen , wenn man von einem festen Pole p und 
einem durch diesen gelegten Bauptkreise tc ausgeht. Dann hat man den 
sphärischen Abstand [ph] und den von den Hauptkreisen ph und tz einge- 
schlossenen Winkel anzugeben , wenn die Lage des Poles h beschrieben 
werden soll. Sind nun no<A der Sinn, in welchem die Bogen von p aus auf 

Liebisch, Geometr. Eryatallogr. 8 
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dem Hauptkreise ph und der Drehungssinn, in welchem die Winkel mit 
dem Scheitelpunkte p auf der Kugel beschrieben werden sollen , bekannt, 
so bestimmen der Bogen (ph) und der Winkel (ph'^ft) die Lage des Poles h 
eindeutig. Man nennt diese beiden Grössen die Polarcoordinaten 
des Poles A. 

W^ir wollen nach dieser Bestimmungsmethode die Lage des Poles einer 

Kr^-stallfläche AsfA^As^} 
beziehen auf den Pol p' der 
Axenebene {004} und den 
Hauptkreis 7t^, dessen Ebene 
auf der Axe [400] senkrecht 
ist. Es entsteht jetzt die 
Aufgabe , die Beziehungen 
zwischen den Krystallele- 
menten, den Indices der 
Fläche A und den Polarcoor- 
dinaten ihres Poles .aufzu- 
suchen. 

In Fig. 45 bedeuten 
7t^ Tt^n^ die Punkte, in denen 
die Yon dem Kugdmittelpunkt 
ausgehenden Axen die 
Kugeloberfläche durdistos- 
sen, p^p^p^ diePoleder Axen- 
ebenen (4 00},{04 0},{004} und 
A den Pol der Fläche (A^ A^ A,}. 
In den sphärischenBreiecken : 




Fig. 45. 



fiTt^p^j hTt^p^ 
hic^p^j liTt^p^ 
fiTC^p^, hjt^p^ 

die den Eckpunkt A gemein haben, sind die dem Punkt A gegenüberliegen- 
den Seiten = 90^ Femer sind auch die Summen der Winkel : 

[Tt^p^h) + (A/>V^) = i^^P^h) + ;ä/>V) = ^Ö® 
[Tc^p^h) + [hp^p^) = (TT^ptÄ) + (Äpip») = 90 
(TT^pi A) + (ÄpV2) = (Vr3p2A) 4. (Ap2pi) = 90 

In dem sphärischen Dreieck A ic^p^ ist nach Formel (2) in § 3 des 
sechsten Kapitels : 

cos (Att^) = cos (tv^p^) cos (p^h) — sin [tv^p^] sin {p^h) cos (^*p*Ä) 

worin tt* den Gegenpunkt von tt* bedeutet. Nun ist (/r*/>2) == 90<> und 

— cos [Tt^p^h] = cos [hp^TC^] = cos {[hp^p^) — 90<>} = sin (Ap^p'j 

(olglich: 

cos (Att^) = sin [p^h] sin^Ap2p3) 

In dieser Weise findet man folgende Relationen : 
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cos (Att*) = sih [p^Ä) sin [hp^p^) = sin (p^h) sin [hp^p^) 

(2) cos (Att^) =? sin [p^h] sin (hp^p^) = sin (p^A) sin [hp^p^] 

cos (Att^) =s sin {p^h) sin (Ap^p^j 5:^ sin (p^h) sin (Ap^^i) 

Bezeichnet man mit (p^), (p^); (p^) die Aussenwinkel des sphärischen 
Dreiecks p^p^p^, so ist die Summe der Winkel : 

(p2piÄ) + (Apips) = iSQO—(p\) 
(p3p2Ä) -j- (Ap2pi) = 180 — (p2) 
(pip^A) + (Ap3p2) = 180 — (p^) 

Demnach ergiebt sich aus (1) und (2): 

cos (A 7t^) _ h^ 03 _ sin {(p^) + (Ap^p^;} 
cos (A 7t^) 7~ A3 02 sin [hp^p^) 

cos (A 7t^) A3 Ol sin {(p2) + (Ap^p^)} 

cos (Att^) Aj 03 sin [hp^p^] 

cos(Ayr^) Aj 02 sin {(p^) 4- (Ap^p^)} 

cos (Att^) A2 Ol sin (Ap^p^) 

Wird auf beiden Seiten einer jeden dieser Gleichungen die Einheit 
addirt und subtrahirt, so erhält man durch Division der so entstandenen 
Ausdrücke und mit Rücksicht auf die bekannten Formeln: 

sin 0? + sin y ^__ tan \{x + y) 
sin a? — sin y tan ^(x — y) 

folgende Relationen : 

tao/(Apip2) 4- ^j = tan i^ tan (1.35«— D,) 

(3) . ten |(Äp2p») + i^J. = tan -^ tan (136 - !Cj) 

tan Uhpip^) + ^1 = tan M tan (1 35 - 353) 
worin S)j ^ 1)3 bestimmt sind durch : 

tanD, =^^ 

. A3 02 

(4) . tan©, = Jä£l 

tan!D3 = Ji^ 

' ^ ^2 0^ 

Auf Grund dieser Beziehungen verfährt man bei der Berechnung 
*^r Polar CO ordinateo (p^A) und (p^A^Tr^) des Poles A aus den Indices 
^^&3 und den Erystallelementen : 

8* 
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in folgender Weise. Man berechnet zuvörderst aus (4) die Werthe von ü)} 
und ^^j darauf aus (3] die Winkel [hp'^p^ und [hp^p^]. Dann kennt man 
in dem sphärischen Dreieck hp^p^ eine Seite [p^p^) = (^*) aus der Formel : 

ton2 l!^ — sinP. sinP — (pi) 

2 — sin P — (p2) . sin P — (p») 
worin : 

2 P = (pl) + (p2) + (p») 

gesetzt ist, und die beiden anliegenden Winkel : 

(Äp2p3)_i800 — (p8p2Ä) 
(p2p3Ä)= (p3) _(/ip3pl) 

Demnach kann die Seite [p^h) berechnet werden. Schliesslich findet 
man den Winkel: 

(p3Ä*7ri) = (Äp3p2)= 1800 — (p2Ä3A) 



7^~ 



Die centralperspectivische Abbildung der Polfigur eines Krystalles von 
einem Punkte der Kugeloberfläche aus auf eine zum Radius des Punktes 

normale Ebene heisst eine 
stereographische Pro- 
jection der Polfigur. 
Es ist zweckmässig, die 
Projectionsebene durch den 
Mittelpunkt £ der Kugel zu 
legen. Dann erftlllt die Ab- 
bildung derjenigen Hälfte 
der Kugeloberfläche^ weldie 
um den Gegenpunkt ff von 
herum liegt, die Fläche 
des Aequatorialkreises oder 
Grundkreises, d. i. desjeni- 
gen Hauptkreises der Eagd, 
in welchem die Projections- 
ebene die Kugeloberfläche schneidet. Wir wollen uns die Projection über 
dem in der Ebene der Zeichnung liegenden Aequatorialkreise convex, dem- 
nach 0, das Gentrum der Projectionsstrahlen, unter der Ebene der Zei<^ 
nung befindlich vorstellen. 

Man wählt zur Projectionsebene stets die Normalebene einer möglichen 
Krystallkante. Dann liegen also in dem Aequatorialkreise die Pole der 
Flächen aus der Zone dieser Kantenrichtung. 

Die Projection 1^ des Flächen poles h muss in der Meridianebene A6() 
von h liegen (s. Fig. 46). Bezeichnet man den Winkel (tXSA) mit «, so ist 




o 



Fig. 46. 
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Winke] {0'0h)=^, folglich die EntferDung der Projection ^ von dem 

Hiltelpunkt @ der Kugel ; 

(1) S^ =» r tan I 

Die ProjectioDen ^ und ^ von Pol und Gegenpol liegen in der Meridian- 
ebene dieser Pole auf einer durch den Hittelpunkt l£ gehenden Geraden 
und zwar auf verschiedenen Seiten von IS.; das Producl ihrer Entfernungen 
vom Mittelpunkt S ist constant und gleich dem uegaltveo Quadrat des 
Kugelradius, denn es ist, wie aus Fig. (6 ersichtlich: 



(2) 
folglich: 

(3,1 



C^ = — 



26 . @^ = — rr 



Eine der wichtigsten Eigenschaften der stereographischen Abbildung 
einer Kageloberflache besteht darin, dass die Projeclionen aller 
Kugelkreise, welche 
nicht durch das Cen- 
trum der Projec- 
ttoQS strahlen gehen, 
wieder Kreise sind. 

Der Beweis dieses 
Satzes ergiebt sich*] aus 
der Betrachtung von Fig. 
47. Es sei m die Spitze 
des Kegels, der die Kugel 
in dem abzubildenden 
Kugelkreise berührt. Eine 
der durch mO gehenden 
Ebenen schneide diesen 
Kugelkreis in den Punkten kk und die Kugel in dem Kreise Okk, in dessen 
Ebene die nebenstehende Zeichnung ausgeführt ist. Die Gerade kk treffe 
die Gerade m in dem Punkte m' und die in an die Kugel gelegte Tan- 
gentenebene in dem Punkte n. Dann ist n der Pol der Geraden »i in Be- 
zug auf den Kreis Okk; denn die Gerade kk ist die Polare des Punktes m 




Fig. *7. 



") Nach W. Fiedler. DaraUllende Geometrie, a. AuQ. 4879. S. 875. —Andere 
Beweise s. bei J. Graillch. Lehrb. d. Krystallogr. isss. g 380. V. von Lang. Lebrb. 
der Krystallogr. 48«t. £ S3. E. Renich. Die stereogr. Proj. I8S1. g i. R. Baltier. 
Elem. d. Math. 8. Anfl. 1B70. S, 118, 19S— 1»». 
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und die Tangente On die Polare des Punktes in Beziehung auf denselben 
Kreis. Demnach ist das Doppelverhältniss : 

{hkm'n)= — i 

Den Punkten hkm'n der Geraden hk entsprechen in der Projections- 
ebene die Punkte ff Im" und ein unendlich entfernter Punkt. Folglich ist: 

also m" die Mitte von 1^1. Dies gilt für irgend eine unter den durch die 
Gerade mO gehenden Ebenen. Es ist demnach in der That die Projection 

des abzubildenden Kugelkreises wieder ein Kreis und 
zwar ist der Mittelpunkt des letzteren Krei- 
ses die Projection der Spitze des, dem 
ersteren Kreise zugehörigen Tangenten- 
kegels. 

Die Ebene der Zeichnung in Fig. 48 sei die durdi 
die Geraden mO und 00' gehende Ebene, welche den 
abzubildenden Kugelkreis in den Punkten dd' und die 
Projection desselben in den Punkten W schneide. Be- 
zeichnet man die Winkel : 




so ist: 



(O'ßd) 



u 



Fig. 48. 

also der Durchmesser: 



tan - = — 

21 r 



tan — ^ 



2 



. lu u'\ 



u 
tan- 



t) 



u u 

cos - cos -pr 

2 2t 
je nachdem die Punkte b und b' auf derselben Seite oder auf verschiedenen 
Seiten des Mittelpunktes S liegen. 

Die Abbildungen der durch das Centrum der Projectionsstrahlen 
gehenden Kugelkreise sind die Durchschnittslinien der Ebenen dieser 
Kreise mit der Projectionsebene. 

Eine wichtige Eigenschaft der stereographischen Projection, auf die 
wir jedoch hier nicht näher eingehen können, besteht darin, dass die 
kleinsten Flächenelemente der Kugeloberfläche den entsprechenden Flächen- 
theilen ihrer Abbildung geometrisch ähnlich sind. Die stereographische 
Projection ist eine conforme Abbildung. Der Winkel zweier Kagel- 
tangenten in einem Punkte h der ICugeloberfläche ist dem Winkel gleich, 
den die Projectionen der Tangenten im Punkte 1^ einschliessen. Daher 



f S — S. EigenscbafleD einer itereographiechen Projeclion der Polflgnr. 1 19 

schneiden sich die Projectionen zweier Kurven unter demaelben Winkel, 
den die Kurven bilden , oder m. a. W. eine sphärische Figur und eine 
stereographische Projection derselben sind isogonal*]. 

§i. 

Ist der abzubildende Kugelkreis ein Hauptkreis, so geht der 
Tangentenkegel in einen Gylinder über. Man erhalt den Hittelpunkt 
der Projection eines solchen 
Kreises als Schnittpunkt der 
von dem Gentrum der Pro- 
jectionsstrablen parallel zur 
Axe des Gylinders gezogeneu 
Geraden und der Projections- 
eboDe. 

In Fig. 49 sei pp die 
Normale des abzubildenden 
Hauptkreises, der die durch 
die Geraden 0' und pp 
gebende Ebene der Zeich- 
nung in den Punkten h und h 
schneide. Der durch paral- 
lel zur Normale pp, d. h. zur 
Axe des dem Bauptkreise zugehörigen Gylinders gehende Projectionsstrahl 
treffe die Projectionsebeae in dem Punkte m, dem Mittelpunkte der Pro- 
jection des Bauptkreises. Der Radius i des Projectionskreises ist : 

Demnach ist die Entfernung des Mittelpunktes m von dem Gentrum des 
Aequatorialkreises : 

Bezeichnet man den Winkel, den die Normale IS 0' der Projectionsebene 
mit der Normale (ip des abzubildenden Hauptkreises einschliesst : 



hx 


y y ^^ / 







Fl«. 1 



SO Ut Winkel : 




(O'l54) = .;+90«, 


(O'S») = »-90« 


«(tfoSl^K + SO«, 


8(0'0»l=i,- 901 


Da nun : 




laii(0'05)=y 


lan(0'OS)=^ 


so erhalten wir: 




•) Vgl. hierüber n. A. R. Ballier. 


Elem. der Malhem. 3. f 
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gl^ = r tani(t; + 900), ß]^ == r tan {-(t; — 90«) 

Also ist die Entfernung @tn ausgedrückt durch den Kugelradius r und 
den Winkel v : 

Sm = ^ [tan \{v — 90») + tan {{v + 90»)] 
r sin v 



2 cos \(v — 900) cos |(v + 90») 
= r tan v 
und der Radius r ausgedrtlckt durch dieselben Grössen : 

r = I [— tan i (v — 900) + tan \(v + 900)f 

r 1 



r 1 

2 cos i (v — 90«) cos i (t; -h 90«) 



cos V 

Dieselben Werthe für dm und r erhält man aus dem bei d recht- 
winkligen Dreieck 0(S,m. Denn es ist: 

Om = ]^m = m^= x 
((50m) = i; 
also in der That : 

gm==rtani;, Om = r= 

cos V 

Die Kreise der Projectionsebene, welche stereographische Abbildungen 
von Hauptkreisen der Kugel sind, schneiden den Aequatorialkreis in je 
zwei einander diametral gegenüberliegenden Punkten desselben. Umge- 
kehrt ist jeder Kreis der Projectionsebene, der einen Durchmesser des 
Aequatorialkreises als Sehne Überspannt, die stereographische Abbildung 
eines Hauptkreises der Kugel. Da die Pole der Flächen einer Zone auf einem 
HauptkreisC; der dann Zonenkreis genannt wird, liegen, so müssen also 
die Projectionen dieser Pole auf einem Kreisbogen liegen^ der einen Durch* 
messer des Aequatorialkreises zur Sehne hat. 

Die Abbildungen derjenigen Hauptkreise, welche durch das Gentrum 
der Projectionsstrahlen und dessen Gegenpunkt 0' gehen, sind unbegrenzte 
gerade Linien durch den Mittelpunkt (E der Projection. Diese Geraden 
fallen mit den Schnittlinien der Ebenen ihrer Kreise und der Projections- 
ebene zusammen. 

§5. 

Das im vorigen Paragraphen beschriebene Verfahren zur Construction 
des Mittelpunktes der Projection eines Zonenkreises führt uns auf einen 
bemerkenswerthen Zusammenhang der Linearprojectlon eines 
KrystallpolySders mit der stereographischen Projection 
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der Polfigur desselben^). Denken wir uns die Geraden und Ebenen, 
welche den Kanten und Flächen des Polyeders parallel laufen und das 
System der Zonenpunkte und Schnittlinien in der Linearprojection auf der 
Projectionsebene der stereographischen Projection erzeugen, durch den 
Punkt gelegt, so fällt der Zonenpunkt einer Kante mit dem Mittelpunkte 
der stereographischen Projection des Zonenkreises derselben Kante zusam- 
men. Demnach ist die Yerbindungsgerade der Mittelpunkte der stereo- 
graphischen Projectionen zweier Zonenkreise in der Linearprojection die 
Schnittlinie derjenigen Fläche, deren Pol der Schnittpunkt der beiden 
Zonenkreise ist. Dieser Zusammenhang kann auch so ausgesprochen wer- 
den: die Schnittlinie einer Fläche in der Linearprojection ist der geomcr 
trische Ort der Mittelpunkte der stereographischen Projectionen aller 
Zonenkreise, welche zu den in der Fläche gelegenen Kantenrichtungen ge- 
hören und demgemäss durch den Pol der Fläche gehen. 

Hierauf kann ein Verfahren zur Constniction der stereographischen 
Projection einer Polfigur mit Htllfe der zugehörigen Linearprojection ge- 
gründet werden (vergl. unten S. 130— -134). 

§6. 

Durch die stereographische Projection der Polfigur eines Kry^alles 
wird jeder Krystallfläche ein Punkt, die Projection ihres Poles, und 
jeder Krystallkante ein Kreis, die Projection ihres Zonenkreises, in der 
Projectionsebene zugeordnet. In Folge hiervon gehört aber auch in der 
Projectionsebene zu jeder Kante ein Punkt, nämlich der Mittelpunkt 
der Projection ihres Zonenkreises, und zu jeder Fläche eine Ge- 
rade ; denn wie aus der in § 4 angegebenen Construction der Projection 
eines Zonenkreises hervorgeht, ist der geometrische Ort für die Mittel- 
punkte der Projectionen aller Zonenkreise eines Büschels, d. i. aller Zonen- 
kreise, die einen Pol und dessen Gegenpol gemein haben, eine Gerade, 
nämlich die Schnittgerade der durch senkrecht zu dem Kugeldurchmesser 
jenes Poles gelegten Ebene und der Projectionsebene. 

Seien nun 17, r]\ r[\ rf*' vier Zonenkreise eines Büschels und m, m', 

m", m"' die Mittelpunkte ihrer Projectionen ; Da die Geraden von nach 

diesen Mittelpunkten dieselben Winkel unter einander einschliessen wie 

jene Zonenkreise, so ist das Doppelverhältniss : 

[l] [rir{rfrf') = [xam'Xül'xa'") 

oder: 

sin [ri r{') s\ii{rirf') mm'' mm' 

sin [rfrO '' sm{riY) ~ m'm" '' m' m' 

Es sei k der den Zonenkreisen des Büschels gemeinsame Pol und I die 

l^jection desselben. Bezeichnet man die Verbindungslinien (s. Fig. 50, 

S.122): 

fm = if, Im' = if', fm" = i/", Im"' = 3f"' 






*) Ygl. W. H. Miller. Crystallogr. notices. Phil. Mag. London. May. 1860. 
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SO ist das Doppelverhältniss: 

imm'm"m"') = {MM'M'M"') 

§ 

Ein fünfter Zonenkreis ^ schneide die Zonenkreise ij, ij', rj'% rf' be- 
ziehungsweise in den Polen A, A', h", A'", dann ist auch: 

(2) {f}rj'r]"rj"'l = {hh'h"h"') 

Es sei } der Mittelpunkt der Projection des Zonenkreises ^. Dann sind 
die Verbindungslinien : 

die geometrischen Orte für die Mittelpunkte der Projectiönen derjenigen 
Zonenkreise, welche beziehungsweise durch die Pole A, h', h^, h"' gehen, 
und es ist : 

(min'm"m'") = (rrrr') 
folglich auch : 

(3) [hKh"h!") = [TTrr') 

d. h. das Doppelverhältniss von vier Zonenkreisen eines 
Büschels ist gleich dem Doppelverhältniss der Mittel- 
punkte der Projectiönen dieser 
Kreise, und das Doppelverhältniss 
von vier Polen eines Zonenkreises 
gleich dem Doppelverliältniss der 
diesen Polen zugeordneten Geraden 
in der Projectionsebene. 

Drückt man die Doppelverhältnisse durch 
Indices aus, so ergiebt sich: 

Die Symbole der Kanien und 
Flächen eines Rrystalles können 
übertragen werden auf die, den 
Kanten und Flächen in der stereo- 
graphischen Projection der Polfigur 
des Krystalles zugeordneten Punkte 
und Geraden. 

Auf Grund dieser Eigenschaft können 
in einer stereographischen Projection eines Krystalles dieselben Angaben 
gelöst werden, welche in § i des siebenten Kapitels mit Hülfe einer Linear- 
projection behandelt wurden. Es ergiebt sich hier ein dem Satze auf S. <öö 
— 101 vollkommen entsprechender Satz*). 




Fig. 50. 



§ 7. 

Zu jedem Zonenkreise gehören in der Projectionsebene ausser dem 
Mittelpunkte seiner Abbildung noch zwei andere Punkte : die ProjedioneB 



^) Vgl. W. H. Miller. Cryslallogr. Notices. Phil. Mag. London.. May. 1860, 



S 7, EigeDscbaft der Projeclion dM Poles eines Zonenkrelsei. 
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seines Poles und dessea Gegenpoles. Vod dieseo letiteren Pankten wollen 
wir hinfort denjenigen, der sich auf der oberen, den Punkt Cf einschliessen- 
den Hälfte der Eugeloberflache befindet, kurz als den Pol des Zonen- 
kreises bezeichnen. In Fig. 49 ist;) der, auf der oberen Kugelhalftebe^ 
findlicbe Pol des Zonenkreises, dessen Ebene die Ebene der Zeichnung in 
den Punkten h und Ä schneidet. Der Abstand iSf) seiner Projection "^ von 
dem Mittelpunkte 6 der Projeclion ist : 

(Sp = rtanö 

Auf einer Eigenschaft des 
Punktes }), welche wir jetzt ab- 
leiten wollen, beruht die Con- 
structiön der sphärischen Entfer- 
nung zweier Punkte der Kugel- 
oberflache*). 

Zwei Hanptkreise ^ und ti, 
Welche wir uns der bequeme- 
ren Uebersicbt wegen auf der 
Ebene der Zeichnung in Figur 
5-1 senkrecht stehend denken, 
besitzen zwei Paare von Pol 
und Gegenpol, OC und p^, 
welche so bezeichnet sein sollen, 
dass die Pole undp, beziehungs- 
weise deren Gegenpole 0' und p, 
symmetrisch liegen zum Halbiningskreise aa 
des Winkels, den die Hauptkreise ^ und Ji in 
ihrem Durchschnittspunkte 0" bilden. Die Ver- 
bindungslinie der Päle und p ist Axe 
Büschels von Kugelkreisen, von denen jeder auf 
den Hauptkreisen p und it gleiche Bogen ab- 
schneidet, letzlere gemessen von dem Durch- 
schnittspunkt 0" der Kreise (> und rt aus ; also : 
0"A, = 0"A, 0"Ai = 0"*, AiJS;, = hk. 
Werden nun der Hauptkreis ^ zum Grund- 
treise einer slereographiscben Projection der 
Kugelober fläche und der Pol desselben zum 

Ausgangspunkte der Projeetionsstrablen gewählt, so sind die Punkte ^I)] die 
Projeclionen der Pole ftftp^ während A, fti 0" mit ihren Projeclionen zusammen- 
fallen (s. Fig. 52] . Die Geraden t)^A| und \\k\ sind die Abbildungen der 
Kugelkreise pAAj und pÄft,. Der Bogen \\ ist die Projection desBpgens Aft, 




Fig. Bä. 



) V. von Lang. Lehrb. der Krystallogr. ISS6. 1»S. Reuse ha. a. 0. 1f, b.. 
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Während der Bogen Ai k^ mit seiner Projection zusammenfällt. Daraus er* 
giebt sich die Richtigkeit des folgenden Satzes : . ^ 

Sind ^l die Prqjectionen der Flächenpole hk und p die Projection des 
Poles p des Zonenkretses 7t ^=[hk], so bestimmen die Verbindungslinien pjf 
und i))I auf dem Grundkreise einen Bogen hi k^, der gleich dem Bogen hk ist, 

§8. 

Die angeführten Eigenschaften der stereographischen Projection einer 
Polfigur gestatten uns jetzt die auf die Construction derselben bezüglichen 

Regeln zusammenzustellen. 
Wir setzen dabei Yoraus, 
dass der Radius r des Grund* 
kreises bekannt sei. 

i) Projection eines 
Poles. Sind die Meridian- 
ebene eines Poles h und die 
Lage des Poles in ihr ge- 
geben, so findet man (Fig. 
53) die Projection ]^ des Poles 
als Durchschnittspunkt der 
Geraden Oh mit der Projeo- 
tionsebene. In analoger 
Weise wird die Projection j^ 
des Gegenpoles h von h ab 
Durchschnittspunkt der Geraden Oh mit der Projectionsebene gefunden. 
S] Projection eines Zonenkreises. Zwei Fläcbenpole h und i, 








Fig. 53. 





Fig. 54. 



Flg. 55. 



welche nicht einander diametral gegenüber liegen, bestimmen einen Zonen- 
kreis [hk]. Sind die Projectionen if und I der Pole h und k gegeben, so 
muss die Projection des Zonenkreises [hk] nach S. 420 ein Kreis sein, der 
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durch 1^ und I geht und den Grundkreis in zwei einander diametral gegen- 
überliegenden Punkten schneidet. Man findet einen zur Construction dieses 
Kreises erforderlichen dritten Punkt desselben, indem man die Projection 
des Gegenpoles h von h oder k von k construirt. In Figur 54 ist die Pro- 
jection ff von h ermittelt worden, indem die Meridianebene der Pole h und k 
um ihre Durchschnittslinie mit der Projectionsebene in diese letztere Ebene 
umgelegt gedacht und darauf die Construction von ff nach 4) ausgeführt 
wurde. Die Richtigkeit der Construction ist daran zu prüfen, dass der 
Kreis durch die Punkte ^I^ den Grundkreis in zwei Punkten schneiden 
muss, deren Verbindungslinie durch d geht *) . 

In dem besonderen Falle, wo die Flächenpole h und h' von dem Punkte 
(/j also auch die Projectionen 1^ und 1^' derselben von dem Mittelpunkte @ 
der Projection gleich weit entfernt sind, vereinfacht sich diese Construction. 
Denn es ist die Gerade hh' parallel dem Durchmesser gg' des Grundkreises, 
in welchem dieser von dem Zonenkreise [hh'] durchschnitten wird; also ist 
auch die Projection ffff' der Geraden hh' parallel zu gg'. 

Zieht man also (s. Fig. 55) durch den Mittelpunkt S der Projection den 
Durchmesser gg' parallel zur Verbindungslinie der gegebenen Punkte 1^^', 
so hat ipan vier Punkte zur Construction des Kreises gi)i)'g\ dessen Mittel- 
punkt der Punkt m ist. 

3] Projection des Poles eines Zo- 
ne nkreises. Es sei die Projection } eines 
Zonenkreises ^ gegeben (Fig. 56). Die Projection 
p seines Poles j>, d. i. die Projection des oberen 
Durchschnittspunktes der zu C gehörigen Zonenaxe 
mit der Kugeloberfläche soll construirt werden. 
Der Pol p liegt in einer durch 00' gehenden 
Ebene, welche in S senkrecht auf SO" steht und 
die Ebene des Grundkreises in der Geraden S q 
sehneidet. Man denke sich die Ebene OO'p um 
die Gerade 6q in die Ebene des Grundkreises 
umgelegt, derart, dass nach 0" fällt. Ist dann 
q der Schnittpunkt von O^q mit dem Grundkreise 

und qr gleich einem Quadranten, so ist der Schnittpunkt p der Geraden ff'r 
und Sq die gesuchte Projection des Poles p von C. 

Hieraus geht zugleich hervor, in welcher Weise umgekehrt die Pro- 
jection } eines Zonenkreises ^ zu construiren ist, wenn die Projection p des 
oberen Poles p von ^ gegeben ist. 

4) Projection des Hauptkreises, der durch einen Flächen- 
pol ft geht und senkrecht zu einem Zonenkreise ^ steht. Sind 
die Projectionen 1^ und ) des Flächenpoles h und des Zonenkreises ^ gegeben 




*) Eine Methode zur directen Bestimmung dieses Darchmessers des Grundkreises, 
<len die Projection des Zonenkreises [hk] als Sehne überspannen muss, giebt Beuscfa 
an. a. a. 0. 46. 
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(s. Fig. 57), so findet man die Projection des Hauptkreises, der durch h geht 
und senkrecht auf ^ steht, indem man nach 3) die Projection p des Poles/» 
von ^ aufsucht und dann. nach %) durch 1^ und p einen Kreis legt, welcher 
den Grundkreis in zwei einander diametral gegenüberliegenden Punkten 
schneidet, d. h. einen Kreis, welcher durch ffp und die Projection p des 
Gegenpoles p von p geht. 

5) Construction der sphärischen Entfernung zweier 
Punkte hk der Kugeloberfläche, deren Projectionen 1^1 ge- 
geben sind. . Diese Construction ergiebt sich aus 
der in § 7 bewiesenen Eigenschaft der Projection p' 
des Poles p desjenigen Hauptkreises, der durch die 
beiden Punkte hk der Kugeloberfläche bestimmt 
ist (s. Fig. 58). Man construire also zuvorderst 
nachS) den durch die gegebenen Punkte 1^1 geben- 
den, einen Durchmesser des Grundkreises als 
Sehne überspannenden Ejreis und bestimme nach 
3) die Projection p des Poles p. Darauf verbinde 
man den Punkt p mit den Punkten 1^ und I. Der 
Bogen hl k^ , welcher auf dem Grundkreise durch 
die Geraden pff und pl abgeschnitten wird, ist 
gleich der sphärischen Entfernung hk. 

In analoger Weise construirt man die sphä- 
rische Entfernung der Pole zweier Zonenkreise, 
deren Projectionen gegeben sind, und daraus findet 
man den Winkel , den die Ebenen der beiden 
Zonenkreise einschliesen. 

Hieraus ergiebt sich zugleich, wie die Pro- 
jection I eines Punktes k der Kugeloberfläche., der 
auf dem Hauptkreise n; von dem Punkte h den 
sphärischen Abstand hk besitzt, zu construiren 
ist. Sind die Projectionen von h und jt gegeben 
(Fig. 58), so construire man zunächst nach 3) 
die Projection p des Poles p von tv und verbinde 
p mit ff. Von dem Schnittpunkte hi. der Geraden 
p ff mit dem Grundkreise aus trage man auf die- 
sem Kreise den Bogen Äj A'^ = AA ab und ver- 
binde kl mit p. Der Schnittpunkt der Geraden k^p mit der Projection- des 
Hauptkreises 7t ist die gesuchte Projection I. 

6) Projection eines Punktes Ä, der von den Punkten A 
undA', deren Projectionen l^undl^' gegeben sind, die Sphä- 
rischen Entfernungen q) und g)' hat. Auf der Kugeloberfläche 
ist k ein Schnittpunkt der beiden um h und h' mit 9) und q>' als sphärischen 
Radien beschriebenen Kugelkreise, welche wir durch je drei ihrer Punkte 
aa' a" und hb'b" bestimmen können. Wir werden alsdann die Projection ! 
des Punktes k als einen Schnittpunkt der Projectionen dieser beiden Kugel- 



Fig. 57. 
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kreise, welche nach § 3 wieder Kreise sein müssen, erhalten und haben 
demgemäss zunächst die Projectionen aa'a" und 6 ('("der beliebig zu 
wählenden Punkte aa a" und bb' b" zu construiren. Dies geschieht, indem 
wir durch den Punkt 1^ drei Kreise legen, von denen jeder einen Durchmesser 
des 6rundkrei3es als Sehne tiberspannt, im Uebrigen jedoch eine beliebige 
Lage hat, und auf denselben nach 5] drei Punkte aa' a" fixiren, so dass : 

(Äa) = (Aa') = (Äa")=9 

ist. In analoger Weise legen wir durch 1^' drei Kreise, welche Durchmesser 
des Grundkreiseis als Sehnen umfassen, und bestimmen auf ihnen die Punkte 

( (' V derart, dass : 

(Ä'6) = (Ä'6') = (Ä'6")=9?' 

ist. Construiren wir nun zwei Kreise durch die Punkte aa' a" und (('(", 
so ist einer ihrer Schnittpunkte die gesuchte Projection I*). 

Diese Construction vereinfacht sich erheblich, wenn die Punkte h und h' 
auf dem Grundkreise liegen. Es ist dann leicht; die Mittelpunkte 





Fig. 69. 



Fig. «0. 



mm' und die Radien rr' der beiden Kreise in der Projectionsebene, . deren 
Durchschnittspunkt der Punkt I ist, anzugeben. Die Spitzen der Kegel, 
welche die Kugel in den um h und h' mit g) und q)' als sphärischen Radien 
beschriebenen Kugelkreisen berühren, fallen mit ihren Projectionen^ also 
mit den Centren der Abbildungen dieser Kugelkreise zusammen. DerKreis 
mit dem Centrum m in der Projectionsebene schneide (Fig. 59) die Gerade 
AS in b', so ist b' die Projection eines Punktes d' der Kugel von der Rcr 
schaffenheit, dass der Bogen hd' gleich dem gegebenen sphärischen Ab- 
Stande q> ist (s. Fig. 60). Bezeichnet man den zum Bogen hd' gehörigen 
Gentriwinkel (ASd') ebenfalls mit (p und, wie in § 3, die Winkel: 

(0'ed) = w, {0'^d') = u 
so ist: 



*) V. von Lang. Lehrb. d. Krystallographie 4866, 297. Vierte Aufgabe. 
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u = 900+ fp^ w' = 90O— 9) 

also nach 6 3 der Radius : 

. u u \ 



r 



2 u u' 
cos g cos j 

r sin qp 



2 cos i (90O + q)] cos ^ (900 — 9) 
oder: 

(1) r = r tan (p 

und die Entfernung : 

Sm = Sb' + b'in 



= rjtan ~ + tan (p\ 
sin (450 + I) 



cos 
oder: 

(2) Sm = 



(450- I) cos 9p 



cos cp 
In analoger Weise findet man : 

(3) r' = r tan 9?' 

(4) em' = — ^ 

^ ' cos q) 

Man hat also nur aus (1) . . (4) die Werthe von r, t', Sm, Sm', zu 
berechnen; auf den Geraden ^h und ^h! die Längen Sm und Sm' ab- 
zutragen und um m und m' mit r und r' Kreise zu schlagen. Dann ist I ein 
Durchschnittspunkt dieser Kreise. 

Die Constructionen 5] und 6) lassen uns erkennen, dass es vorzüglich 
die in § 3 und § 7 beschriebenen Eigenschaften sind, welche die stereo- 
graphische Projection dem Krystallographen werthvoll machen. Denn auf 
Grund dieser Eigenschaften können wir leicht und mit grosser Genauigkeit 
aus einer gegebenen stereographischen Projection der Polfigur 
eines Krystallpolyeders die wahren Werthe der Flächen- und Eantenwinkel 
desselben ableiten und umgekehrt sind wir, wenn die Flächen winkel 
eines Krystallpolyeders und der Zonenverband seiner Flächen gegebeo 
sind, im Stande eine stereographische Projection der Polfigur des Polymers 
zu construiren, ohne dabei die Krystalle^emente und die Indices der FJächen 
zu benutzen. 
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§9. 
Fur die CoDstructioD einer stereographischen Projection der Polfigur 
eines Krystallpolyeders allein mit Hülfe seiner Fläcbenwinkel und seines 
Zonenverbandes müge ein Beispiel vor Äugen geführt werden. Der in 
Fig. 61 dargestellte Axinitkrystall wird umschlossen von den Flächen 
p, l, u, s, X, r und deren Gegenflüchen. Die Flachen p, l, u liegen in einer 
Zone und bildec die Winkel : 

(p*() = 29» 59', [tu] = 150 35' 
Die Lage von s wird bestimmt dtirch die Winkel : 

• (s*()=16«5', (*'«)= 28» 
Die Fläche x liegt in der Zone [ps] und bildet mit s den Winkel: 

Die Flache r liegt in der Zone [us] und bildet mit s den Winkel: 

(r'i)=36«30' 
Nach diesen Angaben soll die Polßgur des Axinitkrystalles derart pro- 




jicirt werden, dass die Pole von p, /, w in den Grundkreis fallen. — Man 
t«gt zuvörderst in den Grundkreis, dessen Mittelpunkt der Punkt ß und 
dessen Radius r = 85"*" sei, die Pole p, l, u ein, so dass Winkel : 

(pSi] = 29« 59', (;6w) = 45" 35' 
isl. Darauf findet man die Projection des Poles von s nach § 8 (6) als den 
'DQerhalb des Grundkreises gelegenen Schnittpunkt zweier Kreise mit den 
Mitielpunkten a und i und den Radien r und r', welche dadurch bestimmt 
^nd, dass : 

Iiiebisch, Oeonelr. KijiUllogT. g 
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Sa=.- 



r 



25 



= 26 mm 



cos [rs] cos 160 5' 
r = r • tan {l"s) = 25 - tan 16o 5' = 7,2 mm 
r 25 



eb = 



= 28,3 mm 



cos{us) cos 280 

r' = r . tan (us)^ 25 • tan 28o = 13,3 mm 

Man construirt nun nach § 8 (2) die Projectionen der Zonenkreise [ps]j 
[ls]j [us]j deren Mittelpunkte die Punkte m, n, o sind, und darauf nach 
§8 (3) die Projectionen p und q der Pole der Zonenkreise [ps] und [us]. Mit 
Hülfe dieser letzteren beiden Punkte findet man dann nach § 8 (5) auf 
den Zonenkreisen [ps] und [us] die Pole x und r, ftir welche : 

[r's] =360 30', tan (r^) =0,74 
[x"s) = U 5 , tan {x"s) = 0,25 

Zur Vervollständigung würden schliesslich noch die Projectionen der 
Zonenkreise [wcc], [rx], [pr], [Zr], [Ix] nach § 8 (2) zu construiren sein. 

§10. 

Sind die Krystallelemente und die Indices einer Fläch eA 
gegeben^ so ist die Aufgabe, die Projection f) des Poles von h zu construiren, 

in folgender Weise zu 
^ lösen*). 

Wir betrachten zu- 
nächst einen triklinen 
Krystall. Die stereogra- 
phische Projection seiner 
Polfigur soll auf die zur 
Axe 7r»= [001] senk- 
recht stehende Ebene 
entworfen werden. Dann 
muss also die Axe 7t^ 
mit dem Kugeldurch- 
messer 0(S,0' zusammen- 
fallen (s. Fig. 63). Die 
Axenebenen 7C^7V^=p^ 
und 7t^7t^ s= p2 schnei- 
den die Projectionsebehe 
in zwei durch 6 gehen- 
den Geraden dlf und 
ßJT, welche den Winkel 180o — [p^p^) ein schli essen. I)ie in der Projeo- 
tionsebene gelegenen Normalen dieser Geraden, welche den Winkel [p^p^] 




Fig. 63. 



*) Nach V. von Lang. Lehrb. d. Krystallogr. 1866, 298. 
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bilden, schneiden den Grundkreis in den Polen der Axenebenen p^ = 100 
undp2= 010 (s. Fig. 67, Seile 132). 

Die Fläche h schneide die Axen 7t^ tc^ tv^ in den Punkten HKL, so dass : 

f^\ rh fh 
worin 04 o^Os die Axeneinheiten bedeuten. Ihre Durchschnittslinie mit der 
Projectionsebene treffe die Geraden SÄ' und SJ^ in den Punkten H' und IT; 
ihre Normale durchstosse die obere Hälfte der Kugeloberfläche in dem Pole A. 
Die Meridianebene dieses Poles schneide die Gerade H' IC in dem Punkte U 
und die Projectionsebene in der Geraden S 17, dann findet man die Pro- 
jection 1^ des Poles h als Schnittpunkt von Oh mit S U, Die Lage von 1^ ist 
also bestimmt durch die Strecke Sl^ auf der durch den Mittelpunkt S der 
Projection gehenden Geraden @(7und durch den Winkel JST'ßt/', den diese 
Gerade mit SAT' einschliesst. Zur Ermittelung dieser beiden Grössen ist, 
da ^h senkrecht zu LU wxaA @(7 senkrecht zu IT K' ist, nur die Kenntniss 
der vier Längen SIT, SjfiT, H'K\ SX erforderlich. Aus dieser Betrachtung 
ergiebt sich, dass folgende Constructionen der Reihe nach auszuführen sind. 





^^- 



CX) 



Fig. 64. 



Fig. 65. 



4) Man construire mit einer beliebigen Längen^nheit die Dreiecke 
JSreX, 16Ä, n^K^ deren Seiten: 

Äl A2 % 

und deren Winkel : 

(JSreL) =(7r27r3)= a 

sind (s. Fig. 64) und errichte dK' und SÄ' senkrecht auf ßl in g. 

2) Man construire mi% KL, LH, HK als Seiten das Dreieck HKL (siehe 
Fig. 65); bestimme auf den Seiten LH und LK die Punkte H' und K' als 

9* 
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Endpunkte der aus Figur 63 zu entnehmenden Längen LH' und LK' und 
construire mit Hülfe von SÄ' und ^K' den Punkt (6). Der Schnittpunkt 
von [^]L mit H' K' ist der Punkt U. [^)ir K' ist das um H' K' in die Ebene 
des Dreiecks HKL zurückgeschlagene Dreieck ^H' K'. 

3) Man fälle von dem Mittelpunkte (E eine Senkrechte auf L U (siehe 
Fig. 66) und verbinde deren Durchstosspunkt h auf der Kugeloberfläche 
mit dem Centrum der Projectionsstrahlen. Der Schnittpunkt 1^ von Oh 
und St/" ist die Projection des Poles h. 

4) Schliesslich ist mit Hülfe des Winkels £'(Sj U aus der Figur 64 und 
der Strecke Sl^ aus Figur 65 der Punkt ^ in der Projectionsebene zu con- 
struiren (s. Fig. 67). 

Das ganze Verfahren beruht, wie wir jetzt erkennen, darauf, dass zu- 




ur-^ 




Fig. 67. 



Fig. 66. 



nächst eine Linearprojection des Krystalles auf die zur Axe 7t^ 
senkrecht stehende Ebene entworfen wird, wobei irgend ein Punkt L der 
Axe 7t^ zum Gentrum des Bündels von Flächen , als dessen Schnitt die li- 
nearprojection erscheint, genommen werden kann. Hat man den Punkt! 
beliebig aber fest gewählt , so ist damit auch die Lage der Schnittlinien 
der gegebenen Krystallflächen in der Projectionsebene bestimmt. Nach dem 
in diesem Paragraphen beschriebenen Verfahren kann nun leicht mit Hülfe 
der Schnittlinie H' K' einer Fläche h die Projection 1^ des Poles der Fläche 
gefunden werden. Umgekehrt kann man, wie hieraus' ersichtlich ist, eben- 
so leicht von einer stereographischen Projection der Polfigur eines Erystalle» 
zu einer Linearprojection desselben übergehen. 

§11. 
Sehr einfach gestaltet sich die Construction der stereographischen Pro- 
jection der Polfigur eines auf rechtwinklige Axen bezogenen Krystalles 
mit Hülfe der Linearprojection. 
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diesem Falle enthält die der Linearprojection und der stereographischen 
ion gemeinsame Projeetionsebene- die Axen tc^ und n^. Die Ebenen, 

das System der Schnittlinien in der Linearprojection erzeugen, seien 
ien Punkt 0' der Axe tt^, des- 
tfemung vom Mittelpunkt S 0' 
st; gelegt. Der Kugelradius der 
r sei gleich a^ und das Centrum 
Projectionsstrahlen befinde sich 
r Axe TT^. in der Entfernung 

— 03 vom Mittelpunkte, 
iter diesen Voraussetzungen 
lirt man die stereographische 
ion ff des Poles einer Fläche h 
^2 A3} mit Hülfe der Schnittlinie 
►en in folgender Weise (vergl. 
) . Die Fläche h schneide die 
T^ und 7r2 in den Punkten H 
derart, dass : 




Fig. 68. 



n2 



mn muss die Projection 1^ auf der von 6 auf die Geraden HK gefällten 
en SO liegen. Man betrachte 
r den Augenblick die Ebene 
3ichnung als die Meridian- 
des Poles der Fläche Ä, ziehe 
den Mittelpunkt S die Ge- 
0' parallel zu HK und fälle 
auf die Yerbindungsgerade 
3 Normale SÄ, dann giebt R 
ge des Poles von h in der 
mebene. Demnach ist der 
punkt ff von OR mit ß Q die 
te Projection des Poles der 
h. 

[>enso leicht kann in diesem 
lie Projection des zur Kante 
rigen Zonenkreises constru- 
*den, wenn der Zonenpunkt 
Kante gegeben ist (s. Figur 
1 der That, zieht man durch 
[ittelpunkt S die Gerade 

mkrecht auf SÄ^, so ist O'H die Kante iy, wenn man die Ebene 
jichnung für den Augenblick als die Meridianebene des Punk- 
betrachtet. Die durch ß senkrecht zu 0' H gezogene Gerade zz' 
n die Schnittgerade dieser Meridianebene und der Ebene des Zonen- 




Fig. 69. 
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Endpunkte der aus Figur 63 zu entnehmenden Längen LH' und LK' und 
construire mit Hülfe von Stf und dK' den Punkt (S), Der Schnittpunkt 
von (S)l mit H' K' ist der Punkt U. {(i)H'K' ist das um H'K' m die Ebene 
des Dreiecks HKL zurückgeschlagene Dreieck dW K\ 

3) Man fälle von dem Mittelpunkte @ eine Senkrechte auf L U (siehe 
Fig. 66] und verbinde deren Durchstosspunkt k auf der Kugeloberfläche 
mit dem Centrum der Projectionsstrahlen. Der Schnittpunkt 1^ von Oh 
und (S.U ist die Projection des Poles h. 

4] Schliesslich ist mit Hülfe des Winkels K'((i) U aus der Figur 64 und 
der Strecke (S.ff aus Figur 65 der Punkt ff in der Projectionsebene ~zu con- 
struiren (s. Fig. 67) . 

Das ganze Verfahren beruht, wie wir jetzt erkennen, darauf, dass zu- 




^-^ 




Fig. 67. 
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nächst eine Linearprojection des Krystalies auf die zur Axe n:^ 
senkrecht stehende Ebene entworfen wird, wobei irgend ein Punkt L der 
Axe 7t^ zum Centrum des Bündels von Flächen , als dessen Schnitt die li- 
nearprojection erscheint, genommen werden kann. Hat man den Punkt L 
beliebig aber fest gewählt , so ist damit auch die Lage der Schnittlinien 
der gegebenen KrystdUflächen in der Projectionsebene bestimmt. Nach dem 
in diesem Paragraphen beschriebenen Verfahren kann nun leicht mit Hülfe 
der Schnittlinie H' K! einer Fläche h die Projection 1^ des Poles der Flädie 
gefunden werden. Umgekehrt kann man, wie hieraus' ersichtlich ist, eben- 
so leicht von einer stereographischen Projection der Polfigur eines Krystalle» 
zu einer Linearprojection desselben übergehen. 



§11. 
Sehr einfach gestaltet sich die Construction der stereographischen Pro^ 
jection der Polfigur eines auf rechtwinklige Axen bezogenen Krystalies 
mit Hülfe der Linearprojection. 
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geometrische Krystallographie ist eine der fruchtbaren Ideen F. E. Nen- 
mann's. [Beitrage zur ErystalloDomie. Berlin 1893. EryStall System des 
Axinits und Bestimmung der Krystall flachen durch ihre Normalen. Pogg. Ann. 
1895, 4, 63, Thermische, optische und krystallographtsche Aseu des Gyps- 
systents. Pogg. Ann. 1833, 27, 8i0. Älbit. Abhandl. Berlin. Akad. 4830.) 
W. H. Miller, der am meisten zur Ausbildung und Verbreitung der 
Neomann'schen Methoden beigetragen hat, spricht sich über ihre Be- 
deutung in folgenden Worten aus: »The first great improvement in the 
methods of crystallography, sfter its establisbment as a science, was 
andoubtedly made by Hohs and Weiss, independently of each other, in 
substituting axes for hypothetical integrant molecules, in the enunciation 
of the geometric laws discovered byHauy. Next tb tbis in importance 
was the graphlc metbod invented by Neumaun, and described in 
his Beitrage zur Krystallonomie.n (On the employment of the gnomonic 
projeotion of the sphere in crystallography. Phil. Mag. London. July1859.) 




^ 



Ueber die gnomonische Projection , auf welche wir hier nicht näher 
eingehen, vergl. J. Grailich in: Lehrb. d. Krystallogr. von W.H. Hiller. 
4856, 193. — W. H. Hiller. On the employment of the gnomonic pro- 
tection of the sphere in crystallography. Phil. Mag. London. July. 1859. 
— Dauber. Ermittelung krystallogr. Constanten. S1. Akanthit. Sitzungs- 
ber. Wien. Akad.39, 692. 1860. — Fr. A. Quenstedl. Grundriss der 
bestimmenden und rechnenden Krystallogr. 1873, 150. — H. Websky. 
Ueber die Wahl der Projectionsaxen in einer Normalprojection für trikli- 
nische Erystalle. Honatsber. Berlin. Akad. 1S79, 134. Ueber die Bela- 
tion der Winkel zwischen vier Erystallfl. in einer Zone etc. ib. 1876, 3. 
Daraus in: Zeitschr. f. Krystallogr. *, 203. — E. Mallard. Trailö de cri- 
staUogr. 1, 1879, 63. — Beusch. Die stereogr. Proj. Leipzig. 1881. § 2. 

Nach dem Vorgange von F. E. Neumann ist die stereographische 
Projection der Polfigur eines Krystalles von Hitler, A, Beer (Einl. in d. 
höhere Optik. Braunschweig 4853], J. Grailich, V. v. Lang u. A. häufig 
dazu benutzt worden, die Beziehungen zwischen den geometrischen und 
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den physikalischen Eigenschaften des Krystalles zur Anschauung zu bringen, 
indem die physikalisch ausgezeichnelen Richtungen in der 
Projection verzeichnet wurden. So stellt die aus G rot h's Physikalischer 
Krystallographie. Leipzig 1876. S. 505 entnommene Fig. 70 eine stereogra- 
phische Projection der Polfigur des Kalifeldspaths, und zwar der in Fig. 74 
abgebildeten Gombination MPTnoxy und der Fläche a dar, in welche die 
drei optischen Elasticitätsaxen a, 6, c für mittlere Farben und die optischen 
Axen ftlr rothes und violettes Licht, q q und vv, (ftlr Feldspath vom St. Gott- 
hardtj aufgenommen sind. Die beiden Spaltungsflächen Puqd Jf sind durch 
doppelte Kreise bezeichnet. 

E. Reusch gab ein Verfahren an, um in der stereographischen Pro- 
jection der Polfigur eines Krystalles, welche doch immer nur eine Hälfte des 
Krystalles darstellt^ den hemiädrischen Charakter desselben zu bezeichnen. 
Sind eine Fläche h und deren Gegenfläche in ihrem Auftreten an einander 
gebunden, so erhält der Pol der oberen Fläche die Bezeichnung A. Sind 
dagegen eine Fläche und deren Gegenfläche unabhängig von einander und 
ist nur die obere oder nur die untere Fläche vorhanden, so erhält der Pol 
der oberen Fläche das Symbol h oder h, Fehlen endlich in einer hemisdri- 

sehen Form eine Fläche und deren Gegenfläche, die in der entsprechenden 
Yollflächigen Form ausgebildet sind, so giebt man dem Pol der oberen Fläche 
die Charakteristik h, Demgemäss werden die Projectionen dieser Pole be- 



zeichnet mit 1^, 1^, 1^, 1^. Es können aber auch die Zeichen +• — , für sich 

+ — 

ohne Anwendung eines Buchstabens in die Nähe der Projectionspunkte ge- 
setzt werden. (Bezeichn. der Hemiödrie bei Anwendung der stereogr. 
Proj. Pogg. Ann. 1871. 142, 46.) 



Neuntes Kapitel. 

§ 1. Perspectivische Krystallzeichnungen müssen Parallelprojectionen 
sein. § 2. Verkürzungsmaassstäbe und Richtungen der Axenprojectionen. 
§ 3. Constmction der Richtungen und Längen der Axenprojectionen. § 4. 
Ableitung der Verkürzungsmaassstäbe aus einer gegebenen Projection. 
§ 5. Die Projectionsmethoden von Mohs , Naumann und von Lang. § 6. 
Constmction ungleichaxiger rechtwinkliger und schiefwinkliger Axen- 

Systeme. § 7. Construction des Kantennetzes. 

§^. 

Wir behandeln jetzt die Aufgabe perspectivische Projectionen der Kan- 
tennetze der Krystalle zu entwerfen, die auf den Betrachter denselben 
Eindruck machen , wie die Krystallformen selbst. Da , wie wir gesehen 
haben, das Vorhandensein von unter einander parallelen Kanten eine cha- 
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iLteristische Eigenschaft der Kantennetze ist, so werden wir die Lage der 
ojectionsebene und die Methode der Projection zweckentsprechend so 
Ihlen müssen, daSs die im Räume einander parallel laufenden Kanten 
ch auf der Ebene durch unter einander parallele Geraden abgebildet 
5rden. Dieser Forderung gemäss sind die perspectivischen Krystallzeich- 
mgen stets Parallelprojectionen. 

Aus dem geometrischen Grundgesetz der Krystallographie ergiebt sich, 
SS man alle Kantenrichtungen eines Krystalles construiren kann , wenn 
3 Projection der von vier Flächen des Krystalles gebildeten sechs Kanten 
geben ist. Die vier Flächen dürfen selbstverständlich nicht zu je dreien 
lerund derselben Geraden parallel gehen. Am einfachsten ist es von den- 
ligen sechs Kanten auszugehen, in denen sich die drei Fundamentalflächen 
id die Einheitsfläche schneiden. In diesem Falle kann die zunächst vorlie- 
nde Aufgabe auch so ausgesprochen werden : es soll eineParallelprojection 
r Axenrichtungen und der Axenlängen eines Krystalles entworfen werden. 

Es ist leicht einzusehen, dass in einer Parallelprojection die Abbil- 
mgen von unter einander parallelen und ungleich langen Strecken im 
lume in denselben Verhältnissen zu einander stehen wie die Originale, 
iss dagegen die Abbildungen gleich langer geradliniger Strecken von ver- 
hiedenen Richtungen ungleich lang sind. Die orthogonalen Parallel- 
•ojectionen , bei denen die projicirenden Geraden senkrecht zur Projec- 
msebene stehen, sind nun dadurch ausgezeichnet, dass die Beziehung 
dschen einer geradlinigen Strecke im Räume und der Abbildung dersel- 
m eine sehr einfache ist. Bedeutet nämlich S die Strecke im Räume, S* 
re Abbildung, a den Winkel, den S mit der Richtung der projicirenden 

eraden einschliesst so ist : 

S* = S sin a 

Wir werden uns der Einfachheit wegen im Folgenden der orthogonalen 
arallelprojection zur perspectivischen Darstellung der Krystallformen be- 
ienen und daher zuvörderst die Abhängigkeit zwischen einer nach dieser 
lethode entworfenen Abbildung der Axenrichtungen und Axenlängen eines 
krystalles und dem Originale aufsuchen. Wir folgen dabei der elementaren 
md practischen Darstellung, welche J. Weisbach*) gegeben hat. 

§2. 
Auf den zu einander senkrechten Axenrichtungen X, Y, Z bilde die 
Projectionsebene die Abschnitte OAj OB^ OC (s. die perspectiviscbe Zeich- 
nung in Fig. 72, Seite 138). Die Axenabschnitte oder Goordinaten einer 
Krystallfläche seien OH, OK, OL und die Abbildungen derselben auf die 
Projectionsebene durch projicirende Gerade , welche der Normale N der 
Bildebene parallel gehen, 0*H*j 0*K*, 0*L*. Dann ist: 

0*H*= OH sin (NX) 
(l) 0*K*=OKs\n(NY) 
0*L* = OL sin [NZ] 

*) Anleitung zum axonome Irischen Zeichnen. Freiberg. 1857. 
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(2) 



Die Verhältnisse : 
OH ' OK 
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^^ = sin [NX] : sin [NY)-. sin (NZ) 



welche wir mit a : B : c bezeichnen wollen, geben an, in welchen YerhälV- 
nissen die Projectionen gleich grosser Abschnitte auf den Axen X, Y, Z zu 
einander stehen. Man nennt daher die Zahlen a, i, c die Yerkttrzungs- 
maassstabe. Dieselben sind bekannt; wenn die Lage der Projections- 
ebene zu den Axen X, F, Z gegeben ist. Umgekehrt kennt man die Lage 




Fig. 72. 



der Bildebene, wenn die Verkürzungsmaassstäbe gegeben sind; denn man 
kann aus diesen Zahlen die Winkel, welche die Normale der Bildebene mit 
den Axen einschliesst, berechnen. In der That, bedeutet f einen Propor- 
tionalitätsfactor, so folgt aus (2) : 

a = f sin [NX) 
i=f sin {NY) 
c = /• sin [NZ) 

Da nun in dem rechtwinkligen Axensystem XYZ: 

(3) sin2 {NX) + sin2 {NY) + sin2 {NZ) = 2 
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ist, so wird : 



und demnach : 



r = 5 



2a2 
sin2 [NX] = , , ^o , — 5 



(4) sin2(ArF) = 



sin2 (iVZ) = 



a2 + 62 + c2 

2c2 



a2 + b2 + c2 

n2 fc2 J. c2 2 62 

«<'«^(^'')= äT+PTT^' »«°'(^'^'= a»-t' + c^ 

a3 4. 62 f 2 r2 

cos2 (iVZ)= :,TL . . > tan2 (iVZ) = 



a2 + 62 + c2' ^ ^ a2 + 62 — c2 

Aus (4) ergeben sich die Ungleichungen : 

a2 < 62 + c2 
62 < c2 + a2 
c2 < a2 + 62 

welche befriedigt werden müssen, wenn eine Projection mit den Verkür-- 
zungsmaassstäben a, 6, c möglich sein soll. 

Man kann jetzt die den Formeln (1) entsprechenden Beziehungen 
zwischen den Coordinaten O/T, OüT, OX, ihren Projectionen 0"^ H*, 0*K*, 
0*L* und den YerkürzungsmaassstSiben a, 6, c hinschreiben: 



(5) 



O^'H* = OH ' ay-j 
0*K* = OK'i y- 



+ 62 4- c2 



l2 + 62 + C2 

0*1* = OL . c l/— -A— — 

r a2 + 62 + c2 

woraus folgt: 

Die Winkel, welche die Axenprojectionen X*, Y*, Z* unter einander 
einschliessen : 

(y*z*) = 9), {z*x*) = xp, {x*r') = x 

sind abhängig von den Winkeln zwischen der Normale N der Projections- 
ebene und den Axen X, Y, Z, also auch abhängig von den Zahlen a, 6, c. 
Um diese Abhängigkeit zu ermitteln, betrachten wir die von den Geraden 
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N, Fund Z gebildete Ecke mit dem Scheitelpunkte 0, in welcher (FZ) =90» 
und der an N gelegene innere Flächen winkel gleich (p ist. Folglich ist : 



(6) cos9> = -cot(Ary)cot(iVZ) = -a^!E^i±gIE±EES 
In analoger Weise erhält man : 



cos 1// = — cot {NZ) cot {NXj 



2ca 



cos ;C = — cot {NX)*coi (NY)=^ ^ -i ^ai 

Sind die YerkUrzungsmaassstäbe a, 6, c gegeben , so kann man nach, 
den vorstehenden Formeln die Winkel qp, xp, x berechnen und ist dann im 
Stande mit Htllfe von zwei dieser drei Winkel die Richtungen der Axen- 
projectionen X*, F*, Z* zu construiren. Dabei ist natürlich die Lage einer 
der drei Richtungen in der Rildebene willktlrlich anzunehmen. Wir wollen 
hinfort die Axe Z* vertical stellen. 

Bemerkenswerth sind die Ausdrtlcke für : 



(7) 



cos 2 qp = 2 cos2 q) — 4 = — 
cos 2 ?// = 2 cos2 \p — 1 = — 



cos 2 ;c = 2 cos2 x — ^ = — 



— a4 + 6* + c* 





2b2c2 


0*- 


— b* + c* 




2c2a2 


a4 _|_ 64 c* 



2a2 62 



Aus denselben fliesst ein Satz, der angiebt, wie man die Richtungen 
der Axenprojectionen X*, F*, Z* unmittelbar aus den Zahlen a, 6, c ableiten 

kann. In der That, die Formeln (7) leh- 
Z* ren, dass man a^ = K*L% 62 == X*Ä*, 

c^ = H*K* als Seiten eines Dreiecks 
^^ H*K* L* betrachten kann, dessen 

Winkel : 

^* = 29) — 1800, AT* = 21// — 1800, 
L* =2;c — 1800 

sind. Die Halbirungslinien der Winkel 
dieses Dreiecks schneiden sich aber, wie 
leicht zu sehen ist , unter den Winkeln 

^P 1 V^ j X [^' ^^g- ^^) • Demnach kann 
man den Satz aussprechen : 

Conslruirt man ein Dreieck, dessen 
Seiten den Quadraten der Verkürzungsmaassstäbe a, 6, c proportional sindj 
so erhält man in den Halbirungslinien seiner Winkel die Richtungen der Axen- 
projectionen. 




Fig. 73. 



§ 3. Construction der Richtungen und Längen der Axenprojectionen. 
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§3. 

Es seien die Yerkürzungsmaassstäbe a, i, c gegeben, aus denselben 
die Winkel zwischen den Axenprojectionen {Y*Z*) = g) und {Z*X*) = rp 
berechnet und in der Bildebene die Richtung der verticalen Axenprojection 
0*Z* vorgezeichnet. Dann ist die Construction der Richtungen der beiden 
anderen Axenprojectionen 0* F* und 0* X* in folgender Weise practisch 
auszuführen. Man errichte auf 0*Z* in 0* eine Senkrechte SR und lege an 
diese, durch den Punkt 0* gehend, rechts unter dem Winkel q) — 90^ die 
Axenrichtung 0*7*, links unter dem Winkel tp — 90^ die Axenrichtung 





Fig. 74. 



Fig. 75. 



0*X* (s. Fig. 74] . Man findet diese Winkel am einfachsten und hinreichend 
genau mit Benutzung von Naherungswerthen für : 



8) 



tan {<p - 900) = _ cot 9» = J/^^^_^_-^ 



+ b* + c* 



— c* 
c* 



tan(V; - 900) . «ot 1/; = |/_L^__±^_ 

^^ie das folgende Beispiel zeigt. Es sei : 

ß2 : 62 : c2 = 5 : 9 : 10 

so ist: 

y_900= 50 11', tan (9) — 90<^) = 0,09071 = T^ = ^ 

1 
tp—90^= 17049', tan(V;— 90») = 0,32138 == 3hm =-^ 

8 + 1 

^nd hieraus ergiebt sich die in Fig. 74 ausgeführte Construction der Rieh- 
^UDgen der Axenprojectionen. 

Wir MTollen zunächst voraussetzen, dass die wirklichen Längeneinheiten 
der auf einander senkrecht stehenden Axen X, 7, Z einander gleich seien, 
^ie es bei dem Axensystem der regulären Krystalle der Fall ist, und wollen 
Dur verlangen, dasd die Längeneinheiten der projicirten Axen X*, F*, Z* 
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die Projectionen von drei gleich langen auf einander senkrechten Geraden im 
Räume seien, auf deren absolute Länge es im Uebrigen nicht ankommen 
soll; so findet man sofort die Längeneinheiten der projicirten Axen, indem 
man von 0* aus auf 0*X*, 0*F*, 0*Z* beziehungsweise a, 6, cmal eme 
willkürliche Strecke s abträgt. Verbindet man dann die so erhaltenen End- 
punkte der projicirten Axen, so erhält man eine Projection des Kantennetzes 
des regulären Oktaeders. Fig. 74 stellt diese Krystal}fonn für a : B : c 
=»5 : 9 : iO dar. 

Die wirkliche Längeneinheit ist, wie aus (5) hervorgeht, 

= sV^{aa + bh + cc) 
so dass man für a : b : c = 5 : 9 : iO als wirkliche Längeneinheit: 

s Ym =5.10,14889 
findet. Es verhält sich dann : 

5:9:10: 10,14889 = 0,4927 : 0,8868 : 0,9853 : 1. 

J. Weisbach hat vorgeschlagen für die Verkürzungsmaassstäbe a, (, c 
einfache ganze Zahlen zu wählen, wobei a<C6<Cc. Sind die Zahlen 
a, b, c von einander verschieden, so heisst die Projection eine an iso- 
metrische; sind zwei derselben einander gleich, so erhält man eine 
monodimetrische und ist a = B = c, so entsteht eine isometrische 
Projection. 

Es sei b = c, so ist nach (4) und (6) : 

2a2 
sin2(iVr) = sin2{iVZ) = ^^^^ 



>/_a2 + 2b2 
cos xp = cosx= 2^ 

daraus folgt : 

cos 2i// = cos 2/ = cos 9? 

Nun haben wir gesehen (vgl. Fig. 73), dass : 

(p + tp + X = ^^^^ 
ist ; folglich wird in diesem Falle, wo t/^ = ;c ist : 

^9) = 1800 — xp 

so dass wir den Satz aussprechen können : 

Jn einer monodimetrischen Projection hcdbirt die Axenprojection 0*X 
den von den beiden anderen Axenprojectionen 0*Y* und 0*Z* gebildetef^ 
Winkel (Y*Z*) = 9?. 

Aus diesem Satze ergiebt sich , dass man bei der Ausführung einef 
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^nodimetriscben Projection nach dem in diesem Paragraphen angegebenen 
erfahren nur einen der Winkel q> oder \ff mit Hülfe seiner trigonome- 
ischen Tangente zu construiren hat. 

Bas reguläre Oktaler ist beispielsweise in Fig. 76 in der mono- 
llmetrischen Projection a : 6 : c = 4 : 2 : 2 und in Fig. 77 in isometrischer 
Projection dargestellt. 

Die folgende Tabelle enthalt die Werthe der Winkel q) — 90<^ und 





Fig. 77. 



Fig. 76. 



^--W^ sowie dieNäherungswerthe der trigonometrischen Tangenten dieser 
Winkel für die anisometrischen und monodimetrischen Projectionen, deren 
^erkürzungsmaassstäbe in der linken Reibe aufgeführt sind. Die Anordnung 
ist nach abnehmenden Werthen von (p — 90® vorgenommen. 



7 
4 
8 
6 
5 

10 
8 
6 
8 









Anisometrisch. 




:b: 


c 


9 — 90« 


V» — 90« 


tan (p — 90« 1 


tan \p — 90» 


9: 


10 


140 32' 


26« 43' 


0,259 — \ 


0,503— \ 


5 1 


6 


11 10 


18 13 


0,197- \ 


0,329- \ 


15; 


16 


6 42 


27 16 


0,117— \ 


0,515— \ 


11 : 


12 


6 1 


22 16 


0,105- tV 


0,409 -T^f 


9: 


10 


5 11 


17 49 


0,090 — ^ 


0,321 -A 


29: 


,30 


2 39 


25 37 


0,046 = ^ 


0,479 — 1 


83: 


24 


2 15 


20 16 


0,039 - ,V 


0,369 — tV 


17: 


18 


47 


6 23 


0,014- ^ 


0,112- i 


31 : 


32 


19 


4 54 


0,005 = ^J^ 


0,086 — ,»j 


49: 


50 


10 


3 58 


0,003 ^ 


0,069 — T>f 








Monodiuietrisch. 




2; 


2 


7*11' 


41» 25' 


0,126- i 


0,882— 1 


3' 


: 3 


3 11 


43 24 


0,055 - ,V 


0,945 - i* 


4 


: 4 


1 47 


44 ,6 


0,031 = Vy 


0.969 = II 
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Es sollen jetzt die Betrachtungen tlber die orthogonalen Parallelpro- 
jectionen des Axensystems eines Krystallpolyi^ders dadurch vervollständigt 
werden, dass die Umkehrung der bisher behandelten Aufgabe durchgeführt 
wird. Dieselbe besteht darin: aus einer vorliegenden Projection eines 
Krystallpolyöders oder aus den damit gegebenen Winkeln q) — 90* und 
t/; — 90® die Verhältnisse der Verkürzungsmaassstäbe a : b : c abzuleiten. 

Die Winkel des Dreiecks H*K*L* (s. Fig. 78), dessen Seiten propor- 
tional a2, b^, c^ sind, seien wie in § 2 bezeichnet mit ff*, ÜT*, X*. Bedeutet q 
den Radius des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises, so ist bekanntlich : 

2(> cot y = — a2 + b2 H- c2 
2(>cot— = a2 — b2H-c2 

2Qcoi —= a2 + b2 — c2 

Durch Auflösung dieser Relationen 
nach a^, b^, c^ erhält man : 




Fig. 78. 



oder auch : 



{K* L^\ 

cot Y + cot y| 

{Z,* H*\ 

cot g- + cot -^1 

= (> I cot g- H- cot -s- ;> 



C2 



A'* + X* 



2i 



a2 = ^ 



b2=p 



C2 = p 



sin 




2 




sin 


2 


sin 


2 


sin 


I* 


+ ^* 




2 




sin 


2 


sin 


2 


sin 


^* 


-h^* 




2 





sm -^ sin - 



Setzt man hierin : 



X* = 1800 — fr* — Ä'* 
so ergiebt sich die gesuchte Beziehung : 



§ 5. Die Projectionsmethoden von Mobs, Naumann und von Lang. 1 Ab 

(9) a» : b^ : C» = sin H* : sin K* : sin [H* + K*) 

= sin iq) : sin itfj : sin i(g> + ^) 

Der Zusammenbang zwischen den von den Axenprojectionen X% Y*, 
Z* gebildeten Winkeln 9), xp, x ^^^ ^^^ Verkürzungsmaassstäben a, b, c 
wird durch die Formeln (6) und (9) ausgesprochen. Sind die Winkel zwi- 
schen den Axenprojectionen willkürlich angenommen, so findet man aus (9) 
die zugehöjrigen Yerkttrzungsmaassstäbe; sind die Yerkttrzungsmaassstäbe 
gegeben, so erhält man aus (6) die zugehörigen Winkel zwischen den Axen- 
projectionen. 

§5. 

Schon R. !• Hauy erkannte die Bedeutung geometrisch richtiger Rry- 
Stallzeichnungen Dir den Fortschritt der Wissenschaft, deren Schöpfer er 
geworden ist. »Es war zum grossen Theil der Gebrauch von richtigen 
Zeichnungen, welcher der krystallographischen Methode Hauy^s über die 
von Werner das Uebergewicht verschaflfte. Das Studium der Krystall- 
tafeln Hauy's, weit mehr als das seiner Schriften, müssen wir als den 
Ausgangspunkt der Arbeiten späterer Krystallographen betrachten*).« Unter 
den deutschen Krystallographen besassen und übten vornehmlich Fr. Mohs, 
W. Haidinger, Fr. Naumann und G. Rose die Kunst des Erystall- 
Zeichnens und trugen damit wesentlich zur Verbreitung krystallographischer 
Lehren bei. 

Die Mohs'sche orthogonale Parallelprojection des Axensystems der 
regulären Krystallformen wird durch die Anforderungen bestimmt; dass in 
der Projection des Hexaöders die rechte Seitenfläche Y3 so breit als die linke 
und die obere Endfläche Ve ^^ ^^^^ ^Is ^^^ linke Seitenfläche breit oder, was 
dasselbe bedeutet, Yg so hoch als das ganze Hexaeder breit erscheinen soll. 
Man erhält die Stellung, welche hierbei das Hexaöder zur Projectionsebene 
einnimmt, ofienbar auf folgende Weise. Das Hexaeder befinde sich ur- 
sprünglich in der Lage, dass eine seiner Axenebenen mit der Projections- 
ebene zusammenfällt und eine der beiden in die Projectionsebene fallenden 
Axen vertical steht. Man drehe das Hexaöder um diese verticale Axe um 
den Winkel q, so dass: 

tane = i, p= 180 26' 6" 

ist. Darauf neige man das Hexaöder um die in der Projectionsebene auf 
<ier verticalen Axe im Mittelpunkt senkrecht stehende Gerade um den 

Kinkel a, so dass : 

sin a = |, a= 70 10' 51" 

ist. 

Sehr einfach ist folgendes Verfahren zur praktischen Ausführung der 



*) W. Uaidinger. Darstellung des Verfahrens, welches in dem Grundriss der 
Mineralogie von Mohs befolgt worden ist, um Krystalle in richtiger Perspective zu zeich- 
^^^ Mem. of the Wenierian Natural History Society. 1824—23. Frei übersetzt in Pogg. 
^nn. <82«, 5, 507. 

I< i e b i 8 c b , Geometr. Krystallogr . \ 
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Projection eines Hexaeders in der von Mohs gewSlblten Stellung*). Blan 
zeichne ein Quadrat ad e* e (s. Fig. 79) und theile dasselbe in 46 kleine 
Quadrate. Dann liegen die acht Eckpunkte des Hexaeders auf den so ge- 
wonnenen Geraden und sind zu finden mit Hülfe ihrer auf die Geraden ae 
und ad bezogenen Goordinaten, von denen die folgende Tabelle eine Zu- 
sammenstellung mit Zugrundelegung von ah als Längeneinheit giebt: 

a" ; 0,i; ö" : i,|; d : 3,0; ef' : 4,| 
o'" : 0,3|; b'" : 4,3f ; cT" : 3,3|; ef" : 4,3| 

Da wir hier die Mohs^sche Projection zunächst durch die GrOsse des 
Drehungswinkels q und des Neigungswinkels a definirt haben, 

während wir vorhin die orthogonalen Parallel- 
projectlonen durch die Verhältnisse der Yer- 
kürzungsmaassstäbe a i i : c bestimmten, so 
entsteht die Aufgabe die Beziehungen zwisches 
den Winkeln ^, a und den Zahlen a, b, c zu er- 
mitteln. Dies gelingt an der Hand der folgen- 
den Betrachtung. 

In der Ausgangsstellung des Systems der 
drei gleichen und auf einander senkrecht 
stehenden Axen OAy OB, OC falle die Ebene 
der Axen OB und OC mit der Projectionsebene 
zusammen, derart, dass OC vertical steht. Man 
drehe das Axensystem um OC um den Win- 
kel Q. Dadurch kommen die Axen OA und OB 
nach OA' und 0B\ wie der Grundriss Figur 80 veranschaulicht. Die hori- 




+ 




Fig, 79. 
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Fig. 80. 



Fig. 84. 



zontalen Goordinaten der Punkte A' und -B', bezogen auf die Anfangslage 
des Axensystems sind : 



♦) Lebrb. der Krystallogr. von W. H. Miller. 
J. Grailich. Wien. 1856. 183. 



Uebersetzt und erweitert dorch 



§ 9. Die PTOjectionsmethoden von Molu, Naumann und von Lang. 
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DA = OA cos Qj OD = OA sIq (f 
Eff = OB sin Q, OE = OB cos Q 

Jetzt Deige man das Axensystem um OB um den Winkel a nach vorn. 
Dadurch kommen DA\ ES und OC nach DK\ EBT und 0C\ wie aus dem 
Profil Figur 84 zu ersehen ist. Die verticaien Goordinaten der Punkte A'\ 
F, er sind: 

DF = DA' sin a = Oii cos ^ sin a 
EG = ES sin a = OB sin q sin a 
0E= OC^sa 

Nun können die Richtungen und 
Längen der Axenprojectionen OP, OG, 
O^mit Hülfe der Goordinaten ihrer End- 
punkte in der Projection : OD, OE, DF^ 
EG, OH construirt werden, wie dies in 
Fig. 8S ausgeführt ist. Aus dieser Figur 
lassen sich die gesuchten Beziehungen 
ablesen. Man erhält zunächst für die 
Längen OP, OG, OH der Axenprojec- 
tionen, wenn die wirkliche Länge der 
Axen 0A^=OB^=sOC=f gesetzt wird, 
folgende Werthe : * 

OF=yim + OD^=:fV^ — C0S2 Q C0S2 O 

OG = VeG^ +ÖE^ = fy\ — sin2 q cos» a 
OH = f cos a 

wobei die Relation stattfindet : 




Fig. 8i. 



0F2 + 0G2 + 0^2 = 2/*2 

und hieraus ergeben sich die Verhältnisse der Yerkürzungsmaassstäbe 
^'i'C ausgedrückt durch den Drehungswinkel q und den Neigungswinkel a; 

denn es ist : 

OH 



(l) 



. . _0F OG 
= 'V\ — cos2 Q cos2 a : Vi — sin* q cos^ a : cos a 



Umgekehrt findet man für die Winkel q, a als Functionen der Zahlen 

ö.i, C: 



sin* e = -—^-^ , C^S2 Q = 



(2) 



sin2 a = 



2c2 

a2 + b2 — c2 
a» + b* + c2 ' 



cos2 a = 



2c2 

2C2 



a2 + b2 -1- c2 



Femer erhält man für die Tangenten der Winkel q) — 90^ und V> — 90o 

'olgende Werthe : 



4 0* 



i 



148 



Neuntes Kapitel. 



(3) 



_EG _ sin e sin g _ t/ }fl— b<-}- c^ - g^ + \fl— c^ 



+ b' + 



tan 1// — 900 






cos 






sinp »^ a'_B2+c2-a2+B' + c2 

In der Mohs'schen Projection ist nun, wie wir gesehen hahen (S. 445): 

tan ^ = «l , sin (7 :==: -1^ 
folglich ist : 

sin2 Q — ^, cos2 Q = -^, sin2 a — ^, cos» a *=: || 

Demnach ergiebt sich, dass in diesem Falle die VerkttnungsaiaasS' 
Stäbe nach [\]\ 

a : b : C = VTä : V577 : V635 
= 8,54 : 24,02 : 25,40 

Dieser Projection steht sehr nahe die anisometrische Projection, bei der 

a : b : c — 8 : 23 : 24 

und die monodimetrische Projection, bei der 

a : b : C = 4 : 3 ; 3 

ist. Die folgende Zusammenstellung enthält die entsprechenden Drebungs- 
und Neigungswinkel p, a, die Winkel qp — 90® und xp — 90® und Nähe-r 




>29' 



Fig. 83. 



Fig. 84. 



rungswerthe der Tangenten dieser letzteren Winkel filr jene drei Pro-' 
jectionen : 



a : b : c 
8,54 : 24,02 
. 8 : 23 
4 : 3 



25,40 
24 
3 



180 26' 6" 
48 5 2 
43 3» 



o 
70 10' 54" 
6 55 35 
43 45 45 



q> — 900 
20 23' 9" 

2 45 48 

3 44 5 



xp — W 
20033' 22" 
20 46 40 
43 24 28 



g a. Die ProjectloDsmelhoden von Hohi, Naumaan und vod Lang. 
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tao y — 90" tao y» — 90» 

0,fl4i6 = ^ 0,3750 =4« (A) 

0,0393 = ^5 0>3693=(|) = A 

0,0856 = ^ 0,9458 = 4J 

Hit Hülfe der Naheruogswerthe fQr diese Tangenten sind die Axen- 
systeme der Fig. 83 — 8iS gezeichnet. Die Richtungen der Axenprojectionen 
in Fig. 8i sind dieselben wie Fig. 83. 

Fr. Naumann*) und V. von 
Lang"*) haben den Drehungswin- 
kel ^ und den Neigungswinkel e in 
Beziehung gesetzt zu den Längen 
OD, OE, OFin Fig. 82. Es ist nSm- 
lich, wie aus den Fig. 80 und 81 
hervoi^eht : 

OE OE 

^''^'i='WE=ÖD 

DF DF DF 
s.na = ^ = ^ = ^ 

Fahrt man die Bezeichnungen 




Worin I und 9 rationale Zahlen sein sollen, so ist : 

Oß = -OE, DF==~0E = \0D 
d- h. man verlangt, dass nach der Drehung des Äxensystems um den Win- 
kel ^ die Projection OD der vorderen Axe OA gleich - der Projection OE 

<ler seitlichen Axe OB und nach der Neigung des Äxensystems um den 
^■Qkel a die Abweichung DF des Endpunktes A von OA unter die hori- 

1 I 

lontale Gerade gleich - derselben Lange OE oder gleich - der ersten Pro- 
jection OD von OA sein soll. 

Um die zur Gonstniction der Projection der Axen OA, OB, OC erfor- 
derlichen Coordinaten OD, OE, DF, EG, OH der Endpunkte F, G, H dieser 

*J Lehrbuch der reiDen nnd angewandten Krystallogr. II, § 706 und TOT , S. tOI — 
W. Naumann bediente sich einer scMefen Pa rolle Iprojection. In einer Aomerltung 
B. 4ot gab er den neb«rgaDg-iD der entsprechenden orlbogonaleo Projection au. Die von 
ow im Folgenden mit rund xt bezeichneten Grössen tUhren bei Neumann die Boch- 
^ben r und i. Vgl. Zeichnongsinetbode tür triklinometriache Krystalle. Pogg. Ann. 
"•^ii, Bd. 44, 33«. Heber die Zeichnung der Kryslallformen ib. 1S3S. Bd. H, ISS. 

**) Lehrt), der Krystallogr. tSSS. $71. S. SSO— ISS. Hier haben die Zahlen rund« 
A'euibe Bedeutong wie r und 9. 
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Axen (vergl. Fig. 82) durch die Zahlen r und d auszudrücken, haben wir 
nur in die vorhin gewonnenen Werthe der Goordinaten folgende Grossen 
einzutragen : 

sin (7 = -- , cos (7 = ■- Vd^ — ^ 

ö 9 



Dann erhalten wir : 



OD=f ^ 



OE = f 



DF = f 



EG = f 



yr2+ 4 
r 

r 



1 



«Vt2 + 1 



Für die Längen OF, OG^ OH der Axenprojectionen ergiebt sich aul 
dieselbe Weise : 



und für: 



of =/-il/Hi±i! 

1 

tan y — 900 = — 

tan 1/^ — 900 = ^ 
Nun wissen wir, dass : 

OF qGqH_ 

Demnach finden zwischen den Verkürzungsmaassstäben a, (, c und deo 
Zahlen r, d die Beziehungen statt : 

a2 : b2 : C2 = r2 + «2 . ^2^2 + ^ . (^2 + ^) (^2 _ 4) 

deren Umkehrungen direct aus den Formeln für sin q und sin a auf S. UT 
zu entnehmen sind : 
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— a» + b» + C» 



r« = 



«2 = 



a» _ fei + c« 

g^ + b» + c^ 
a2 + b«— c2 



Aus der zwischen dem Neigungswinkel a und der Zahl d stattfinden- 

4 

den Beziehung sin a = -- ergiebt sich, dass 0^4 sein muss. Da in der 

h 



überwiegenden Mehrzahl der Krystallzeichnungen 0H= OC -- Yi^ — 4 nur 

9 

um sehr wenig kleiuer als OC ist, so wird in den meisten Fällen 
4 



cosa = -- Vd* — 4 nahezu gleich der Einheit sein. Für wachsende Werthe 

von r, resp. 9, nimmt die Drehung ^, resp. die Neigung a, ab. 

In der M ohs*chen Projection ist t = 3 und d = 8. Naumann wählte 
t = 3 und d = 9 , so dass der Drehungswinkel ^ = 4 8^ 26' 6" und der 
Neigungswinkel a = 6* 22' 46", femer : 

q) — 90« = 2» 7' 46"; i/; — 90» = 48» 26' 6" 

0F= 0,3333/' 
0G= 0,9493 /• 
0H= 0,9938 f 

a : b : C = 0,3354 : 0,9552 : 4 = 7 : 49 : 20 

Auch V. YonLang bediente sich dieser Projectionsmethode ; nur für 
die Zeichnungen der regulären Krystalle legte er die Werthe r = 4 und 
9 = 9, also einen kleineren Drehungswinkel q zu Grunde. 

§6. 

Die im Vorhergehenden durchgeführte Projection eines Systems von 
drei gleich langen^ auf einander senkrecht stehenden Axen bildet die Grund- 
lage für die Projection der Systeme von ungleich langen rechtwinkligen oder 
sehiefwinkligen Axen, zu der wir jetzt übergehen. 

4) Projection ungleichlanger rechtwinkliger Axen. Stehen 
die Axeneinheiten, welche in die Richtungen OX, OY, OZ fallen, in den 
Verhältnissen von : 

a : b : c' 

so verhalten sich die Projectionen 0*4*, 0*J?*, 0*C* derselben, deren 
Richlungen 0*X*, 0* 7*, 0*Z* sind, wie 

aa: bh : cc 

^'orin a : b : c die Verkürzungsmaassstäbe bedeuten. Nimmt man nach 
^^eisbach für die Verkürzungsmaassstäbe einfache ganze Zahlen (S. 4 42), 
so hat man den Vortheil, die Producte aa, 6b, cc, in denen abc Decimal- 
Mche sind, sehr leicht bilden zu können. 



152 



NeoDtes Kapitel. 



Beispiel. Die Axeneinheiten des Topases sind nach Kokscharo w: 

a:b;c^ 0,5385 : i :0,0589 

folglich haben ihre Projectionen für a : : c s> 5 : 9 : 4 die Werthe : 

aa : &b : CC» 2,6436 : 9 : 9,589 
oder angenähert : 

6,6 : 22,5 : 28,8 

Trägt man mit diesen Werthen und mit 4 mm als Längeneinheit auf d 
Fig. 74 gegebenen Axenrichtungen 0*X*, 0*7*, 0*2* die Projectionen der 
heiten 0*A*, 0*B*f 0*C* auf, so erhält man das nach der anisometrischen I 
5:9:40 conetruirte Axensystem des Topases. 

2) Projeetion ungleich lang er seh iefw.ink liger Ax 
seien tt^ /r^ 7t^ drei Axen, deren Einheiten sich verhalten wie : 

a : b : c 
und deren Winkel : 

bezeichnet werden mögen. Dieses Axensystem soll so aufgestellt 
dass 7t^ mit OZ zusanmienfällt und tt^ in die Ebene YOZ zu liegen 

Fig. 86 stelle 
jicirteAxensys 
Die Richtung! 
die scheinbar 
gen 0*-4* UE 
der Projectio] 
Einheiten a ui 
n^ und 7t^ kön: 
struirt werdei 
wir. die Coo 
der Endpunkte 
Ä* durch die 
nen Grössen, < 
Axeneinheiten 
die Winkel a 
die Verkt 

maassstäbe al 
zudrücken im Stande sind. Ziehen wir durch B eine JParallele zi 
zum Durchschnitt mit OY in B^] ferner durch A eine Parallele zi] 
zum Durchschnitt mit der Ebene XOYm A^\ endlich durch A^ P 
zu F und OX bis zum Durchschnitte mit OX\n A^ und K in il2 
die Goordinaten von : 

A) 0^1, OA2, AA^ 

B) OÄi, BB^ 

Wir wollen den nach vorn rechts sich öffnenden Winkel der 
Tt^Ti^ und Tt'^Tt^ mit C bezeichnen, so dass: 




Flg. 86. 
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COS 4C = 1 A»^ \{<x-hß-h y) sin K« + /^ — y) 
* ^ sin a sin ß 

Dann erhält man für die Coordinaten der Punkte A und B die Werthe : 

OAi = a sin ß sin^C 
i4i i43 =± — a sin /? cos C 
AA^ ^^ a cos ß 
OBi = 6 sin a 
BBi = 6 cos a 

und aus diesen Werthen ergeben sich durch Multiplication mit den ent- 
sprechenden Verkttrzungsmaassstäben die zur Construction der Punkte A* 
und B* in der Projection erforderlichen Coordinaten : 

0*4*1 = OA^ . a, i4*ii4*3 = ili 4 • b, 4*4*8 = ^^3 • c 

0*i?*i =0^1 b, Äi?*i =ÄÄi.c 

während, wie in 4) : 

0*C* = c.c 

ist. 

Beispiel. Werden die Krystalle des Axinits in der von Naumann vorge- 
schlagenen Weise aufgestellt, so sind die geometrischen Constanten desselben nach der 
Berechnung von G. K 1 e in : 

a : 2> : C MS 0,498796 : i : 0,480810 
f ff M* 820 4d' sr' , ^«094056', ^'^^ 4 8403s' V' 

^\ JsiSaO 0' 8", 5 — 860 TU?", C« 4840 39' 88" 

^ Hieraas ^gitbt sich, wenn ft : B : c » 0,5 : 0,9 : 4 gesetzt wird : 

* OAi = 0,8688 0*A*i = 0,4 844 

-V ^j ^3 = _ 0,3274 ii*i Ä*z = — 0,2946 

-* ÄAs ^ 0,0466 ii*i4*8 = 0,04 66 

^^ OBi = 0,994 6 0*B*i = 0,8928 

.? BBi =—0,4265 B*B*i = — 0,4265 

:j 0»C* = 0,4809 

-^- Mit Hülfe dieser Werthe sind die Richtungen und die Längen von 0*A*, 0*B*, 

; 0*C» in Fig. 88 auf S. 455 construirt worden. Da a < 900 ist, so liegt 0* Y* in diesem 
i5r ^^le unter 0*B*, nicht wie in Fig. 86 über dieser Richtung. 

Ist eine Parallelprojection der Axenrichtungen und der Axenlängen 
eines Krystalles entworfen , so entsteht die Aufgabe , mit ihrer Hülfe das 
Kantennetz des Krystalles zu construiren. Man findet in der Projection 
die Durchschnittslinie zweier Flächen A^ A2 ^s ^^^ h h hy deren Axen- 

»bschnitte : 



3 
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sind, als Verbindungslinie der Schnittpunkte der Geraden : 

H2 H^ und Ä2 Äi 

^3^1 und A3 Äi ' ^ 

Nach diesem Verfahren kann man der Reihe nach alle am Krystall vor- 
handenen Kantenrichtungen in der Projectiön construiren. Wenn es sich 
aber darum handelt, die Gesammtheit der am Krystall vorhandenen oder 
möglichen Kantenrichtungen vollständig und in übersichtlicher Weise dar- 




Fig. 87. - . 

zustellen, so entwirft man eine perspectivische Linearprojection, 
indem man sich vorstellt, dass parallel zu den Flä<)hen des Krystalls durch 
den Endpunkt einer Axe seines Axensystems Ebenen gelegt seien, deren 
Bündel von der Ebene der beiden anderen Axen in einer Linearprojection 
des Kry Stalles geschnitten wird"^). Die Verbindungslinien der Zonenpunkte 



rsp^ 




Fig. 88. 



in der Linearprojection mit dem betreffenden Axenendpunkt sind die ge-^ 
suchten Kantenrichtuugen, Es sei der Endpunkt von a^ in der Axe Tt^ixm 
Gentrüm des Bündels gewählt, dann entsteht die perspectivische Linear- 
projection in der Ebene der Axen 7t^ und tt^ dadurch, dass man in die 
Projectiön des Axensystems der Reihe nach die Schnittlinien der am Krystall 
vorhandenen Flächen mit Hülfe ihrer Axenabschnitte auf tt* und tt^ einträgt ; 



*j F.H.Schröder. Eiern, d. rechn. Krystallogr. Clausthal. 4 852, 4 OO. 
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also z. B. die Schnittlinie der Fläche A| A2A3 mit Hülfe ihrer Abschnitte 

^ Oi und ^ Oj. Verbindet man hierauf den Endpunkt von a* mit den 

Zonenpunkten in der Linearprojection, so erhAlt man die Gesammtheit der 
am Krystall möglichen Kantenrichtungen. Die Projection einer Gombination 
kann man nun an irgend einem 



ihrer Eckpunkte beginnen, indem 
man von diesem Punkte ausgehend 
der Reihe nach die Kanten der 
Gombination, immer parallel zu den 
Kantenrichtungen in der perspec- 
tivischen Linearprojection , an ein- 
ander fOgt, wobei man zweckmäs- 
sig eine Skizze der Gombination, 
welche die Anordnung ihrer Kanten 
erkennen Usst, ab Leitfaden be- 
nutzt. 

Wird die Linearprojection in 
der Axenebene ft^n^ entworfen, 
8Q bilden die Schnittlinien gewöhn- 
fidi sehr spitze Winkel unter ein- 
ander (vergl. Fig. 88], derart, dass 
die Genauigkeit in der Bestimmung 

der Zonenpunkte beeinträchtigt werden kann. Es erscheint daher vor- 
tbeilhafter^ die Axenebene n^ft^ zur Gonstruction der Linearprojection zu 
benutzen. 

Nach dem in diesem Paragraphen beschriebenen Verfahren i^t auf Gmnd der ge* 

■ 

wöbnlicfaien Linearprojection (Fig. 87) die perspectivische Linearprojection (Fig. 88) 
folgender Flächen des Axinits : 




Fig. 89. 
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^d hierauf die Gombination (Fig. 89) gezeichnet worden. Die Kanten in Fig. 88 sind der 
^aeme^en•Uebersicht wegen mit den Buchstaben der Flächen, deren Durchschnitts-' 
sie sind,- bezeichnet worden. 
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Zehntes KspiteL 

§ 1. Die Aufgaben der Erystallbereelinang. § 2—7. Bereelmimg der El 
mente. § 8—10. Berechnang der Indices. § 11-^13. Bereeknasg dt 

Winkel. 



§<• 

Die Form eines Krystalles ist bekannt, wenn ihre Symmetrieeigei 
Schäften, ihre geometrischen Constanten und die Indices ihrer Flächen g( 
geben sind. Der directen Beobachtung sind nur die Flächen- Bnd Kantei 
Winkel zugänglich, von denen die ersteren, wofern die Mächen des Krystallt 
eben und spiegelnd sind, leichter und mit grösserer Genauigkeit gemessc 
werden können als die letzteren *) . Jene werden dahei* in der ttberwiegei 
den Mehrzahl der Fälle den geometrischen Untersuchungen der Krystal 
zu Grunde gelegt. Demgemäss entsteht jetzt die Aufgabe aus gemessene 
Flächenwinkeln eines Krystalles, die zu seiner Beschreibung erforderUclu 
Grössen zu berechnen. Wir wollen versuchen, diese Aufgabe zunächst fi 
den allgemeinsten Fall, den der unsymmetrischen Krystalle, zu lösen. D 
Modificationen und Vereinfachungen der Berechnung, welche sich bei de 
symmetrischen Erystallen darbieten , sollen erst bei Gelegenheit, der B< 
Schreibung derselben in Betracht gezogen werden. 



*) Üebet die zu M&dsungeh Von Flächen- und Kantenwinkeln dienenden Instn 
tnentd (Goniometer) und über die Methoden ihres Gebrauches vgl.: 

A. T. Kupffer. Preisschrift über genaue Messung der Winke! der Krystalle. Berii 

4 825. — Handbuch d. rechn. Krystallonomie. Petersburg. 4 834, 584. 
Fr. Rudberg. Förslag tili en förbättrad reflexions-goniometer. Vetensk. Acad. Hand 

4 826. — Daraus in: Pogg. Ann. 4827, 9, 547. 
C. Fr. Naumann. Lehrb. der rein. u. angewandt. Krystallogr. Leipzig. 4 830, 2, 35^ 
F. E. Neumann. Das Krystallsystem des Albits. Abhandl. Bert. Akad. 4 880. 
E. Mitscherlicb. Ueber ein Goniometer. Abhandl. Berl. Akad. 4 843, 489. 
V. von Lang. Construction des Reflexionsgontometers. Denkschr. Wien* Akad. Matl 

naturw. Kl. 4 875, 86. — Daraus in : Carl's Repertorium d. Phys. 12. 
P. Groth. Physikalische Krystallographie. Leipzig. 4 876. 455. 
C. Klein. Einleitung in die Krystallberechnung. Stuttgart. 4876. 54. 
M, W e b 8 k y. üeber Einrichtung und Gebrauch der von R. F u e s s in Berlin nach dei 

System Babinet gebauten Reflexionsgoniometer (Modell II]. Zeitschr. f. Krystallog 

4880, 4, 545. 
Th. L. Die krystalloptischen Apparate. In : Bericht üb. die wissensch. Instrum. auf ( 

Berl. Gewerbeausst. i. J. 4879. Berlin 4 880. 820. 
Th. L. »Krystallographie«. In: Neues Handwörterbuch der Chemie, redig. von H. 

Fehling. Braunschweig. 4 884, 8, 4 4 90. 
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Ba es sich bei der geometrischen Untersuchung der KrystaUpoly^der 
um die Beziehungen zwischen den geometrischen Gonslantea odef 
Elementen des Polyeders, den Indioes seiner Flächen und den von 
den letzteren eingeschlossenen Winkeln handelt, so ordnen sich die Auf«* 
gaben der Erystallberechnung in drei Abtheilungen. 

I. Sind die Winkel eines Krystalies gemessen und die Indices seiner 
Flächen den Symmetrieverhältnissen entsprechend gewählt, so können seine 
geometrischen Elemente durch Rechnung gefunden werden (§ 2 — 7) . 

II. Aus den Elementen eines Krystalipolyöders, den Winkeln und dem 
Zonenverband seiner Flächen können die Indices der Flächen abgeleitet 
werden (§ 8 — 1 0) . 

III. Wenn die Elemente eines Krystallpolyöders und die Indices seiner 
Flächen gegeben sind, können seine Flächen- und Kanten winkel berechnet 
werden (§ 41— 43). 

I. BereGhnnng der Elemente eines trikllnen Krystalies ans den 

Fläche^wUikeln desselben. 

§«• 

Wir behandeln zunächst die Aufgabe, aus* den Flächenwinkeln eines 
triklinen Krystalies die geometrischen Elemente desselben, d. h. die von 
seinen Fundamentalkanten 
oder Axen ft^Tt^Tt^ einge- 
schlossenen Winkel: 

und die Verhältnisse seiner 
Axeneinheiten : 



T, 



r 

i 

i 




Ol : 02 : 

zu berechnen. Die Winkel 
zwischen den Axen findet man 
aus den von den Fundaiben- 
talflächen oder Axenebenen : 

p^=100, p2_040, 

|)3 =^ 001 Fig. 90. 

^geschlossenen Winkeln 

durch Auflösung des sphärischen Dreiecks p^p^p^\ dessen Seiten die 

Rächenwinkel : 

^d dessen Aussenwinkel die WinW zwischen den Axen : 

(P 1) =«; {7t^ 7r3) , (p2) = (/r3 TT 1) , (p3) — (^^1 7C^) 

sind (s. Fig. 90). IHe anr Berechnung der Axeneinheiten aus Flächen- 
winkeln diienenden Formeln können wir offenbar nur aus den in § 7-r^ 
des 6. Kapitels hergeleiteten Werthen filr die trigonometrischen Functionen 
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eineis Flächenv^inkels, ausgedrückt durch die Indices derTIächen und di< 
Elemente des Krystalles; entnehmen. Wir müssen darauf ausgehen eia< 
werthige Verhältnisse der Axeneinheiten yu erhalten und bemerke^ 
z. B, bei dem Anblick des Ausdruckes für: 

8 

cot (hh^) — 



}/J 



y - c,.Ä.ä,.afc(ÄÄ')^(ÄA')jfe 

* ■ - • 

dass dieser Forderung nur in den folgenden, schon auf Seite 89 hervor- 
gehobenen Fällen genügt wird : 

^ 1 -* ' h^ Ol sm (Tt^Tt^) Sin [Tt^] ^ ' 

(1) cot(010-0ft',y^'3) = ^'^ • ;'°'t w u + '^t(^') 

^ '-^ ' *_ ' h\ 02 Sin [TC^Tt^] Sin [7C^} / ^ ' 

cot (00<*Ä."0A3"j= p ^ ■ ;';^^;^'^, ,, + cot(^^ 
Denn hieraus folgt: 

. äo lu sin iTt^Tt^) sin (tC^) r w/aaA. r a\ w «m 

^ ' 02 h 2 Sm (Tt^Tt^) ^ ^ . V /J 



oder: 



«i _ ^i sin (tt^tt^) sin (100^ÄiA2 0) 



(3) 



02 Ä2 sin (tv^tc^) sin{(7r3) — (100' A^ A2O)} 
02 _ h'2 sin [Tt^Tt^] sin (Oi O' h^h^) 
dz ~ h\ sin (ttItt^) sin{(7ri) — (OIO'Oä'jA'»)} 
(h__ffj sin (tt^tt^) sin (00 l''A'\0A'^3) 
ai~K\ sin(7r27r3)sin((7r2)— (00i'A''ieÄ"3)} 



Man ßndet also mit Hülfe dieser Formeln einwerthige Verhältnisse der 
Axeneinheiten, wenn man ausser den Winkeln zwischen den Axenebeoen 
noch zwei von den Winkeln : 

(lOO'AiÄjO), (OIO'OA'jA'a), (00l'A"i0A"3) 

sowie die hierin auftretenden Indices kennt. Sind diese Winkel und Indices 
nicht von vorn herein gegeben, so wird man sie aus bekannten Winkeln be^ 
rechnen müssen, bevor man zur Ermittelung der Elemente schreiten kaoD. 
Das Verfahren zur Berechnung der geometrischen Constantien eines 
triklinen Krystalles, welches darin besteht, aus der nothwendigen Anxahl 
gemessener Flächenwinkel zuvörderst die Winkel zwischen den AxenebeaeD 
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nd in den Zonen zWeier Axen je einen Winkel zwischen einer Axenebene 
nd einer der übrigen Flächen abzuleiten, um darauf nach den vorstehenden 
orineln die Yerbältnisse der Axeneinheiten zu berechnen, ist zuerst von 
[; Web^ky in voller Allgemeinheit entwickelt worden^ ^). Die Absicht, 
krelcbe dem ganzen Verüahren zu Grunde liegt, ist durch die charakteri- 
tische geometrische Eigenschaft der Krystallpoly^er^ der zufolge die 
'lachen derisielben nach Zonen angeordnet sind, begründet. Wie gemäss 
lieser Eigensdiaft die' Messung der Flächenwinkel mit Hülfe der Reflexions- 
;oniometer nothwendig zonenweise erfolgt, so schreitet auch die Berech- 
lung der Krystallpolyöder zweckmässig nach Zonen vor. 

§3. 

Zur Bestimmung der fünf Elemente eines triklinen Krystalles ist die 
Kenntniss von fünf; von einander unabhängigen Winkeln zwischen Flächen, 
deren Symbole ebenfalls bekannt 
sind, erforderlich. Die Werthe der 
Elemente sind sowohl von diesen 
sogenannten Fundamentalwin- 
keln als auch von den Indices der 
Flächen, zwischen denen sie liegen, 
abhängig. k 

Ftinf von einander unabhän- 
gige Winkel liegen zwischen min- 
destens vier Flächen, die wir mit : 

ft, fc', r, r 

bezeichnen wollen, und schliessen 
unter einander sechs Winkel ein, 
welche nach § 6 des sechsten Kapitels durch die Relation : 

K cos [kk') cos (kk") cos {kk'") 
cos {k'k) 1 cos [k'kf') cos {kT) 

cos(rfc) cos (AT) 1 c.os(rr') 

cos(r'fc) cos (*"'*') cos(r'r) 1 

verknüpft sind. Da dies^ Relation (i) in Bezug auf den Cosinus jedes der 
sechs Winkel vom zweiten Grade ii^,!so sind die Elemente eines triklinen 
Krystalles durch fünf von einander unabhängige Winkel zwischen vier 
Flächen noch nicht eindeutig bestimmt. Es seien (s. Fig. 91): 

• (kk')[k'k''){k"k){kkf'')(krk'") 

die fünf Fundainentalwinkel. Dann erhält man aus (i) zwei Wertbe für 
den sechsten Winkel (ä^A"'). Geht man von den drei Flächen frA'Ä" aus, sp^ 




/ 






Fig. 91. 



(1) 



= 



*) Ueber Krystall-Berecbnung im triklinischen System. Monatsber. Berl. Akad. 
t. April 1879. 
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findet man demnaob awei Positionen U*' und V*' fttr die vierte Fläohe 
Seite 80) . 

Die Entscheidnng darttber, wekhe der beiden MtfgliolikeiteD vor 
gewähren der Anblick des Krystalles, aus dem hervorgeht, über wel 
der acht, von den Fläohen kVW bestimmten Oktanten die Fl^he V 
oder die Messung des sechsten Winkels {li'U") . 

Auf sphärisch trigonometrischem Wege kann man dm Wertii d 
sechsten Winkels {}PK") in folgender Weise berechnen. In dem sphärii 



!•• 




P^ 239 



Fig. 92. 

Dreieck kWW' sind die Seiten {kW) und (r'*) bekannt und der Wi 
(F'W") ist zu berechnen aus: 

(r'AÄ:") = (r'Äift') + (ft'ÄÄ:") 

Man findet den Winkel ^"kV) aus dem sphärischen Dreieck k\ 
dessen Seiten bekannt sind, und den Winkel : 

aus dem sphärischen Dreieck kk*\i\ dessen Seiten ebenfalls gegeben s 
Demnach kann man (ft'T") aus dem sphärischen Dreieck kWW berecbi 
In analoger Weise wird (ft'T") ermittelt. 

Es ist zweckmässig ausser den genannten bei k liegenden Winl 
der sphärischen Dreiecke : 
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auch noch die, mit ihren Scheiteln in k, W und k"' liegenden Winkel der* 
selben, welche in dem Folgenden Verwendung finden, bei der Auflösung 
dieser Dreiecke zu berechnen. 

§^- 

Wir wenden uns jetzt zur Berechnung der Winkel zwischen den Axen- 
ebenen, die wir in den Zonen dieser Ebenen ausführen wollen. Hierzu ist 
nach dem auf S. 40 beschriebenen Verfahren die Kenntniss der Indices 
und der Winkel von drei Flächen in der Zone jeder Axe erforderlich. Die 
Flächen : 

k = \k^ »2 »3 j, k =^ \k ^k 2k 3J, k = \k ^k ^k 3/, k = |a | a ^k 3 j 

deren Indices willkürlich, doch so, dass sie nicht im Widerspruch unter 
einander stehen, zu wählen sind^), bestimmen sechs Zonen, welche durch 
die sechs Seiten des von den Flächenpolen kk'k"k"' gebildeten sphärischen 
Vierecks dargestellt werden (s. Fig. 92). Da in jeder solchen Zone drei 
Flächen vorhanden sind, welche gleichzeitig in der Zone je einer Axe liegen, 
so haben wir von jenen sechs Zonen nur drei in Betracht zu ziehen; z. B.: 

[kk"l [kk], [rr'] 

Die in diesen Zonen gelegenen und den Axen TC^jt^jt^ parallel gehen- 
den Flächen wollen wir bezeichnen mit: 

IHH^ in [*r] 
m^rn^rn^ - [ArA'] 
nin2n3 - [k"k'"] 

Um die Lage dieser Flächen in diesen Zonen nach dem auf S. 40 ange- 
gebenen Verfahren zu fixiren, müssen wir zuvörderst in jeder Zone zu den 
beiden, die Zone bestimmenden Flächen noch eine dritte Fläche aufsuchen. 
Hierzu bieten sich die aus den vier gegebenen Flächen sofort nach dem 
Gesetz der Zonen abzuleitenden Flächen d^d^d^ deren Pole die Diagonal- 
punkte des vollständigen sphärischen Vierecks kKk"k"' sind, dar. Es liegt 
dann in der Zone: 

[kF'] der Diagonalpunkt d» 
[kV] - - dl 

[rn - - dl 

und man findet (d'fc) aus dem sphärischen Dreieck d^AiA*', in welchem die 
Seite (Aft") und die beiden anliegenden Winkel : 

(r'fcr) und (Ä*T) 

bekannt sind, femer (dU) und (d'Ä"') aus dem sphärischen Dreieck d^kU'\ 
von welchem ebenfalls eine Seite {kk") und die beiden anliegenden Winkel : 

[k'kr] und (ArT') 

*) Vgl. Websky, 8. a. 0. 857— 860. 
diebisch, Geometr. Krystallogr. \ \ 
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gegeben sind. Demnach ist jetzt die Lage der Flächen d^ und d^ in den 

Zonen : 

[kd^r\ 

[d'krr] 

bestimmt und man kann nach dem Verfahren I auf S. 40 die Lage der 
Flächen : 

/1/2/3 

in jenen Zonen ermitteln. Darauf ist die Lage derselben Flächen in den 
Zonen der Axen aufzusuchen, also der Flächen : 

Z* m* n? in der Zone der Axe tt* 

Pm'^n^ - ~ - - - TT* 

Pm^n^ - - - - - tt' 
Man erkennt sofort, dass hierzu die Auflösung von sechs sphärischen 
Dreiecken, in denen jedesmal zwei Seiten und der von ihnen eingeschlos- 
sene Winkel bekannt sind, erforderlich ist. Es ergiebt sich nämlich : 

aus dem sphärischen in welchem 







Dreieck : 




bekannt sind : 


\(»til) 




n'ZU'" 




[Pk"), {k"'n^),tf, 


([Pm^ 




Pm^k 
rPPU" 




[mH], [kP], q> 
{Pkn, (k"n^), V 


/(P»»3) 




Pm>k 
n^PK" 




(m»A-), (kP), q> 
[Pk"), {k"n^}, xp 


worin Winkel: 








- 




(FA-r'j - <p , 


[kk 


"A": — ip 



gesetzt ist. 

Da man jetzt in den Zonen der Axen die Indices und die Winkel vo 
je drei Flächen kennt, so kann man die Winkel zwischen den Axenebenen ^ 

{p^P^]i {p^P^]j (P^P^) 
in diesen Zonen nach dem Verfahren I auf Seite 40 ermitteln. Demnächs'^ 
findet man durch Auflösung des sphärischen Dreiecks p^p^p^, dessen Seite 
bekannt sind, die Aussenwinkel desselben, d. h. die Winkel zwischen de 
Axen I 

(pl) = (7r2 7C^) , [pl = (TT» TTI) , [p^] = [tV^ 7t^) 

und damit sind die zur Berechnung der Axeneinheiten nach den Formeln- 
des § 2 erforderlichen Grössen gegeben. 

§5. 
Je einfacher die Symbole der vier zu Grunde liegenden Flächen kVUV 
sind, um so einfacher ist die Berechnung der Elemente, wie aus dem fol- 
genden Beispiel hervorgeht. 
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Berechnung der geometrischen Gonstanten des Cyanits 
vom Greiner nach den Messungen von G. vom Rath"^). 

In seiner ersten Abhandlung über den Cyanit beschrieb G. vomRath 
einen Zwilling dieses Minerals vom Greiner in Tyrol. Figur 93 stellt das 
obere Ende eines Individuums desselben in gerader Projection auf eine zur 
Yerticalaxe senkrecht stehende Ebene dar, in der Stellung, dass die Fläche 
j} = 004 nach vom und rechts geneigt ist und die Kante der Spaltungs- 
flächen m = 100 und ^ = 010, an welcher der stumpfe innere Flächen- 



*^ 


m' 




^'J^ / 


r 


\*\ 


'f^J=^ 


H *\ 


k/ 


P 






-»»- 



m' 



e» 




Fig. 93. 



Fig. 94. 



Kinkel [rnt) liegt, sich vorn rechts befindet. Der von G. vomRath in 
seiner zweiten Abhandlung über den Cyanit beschriebene Krystall, welcher 
frei auskrystallisirt nur das untere Ende zeigte, ist in Figur 94 dargestellt. 
Den Flachen m, p, t, v wurden folgende Symbole beigelegt : 

in = 100, p = 001, t = H0, t; = OTl 

Daraus ergiebt sich für die Fläche t, welche den Zonen [mi] und [pv] ge- 
iQein ist, das Symbol : 

^ = 010 

Gemessen wurden an dem zweiten Krystalle die fünf Winkel : 

(m"i') = (TOO'TTO) r= 34« 17' 
(pV) =(00rTT0)= 99 32 
(pV) = (00rT00)=101 30 
(/r) =(00r0Tl)= 36 58 
(v'^m') = (OTriOO) = 89 58 

wc>i:*jii m' und i' die Gegenflächen von m und i bedeuten. Demnach sind 
^^^ Rechnung folgende Winkel zu Grunde zu legen : 

[mU] =(100'110) = 34M7' 
(i%) =(H0^001) = 80 28 
[p^m] =t00ri00) = 78 30 
[p^v] =(00I^0T1)=36 58 
(v'm) ={0Tri00) = 90 2 

*) Ein Beitrag zur Kenntniss der Krystallisation des Cyanit. Zeitschr. f. Kryst. 

^^'^^, 8, 1 und Bullet, de la soc. min. de la France. 1878, 62. Ein neuer Beitrag zur 

i^enntn. d. Kryst. d. Cyanit, Zeitschr. f, Kryst. 4 880, 5, 17. Man vergleiche über dieses 

^^^ral die Arbeiten von M. Bauer. Beitrag zur Kenntniss^ der krystallographischen 

^ei^bältnisse des Cyanits. Zeitschr. Deutsch, geolog. Ges. 1878, 30, 283—326 [Referat 

^OQ G. vom Rath in Zeitschr. f. Kryst. 1879, 8, 87]. Die Krystallform des Cyanits. ib. 

^^'79, 81, 244—258. Nochmals die Krystallf. d. Cyanits. ib. 1880, 82, 717. 
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Jiese Winkel sind in der stereographischen Projeetion der Polfigur des 
its (s. Fig. 95) durch Verstärkung der zugehi^rigen Bügen hervorge- 
n worden. Es handelt sich nun zuvörderst um die Berechnung der 

kel zwischen den Axenebenen und der Winkel zwischen den Axen, 

che in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind : 

G. vom R«th: 

[Cp] = (ÖIO'OOI) = (p2p3) == (^i) 1800 — i 

(V m) = (00^4 00) = (p3pi) = (Vr2) 4 80 — Ä 

[ni't] = (100^010) = (pip2) = (TT») 180 — C 

[p' mt) = ['p^]=±[7t'^7t^) a 

(w'^p) =(p2) = (^3^1) ß 

[t pm) = [p^) = [7t^7t'^) y 

Hiervon ist der Axenebenenwinkel : 

(p3pi) = [p^rn) = (00^100) = 180« — i? = 78« 30' 

schon durch Messung gefunden. Der Axenwinkel (7t^7t^)=^ a kann be- 
rechnet werden aus dem 
j^f^^ sphärischen Dreieck mip, 

dessen Seiten bekannt sind; 
der Axenwinkel {tc^tv^) ^ y 
kann berechnet werden aus 
dem sphärischen Dreieck 
mp V, dessen Seiten ebenfalls 
bekannt sind. Die Axen- 
ebenenwinkel {p^p^) = 1800 
— A, (pip2)= 4800— C und 
den Axenwinkel (tt^tt^) = ß 

taio fi^^®^ ™^^ ^^^ ^^^ sphäri- 
schen Dreieck mtp, in wel- 
chem eine Seite und die bei- 
den anliegenden Winkel be- 
kannt sind. Im Anschluss 
hieran findet man die Ver- 
hältnisse der Axeneinheite 
F»g- 95- Ol : 02 : 03 aus den bekannte 

Zonen [mit] und [tpv] d 
Axen 7t^ und tv^. — In dem sphärischen Dreieck mip sind die Seiten : 

(m i) = 340 1 7', {ip) = 800 28', (pm) = 780 30' 
bekannt, also ist die halbe Summe derselben = 96o 37^' und : 

960 37i'— 340 17' = 620 20V 
_ —80 28 =16 9^ 
_ —78 30 = 18 7| 
Demnach ist : 

2 ip'mt) __ sin 960 3?^ sin I60 9f 

*^" 2 ~" sin 1 8 7i sin 62 20^ 



010 1 




jäok 
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log sin 960 t^^' 
s log cos 6 17^=9,997 0901 — 40 log sinISO 7f » 9,492 8876 — 10 
log sin 46 9} =i 9,444 5048 — 40 log sin 62 20| = 9,947 8024 —40 

9,444 5934 — 40 9,440 4897 — 10 

9,440 4897 — 40 



,/mt) <Q>^^< 4024—40 
log tan ^^ ' « 40,000 7042 — 40 

(p'mt) = Axenwinkel (tt^tt») = 90« 5' 34" = a 

In dem sphärischen Dreieck mpv sind die Seiten: 

(mp) = 780 30', {pv) = 360 68', (vm) = 90« 2' 

also die halbe Summe derselben = 4 02o 45' und : 

102045'— 780 30'= 240 15' 

— —36 58 = 66 47 

— —90 2 = 12 43 

Demnach ist : 

j (m>t;) sin 1020 4^ sin 420 43 ' 

^^ 2 ""sin 24 16 sin 65 47" 

log sin 4020 45' 
= logco8 42 45 »9,989 4 57r— 40 log sin 240 4 5' «= 9,613 5446 — 10 
log sin 42 4S a s 9,t42 6792 — 40 log sin 65 47 » «9,959 9962 — 40 

9,314 8868 — 40 9,573 5398 — 40 

9,578 5898 — 40 



' 9,758 2965 — 40 

log tan iüü^ « 9^879 4482 — 40 

(^>t;) ^ 3^, ^, ^^„ ^ 4800 -(^pm) 

(fpm) = Axenwinkel (tv^tc^) = IO50 44' 32" = y 

In dem sphärischen Dreieck mtp sind bekannt : 

(mp) = 780 30' 
\p'fnt)= 90 6 34" = a 
[fpm) = 105 44 32 =y 



Demnach ist : 



M=39«15' 
z 

(fpm) + (p'mt) _^^ gjj g„ 

* 

{fpm)-{p'mt)^^ 49 29 



«"Xi folglich : 
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^^^ M + M ^ _ cos ;; 49' 89" ,^^ 3^„ ,^, 

2 cos 97 55 3 

tan M^ = - -!" ,!' ;;' t tan 39» 15' 
2 sin 97 55 3 

log cos 70 49' 49"-= 9,995 9874 — 10 
log lan 39 4 5 «s 9,91tt408 — 10 

9,908 1777 — 10 
log sin 7 55 3 E= 9,119 0828 — 10 

log tan ^^^)^-^P) B= 10,769 0954 — 10 

MJlM = 800 20' 31" 
2 

log sin 70 49' 29" ■« 9,133 9953 — 10 
log tan 89 15 ^ 9,912 2408— <0 

9,046 2356 — 10 

iQgCOS 7 55 3 =9,995 8402—10 

log tan i — '"*^-r v*y; ^ ^^^5^ 3^5^ _ ^^, 

[—mt] + [tp] ^ g^ g^, ^g,, 
2 

(mO = Axenebenenwinkel [tv^i = 73« 56' 3" = I8O0 — C 
[tp) = - (/ri) = 86 44 59 =1800 — il 

Zur Berechnung von (m'tp) dient die Formel: 

. [mt] + (tp) 

tani^==-"° /,,tan(^>"'7^^'"^^ 

sm ^ — ' ^ 

= ^'°T .Tartan 7« 49' 29" 
sin 6 24 28 

log Sin 800 20' 31" = 9,998 8005 — 10 

log tan 7 49 29 «= 9,138 0579 — 10 

9,131 8584— 10 

log sin 6 24 28 = 9,047 6791 — 10 

im'tp) 

log tan ^—-^ =10,084 1793—10 

z 

i^i^ = 500 31' 6" 

[m'tp] = Axenwinkel (jc^Tt^) = 101« 2' 12" = ß 
Es folgt nun die Berechnung der Verhältnisse der Ax:eneinheii 
Oj : 02 : 03, worin 02 = 1 gesetzt werden möge. In der Zone der Axe 
ist, wie aus (1), Seite 158, hervorgeht: 

cot 100 110=-^ . , » \ . ' ' ^ + c^* ^ ) 

Ol sm (tt^/t^; sin (tt^j 
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also in dem yorliegenden Falle: 

w n «2 sin [p'mt] , , , 

cot mO = - . , ., , . , ,, + cot [mt] 

Demnach : 

sin 900 y u" 

^ "■ sin 1010 2' \r sin 73» 66' 3" {cot 34» 47' — cot 73« 66' 3"} 

COiU^iV — 1,466 8646 
C0t7S 56 %" » 0,887 994t 

4,178 8678 
log COS 410 i' li'' K 9,991 8935 — 10 
log Sin 78 56 8 «s 9,982 698i ~ 10 
log 1,178 8678 » 0,071 4649 

0,046 0556 

logCOS 00 5' 84" — 9,999 9994 — 40 

0,046 0556 
log Ol -■ 0,958 9418 — 1 

ai = 0,899381 

In der Zone der Axe n^ ist nach (1), Seite 158 : 

cot(OIO-OTl)=-gg . fVt^'^ ., +cot(;r') 
^ ' Oj 8in(7r*/r*j Sin (tt*) ^ ' 

diso erhält man in dem vorliegenden Falle, in welchem : 

010*011 = [tv] = [tp) + (pv) «=1230 42' 69" 

ist, zur Berechnung der Axeneinheit 03 die Formel: 

cot (tv)= — — ' fsf \ ■ ^. X + cot (tp) 
^ ' Oj sin [fpfn) sm [tp] ^ '^ 

oder: 

. _ sin 1050 44' 32" sin 860 44' 69" (cot 860 44' 59" — cot 123o 42' 59") 

sin 1010 2' 12" 

cot 860 44' 59'' « 0,056 7889 
tan 33 42 59 «= 0,667 IIOS 

0,724 1194 

log cos 150 44' 32'' -B 9,983 3971 — 10 
log sin 86 44 59 «i 9,999 8009 — 10 
log 0,724 1194 « g 0,859 8102 — 1 

9,842 5082—10 
log cos 110 j' 42" «s 9 ,991 8925 — 10 
log 08 «~0,850 6157 — 1 

03 = 0,70895 

Wir stellen die Resultate zusammen und setzen zur Yergleichung die 
^^gaben von G. vom Rath hinzu: 
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G. vom Batb: 




a, = 0,89938 


0,89942 —a 


, 


o, -i 


4 =6 




03 — 0,70895 


0,70898 — c 




(^j^j)_ 900 5' 34" 


90« 5|' — 




{W»?r«j — 40« 2 4« 


404 4 — /* 




(?r»7r«;— 405 44 3* 


405 44| — y 




(«^») — 86 44 59 = 


86 45 — 480« 


A 


*{jt^l — 78 30 


78 30 — 480 


B 


(TT») — 73 56 3 


73 56 —480 


— C 



Aus § 4 ergiebt sich, dass die fünf, zur Beredinang der Krystalk 
erforderlichen, von einander nnaUiSIngigen Fondamentalwinkel a 
fttnf Flächen, die sich in specieller Lage befinden, gebildet 




können. Man kann z. B. die Elemente berechnen, wenn die Ind 
Flächen (s. Fig. 96) : 

und die Winkel in den dreiflächigen Zonen [dS A*, Ä'] und [d\ 
nämlich: 

(dtA), (U-'), (dir), (A-n 
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sowie einer der Winkel : 

(Ä^)» (*0» (*'*")> (*'*"') 
bekannt sind; d. h. die fttnf Fundamentalwinkel können zwischen fttnf 
Flächen liegen, von denen die eine zugleich eine der drei Diagonalflächen 
des vollständigen Yierflachs ist, das von den vier anderen bestimmt wird. 
Hierfür soll in dem folgenden Paragraphen ein Beispiel gegeben werden, 
welches wieder xeigt, wie die Berechnung der Elemente vereinfacht wird, 
wenn man den zu Grunde liegenden Flächen möglichst einfache Symbole 
ertheilt. 

Berechnung der geometrischen Constanten des Anorthits 
vom Vesuv nach den Messungen vonC. Klein"^]. 

Belegt man die Flächen J, /, P, e mit den Symbolen : 
T=1T0, Z=nO, P=001, e = 021 

so ergiebt sich fttr die Fläche if, welche den 

Zonen [JQ und [Pe] gemein ist (s. Fig. 97 ^ 

und 98) , das Symbol ; 

if = 010 

Von den durch diese fünf Flächen einge- 
schlossenen Winkeln wurden folgende fünf 
gemessen und der Berechnung der geome- 
trischen Gonstanten zu Grunde gelegt : 

(P^ilf) = (00^010) = 850 SO' 
[tJU) =(110''0i0) = 58 4 
[tT) =(110'U0) = 59 29 
(>i) =(^om0) = 65 53 
(P^e) =(00r021) = 42 38^ • 

Wir berechnen zunächst die Axenebenen 
und Axenwinkel. Bezeichnen wir die Fläche : 

100 =A 

so sind dies die Winkel : 

(Itjp) = (OIO'OOI) = (p2p3J = (^1) 
(P*A) = (OOnoO) = (päpi) = (7r2) 
(h'M) = (1 OO'OI 0) = (pip2) = (^3) 
(PhJU)={p^) = {7t^7t^) a 

(Ä'ifP) ={p2) = (^3^1) ß 

(Jf PA) =(p3):=(7ri7r2) y 

-vvorin P,h',M die Gegenflächen von P, A, M bedeuten. 

Hiervon ist der an der Axe tt^ gelegene Axenebenenwinkel : 




Fig. 97. 



C. Klein: 
1800 — ^ 

180 —B 

180 — C 



') Einleitung in die Krystallberechnung. Stuttgart. 4876. 285. 
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(TT») = [M^P) = OiO'OOi) = 850 50' 

schon durch Messung gefunden. Den Axenebenenwinkel (tt*) = (A*iQ 
=3 (100^040] findet man aus der Zone der Flächen M, i, h, T, von denen di 
Indices und zwei der von ihnen gebildeten Winkel (M^lj und {tl) bekann 

sind. Aus dem sphä- 
rischen Dreieck IMP, 
dessen Seiten bekann 
sind, kann man dei 
Axen Winkel (A' M /*^ 
= (7r*7r^) berechnen^ . 
Dann kennt man in demci 
sphärischen Dreieck 
hMP zwei Seiten und 
den eingeschlossenen 
Winkel und findet da- 
her durch Auflösung 
dieses Dreiecks die 
Axen Winkel [PhM] 
= '7V^7C^) und [M'Ph] 
= ^7t^ Tt'^) und den 
Axenebenenwinkel (tt^ 
= (P^A) =001^100. Da nunmehr in den Zonen der Axen n^ und ^^ je 
drei Flächen bekannt sind , nämlich A, /, M und M, e, P, so kann man 
schliesslich auch die Verhältnisse der Axeneinheiten o^ : 02 : 03 berechnen. 
Nach (3) in § 2 des vierten Kapitels ist, w^enn A, A', A", A'" tautozonale 
Flächen sind: 

cot (A A'") = {\ — %] cot (A A') + 31 cot (A A") 
worin mit ^ das Doppelverhältniss : 

bezeichnet ist. Setzen wir nun in dem vorliegenden Falle : 

A =jt/=010 
h! =1 =110 
h" =T = ITO 
Ä"' = A = 100 

so nimmt 31 den Werth \ an ; denn es ist z. B. für € = <J = 3 : 

Aj H\ — A2 h'\ h\ h"\ — A'2 h"\ • T — 1-1 1-0 — I • \ 



Fig. 98. 



2( = 



n i n 2 — "2'^i '^i"' 2 — "2*^ 1 
Demnach ist M^h zu berechnen aus : 



4.T_/|.| 00— 4.4 



= 1 



(1) 



cot [Mh] = ^ cot (Ml) + I cot [MTj 

= |cQl580 4' + i cot 117033' 
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cot 580 4'» o,6iS 153« 

tan t7 St — 0,5H 6767 

0,101 5759 



logOOl(jr*)» log 0,05t 7670 — 6,705 7602 — 10 

Ith = Axenebenenwinkel {n^ = g7« 5' ST = 180<> — C 

In dem ^härischen Dreieck / Jf P sind die Seilen : 

[IM)= 58« 4', (Jr P) = 850 50', (PI) = 650 53' 
bekannt, also ist die halbe Summe derselben = lOio 53^' und : 

104« 53f — 580 4' = 46« 49f 

— —85 50 = 19 3| 

— — 65 53 = 39 l 

Demnach ist: 
^ , (h'MP^i sin 1040 53f sin 39« \' 

" **° 2 ""sin 46 49^ sin 19 3^ 

log cos 140 53|' «s 9,985 1680—10 log sin 460 49^' «= 9,86t 8867 — 10 

log Sin 89 i m = 9,798 9498 — 10 log sin 19 tj «= 9,51t 9839- 10 

9,764 litt — 10 9,876 8106 — 10 

9,876 8106 — 10 



{h'MP) 



0,407 sott 



log tan ' — -— ^ -■ 10,t08 6511 — 10 

X 

[h'MPj = Axenwinkel (tt^tt«) = 1150 56' 1"= ß 

In dem sphärischen Dreieck hJIdP sind bekannt die beiden Seiten : 

[hM) = 870 5' 33", (MF) = 85o 50' 
und der von ihnen eingeschlossene Winkel : 

(A'ifP) = 1150 56' 1" 



Demnach ist: 



(£M= 57 58 1 



[hM] + {MPi 



86 87 46| 



Nun ist : 



{hM] — {UPj _ _ 
2 



37 i6^ 



,_ {H'Ph] + {PhM) _ ._ (h'MPj cos \[(hM)- [MF)] 

. [M'Ph)-[PhM) _ [h'MP] sm^ [[hM)-{MPi] 

und . ^ ~ ~ * ■ "'" * f t'^^) + '^'^^ 
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log tan 570 58' \" =* 40,808 6540 — 40 
log COS — 37 46i -« 9,999 9738 — 4 

40,203 6248 — 40 
log COS 86 27 46| »8,790 2468—40 

log ton 570 58' i" == 4 0,203 654 — 40 
log sin — 37 46^ ^ 8,040 9248 — 40 

40,244 5728 — 42 
log sin 86 27 46| » 9,999 4749—40 

log ton ^ = 8,245 4009 — 4 



{PhM)-(M'Ph) ^^,^,^^„ 



also ist: 



(PkM) = Axenwinkel [it^it^) = 98« 13' 7|" = o 

(if'PA)= - (7r»?r2) = 91 12 »[ = y 

Zur Berechnung der dritten Seite Ph dient die Formel : 

iX\ t^n (''*) - t«n (^^-(^^ sinn(^^^'^) + (yAif)] 

(4j tan -^ — — tan ^ sin ^[{if'PA) — (P'Aif;] 

log tan —0 37' 46i" = 8,040 9480 — 40 
log eo6 2 42 381 e = 9,999 6767 — 40 

9,040 6247 — 4 4 
log sin 4 — 29 s 8,245 3394 — 40 

log ton ^^ = 9,795 2853 — 4 

[PK] = Axenebenenwinkel (tt^) = 63« 56' 20^" = ISO« — i? 

Es folgt nun die Berechnung der Verhältnisse der Axeneic 
ai : 02 : 03, worin 02 = 4 gesetzt werden möge. In der Zone der 1 

ist (s. S. 158): 

(5) cot(100^110) = ?? . ^^^tf\ 3, +cot(7r^) 

In dem vorliegenden Falle ist : 
lOO'IIO =(*/) = (Alf) + {Ml) = 870 5' 33" — 58o 4' = 29« V 

folglich : 

_ sin 93013^ 7f' 

^* ~ sin H5o 56' 1" sin 87o 5' 33" {cot 29» V 33" — cot 87» 5' 3 
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cot iforss" 

cot 87 5 S3 



s |,8tf ISIS 
s= •»•S« 7894 



log l,7Sf 3<i4 
log Sin 81« 8' 88"^ 
log €08 85 8« 4 

logoos 80 18' 7^'' 



0,848 8788 
•,»M 4488 ^ 18 
»,»&8 8888 — 18 
0»I8€7488 

8,999 84 44 
0,496 7485 



— 40 



*Og«i 

Id der Zone der Axe n^ ist s. S. f 58h 



I 0,888 5979 

0,634743 



— 4 



001(010^024)= «.?5l . '^? y ^'^'l ,, + cot j.T') 

Nun ist in unserem Falle: 

ö<0'024 = (Me) :pr (JfP) + (P<?) ar 85« 50' — 42« 38f = 43« 4 1f 

folglich: 

_ sin 94M4^ 9^ sin 85« 50' {cot 43« 44^ — cot 85« 50^ 

^"" 2 sin 4 450 56' 4" 

COt4S0 44|'r=: 4,085 8888 
cot 85 50 = 0,078 8505 

log 0.993 3548 » 0,996 6657 — 4 

log cos 40 44' 91'' s 9,999 9069— 4 
log sin 85 50 = 9,998 8506— 40 

0,995 4288 — 4 

log 2 -= 0,804 0300 0,854 9883 

log cos JSO 56' 4" = 9,953 9053 — 40 log da «» 0,740 4879 — 4 

0,254 9333 

a3 = (V550159 

Zum Schiuss stellen wir die Resultate zusammen und fttgen die von 
^' Klein aus denselben Fundamentalwinkeln nach einer anderen Methode 
berechneten Werthe hinzu : 



01 = 0,634743 

02 = 4 

03 = 0,550459 
|7^27^^= 93M3' 1f 
(7r37ri)= 4 45 56 4 
(7i^7T^)= 94 42 9\ 

♦ttI) = 85 50 
(7r2) = 63 56 20| 
(;r3) =87 5 33 



Klein: 
0,634744 = a 

4 =6 

0,550454 = c 

93M3' 8" = a 

445 56 — =ß 

91 42 9 =y 

85 50 = 4800— i4 

63 56 28 =480 — B 

87 5 34 = 480 — C 
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Fig. 99, 



§7. 

Man ersieht aus Figur 96, Seite 168, dass fünf von einander unab- 
hängige Fundamentaiwinkel auch in dem folgenden Falle von fünf Flächen 
eingeschlossen sein können. Ausser den Indices und den Winkeln der 
Flüchen k, k\ k!\ welche eine körperliche Ecke bilden, seien die Indices 

einer Fläche d^ aus der Zone [kk'], die In- 
dices einer Fläche x, welche nicht in einer 
der drei, durch die Flächen A, k', H' be- 
stimmten Zone liegt, und die Winkel [kd] 
und [V* x) gegeben. Dann leitet man zu- 
nächst die Indices der Fläche A, welche 
den Zonen [kV] und [V'x] gemein ist, ab 
und berechnet darauf aus der Zone \k^ k\ 
d^, h] den Flächen winkel (ft'Ä), aus dem 
sphärischen Dreieck Äi'i", in welchem 
zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel bekannt sind, die 
dritte Seite (A;"A) . Damit ist dieser Fall auf den in § 6 behandelten zurück- 
geführt. 

Beispiel. An dem in Fig. 99 dargestellten Albitkrystall seien die Winkel*): 

(r''3f)=(410''010) = 690 42' 
(if"P;=(0l0''004}= 86 44=(;ri) 
(i>^r,. == (00^140 = 65 45 
[T^l) =(HONTO;= 59 23 
[P'^x] =a{001*T01 = 5i 14 

Es sollen die Elemente des Krystalles berechnet werden. Der Gang der Be- 
rechnung ist anfänglich derselbe wie in dem Beispiel des § 6. Man findet aus For- 
mel (1), S. 170: 

cot [Mh) — i cot 590 42' -j- i cot 1190 5' 

{Mh)= 890ir38''=(7r3) 

aus Formel (2), Seite 171 : 

, „ ih'MP] sin 1050 49' • sin 40O 84' 
2 sin 19 8 • siQ 46 7 

{h'MPj= 1160 51' 44" =s {n^n^) 
aus den Formeln (3), Seite 171 : 

^ {M'Ph)+{P'hM) ' , ^ona«,.«f/ cos 10 45^49" 

tan ^ Z ' — - = — ^a" 58» 25' 52" tz-itz — r- 

2 cos 87 56 19 

sin 10 15' 19" 



tan 



{M'Ph) — {P'hM) 



= — tan 580 25' 52". 



sin 87 56 19 



{M'Ph) + {P'hM} 
2 

^{M'Ph)-t{P'hM 
2 



== 910 15' 59" 



= 2 2 35 



*) Nach Breithaupt. Vgl. G. vom Rat h. Monatsber. Berlin. Akad. 24. Febr. 
1876. Seite 154. 
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[M'Ph =.89 13 24 a-:7r»;r2) 
aus Formel (4), Seite 172: 

* f^Ä) , ,^ ,^, ,^^ sin 910 15' 59" 

tan—— = — tan 10 15' 19"--; — - — t-tz- 
2 sin 2 2 35 

(i>Ä:=»630 8'26" = (;r2) 

aus Formel (5), Seite 172 : 

sin 930 18' 84" 



a, = 



sin 1160 5|f 44". gin 8&0 ii' 38" {cot 290 29' 35" _ cot 890 4^ 36"} 

a^ =s 0,638133 

Zur Berechnung der Axeneinheit 03 dient die letzte der Formeln (2) oder 
auf Seite 158, wenn man darin : 

Ä"i0Ä"3 = 107=5 

setzt. Man erhftlt dann : 

Oj « sin in^n^)' sin (001^107) 

^^"^ 9iü{n^7t9) . sin{(001^i0T) — (;r2)} 
Ol » sin 890 48^ 24". sin 1270 46' 
^ sin 980 18' 34". sin 640 37' 34" 
woraus folgt : 

03» 0,559192 

Diese Elemente stimmen bis auf den Werth von 03 mit den von G. vom Ra th 
berechneten überein, wie folgende Zusammenstellung zeigt : 

G. vom Ratb : 

01 =0,638133 0,638128 = 

02 = 1 1 =6 

03 s> 0,559192 0,55822 =C 
[n^n^]^ 930 18' 34" 930 18^=« 
(7r«;rM = 11« 51 44 116 51^=^3 
{7ji;i2;= 89 13 24 89 13^ =y 

* (tiJ) = 86 41 86 41 =1800 — ^ 

[n^] = 63 8 26 63 8^ = 180 — B 

(;r3 -, 89 11 88 89 11 =180 — C*) 



II. Bereehnang der Flächensymbole eines triklinen Ery stalles 
aus den Elementen , den Flächen winkeln und dem ZonenYerband 

desselben. 

§8. 
Wir haben die Aufgabe II in zwei speeiellen Fällen schon früher ge- 
löst. (1) Wenn eine Fläche A in zwei symbolisirten Zonen tj = [i?ii?2'?3] 
und ri' = [^'1^2 ^'3] liegt, so verhalten sich nach § \ des dritten Kapitels 
ihre Indices: 

(1*) Äj : Ä2 : Ä8 = ri^Tj'^ — 1^3 ly'a : ijsij'i — iji iy'3 : lyj iy'2 — ij2^'i 

(2) Wenn eine Fläche ä'" in der Zone der bekannten Flächen h, Ä', A" 



♦) Nicht = C wie a. a. 0. 
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liegt und ihre Neigung zu einer dieser Flächen ermittelt ist, so erhält man 
nach § 2 des vierten Kapitels ihre Indices aus : 

Ph'\ = GÄ, — G'h\ 
(2*) PK\ = Gh2 — G'h\ 

Ph"\ = GÄ3 — G'Ä'3 
worin : 

G = sin [h h") sin (A'Ä'") (Ä'Ä'% 

G' = Äin (Ä'Ä") sin (A K") [h A'% 

Es bedürfen jetzt noch zwei andere Fälle allgemeinerer Natur der Bi 
rücksichtigung. 

(3) Die Lösung der Aufgabe, die Indices einer Fläche h zu bestimme] 
welche in einer bekannten Zone \h!h"] liegt und mit einer dieser Zoc^e 
nicht angehörenden Fläche k einen gegebenen Winkel (Ai) einschiiesse, 

geht zunächst darauf hinaus, 10/ 
^M der Zone [A'A"] einen Winkel zwi- 

schen der Fläche A und einer be- 
kannten Fläche ; z. B. A', aufzu- 




A'^ ^^ suchen um alsdann mit Hülfe der 

* zwischen den Indices und den 

Fig. 4 00. Winkeln von vier tautozonalen 

Flächen bestehenden Relation (2*] 
die Indices der Fläche A zu berechnen. 

Nach der in § 6 des sechsten Kapitels abgeleiteten Formel von Möbius, 
welche ein specieller Fall der Fundamentalgleichung der räumlichen Gonio- 
metrie ist, findet zwischen den Winkeln, welche die Flächen A:, A, A', V 
unter einander einschliessen (s. Fig. 100) die Beziehung statt: 

cos [kh] sin (A'A") + cos [kK] sin (A"A) + cos [kh") sin (A A') == 

oder, wenn man hierin : 

(A"A) = (A"A') -h (A'A) 
setzt : 

cos [kh] sin (A'A") + cos [kh!) {sin (A"A') cos (A'A) + cos (A"A') sin (A'A)} 

+ cos(fcA")sin(AA')=0 

oder nach (AA') geordnet: 

sin (A A') {cos [kh") — cos [kV] cos (A^A')} + cos (A A') cos [kW] sin (A"A') 

= cos [kh] sin (A"A') 

Bezeichnet man jetzt: 

cos (Ä: A") — cos [k A') cos (A"A') = 8 
cos(ÄA')sin(A"A')=Sre 
cos(Ä:A) sin(A"A') = 9fi 

so erhält man für die in Rede stehende Beziehung : 

(3*) 8 sin (AA') + 3K cos (AA') = 5R 

und durch Auflösung dieser Gleichung kann man den Flächenwinkel (AA') 
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aus bekaDnten Winkeln berechnen. Führt man die Zahl m und den Hülfs- 
w^inkel tp ein, indem man : 

8 = m cos i// 

9)2 = m sin xjj 
setzt, wonach : 



ist. so gehl (3*) über in : 



oder 



— = tan 1// 
m sin {(AA') + t/^} = 3? 



• rfi.Ln . ,1 9? 5ft sin !// 91 cos 1/; 
sm{(AA) + V'} = -= — 



2» 



8 



• Da: 



sin {(AA') + itf} = sin {180o — (AA') — tp} 

^sV, so ergeben sidi zwei Werthe für (AA') und demgemäss zwei Positionen 

k und A* für die zu bestim- 

iQende Fläche, wie Figur 100 

veranschaulicht. 

M. Websky*) berech- 
net den Winkel zwischen der 

Fläche A und einer Fläche 

der bekannten Zone rjj in 

der A liegt, auf folgendem 

Wege, Es seien (s. Fig. 404} 
m^m^rn^ die den Axen 
n:^7t^7t^ parallel gehenden 
Flächen aus der Zone i} , von 
denen vorausgesetzt wird, 
dass ihre Indices und die 
Winkel, die sie unter ein- 
ander bilden, bekannt seien. 
^Da k eine bekannte Fläche 
sein soll, so ist ferner vor- 
auszusetzen, dass [m^k) und Fig. 4 0i. 
der Winkel [hm^k) gegeben 

seien. Demnach sind in dem sphärischen Dreieck m^kh zwei Seiten, 
[m^k) und (ftA), und der Winkel {hm^k) bekannt. Folglich kann die dritte 
Seite (w^A) berechnet werden. 

§9. . 

Wir wollen die erste der beiden in § 8 beschriebenen Methoden durch 
ein Beispiel erläutern. Von einer Fläche des Anorthits, die wir für 
den Augenblick mit a bezeichnen , wissen wir , dass sie in die bekannte 
Zone der Axe n;^ = [010] fällt und mit der Fläche r == TIC den Winkel : 




'Xjoo 



*) a. a. 0. 849. 
liiebisch, Qeometr. Krystallogr. 
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(ra)=i:430 38' 

einschliesst. Es sollen die Indices der Fläche a berechnet werden. In 
Zone der Axe tt^ seien uns gegeben (s. Fig. 1 02) die Flächen : 

A = 100, P=001, ir = T01 
und deren Winkel : 

(AP) = 630 57' 
[Px] = 51 31 

Femer seien bekannt die Winkel : 

[TP) =1100 40' 

{rx)= 66 39 

Fig. 402. Dann sind die in § 8 mit A, A', A", k bezeichne 

Flächen in diesem Falle a, x, P, T. Demnach ist: 

8 =cos(rP)— cos (ra?) cos (Pir)= — sin 200 40'— cos 660 39' cosSlo 
3K = cos (ro?) sin (Pa;) = cos 66039' sin 51031' 
gfi =cos(rt/) sin(Pcc)= COS430 38' sin51031' 

log cos 660 89' = 9,698 0754 — 10 log cos 660 39' — 9^598 0754 -—10 
log cos 510 31' = 9,793 9907 — 10 

0,392 0661 — 1 




oder: 



0,246 6414 

sin 200 40' = 0,352 9306 

— g = 0,599 5720 



log Sin 510 81' = 9,893 6448 — 10 

logiWrs 0,491 7202 — f 
log COS 430 38' s 9,859 6009 — 40 
log Sin 510 8i' g s 9,893 6448 — 10 - 
log9?= a,753 24&7 — 1 



Daraus folgt, dass : 



8 == — 0,599 5720 
3)?= 0,310 2560 
5W = 0,566 5599 

m 



tan 1/; = -^, —ip== 270 21' 34" 

log ÜJl = 0,491 7202 — 1 
log (— S) = 0,777 8485 — 1 



log (—tan tp) = 9,713 8717 — 10 

Demnach ist jetzt: 

sin {(aa:) + tp) — ^ ^^" ^ = " ^ ^^^ ^''^ ^^' ^*" 

log9i = 0,758 2457 — 1 
log sin 270 ai' 34" = 9,662 3529 — 10 



9,415 5986 — • 10 

logaJl ^ 9,491 7202 — 10 

log sin {— (ax) — xJj] = 9,923 8784 — 10 

Hieraus folgt, dass : 
entweder — [ax] — \fj\ 



oder 



— 1800+ (dcc) + xpi 



570 3' 30" 
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d. h. entweder (xa) = 890 44' se'' 

oder (xo) = — 864« 86' 4" 

Der Anblick des Krystalles lehrt, dass nur der erste Wertb in Betracht 
kommen kann. Wir berechnen nun die Indices der Plfiche a mit Hülfe 
der Formeln (8*) in § 8. An Stelle der dort allgemein mit h, h', hT, hT be- 
xeichneten Flächen sind in dem vorliegenden Falle zu setzen : 

A = 400, P=00<, x = TO<, a 

80 dass f ür 6 = 8 : 

G = — sin [hx] sin (Po) = — sin H5o 88' sin 84« h%' 56" 
G' = — sin(Px) sin{Ao) = — sin ö^oarsinUöo 9' 66" 

log cos 350 88' «9,955 6087^40 log sin 540 84' «9,898 6448 — 40 
log sin 840 48' 58" «i 9,994 8758 — 40 log COS 550 9' se" «1 9,758 7986 — 40 

0,950 4848 — 4 0,650 4884 — 4 

also: 

G = — 0,898245 
G' = — 0,447135 

Nach Formel (8*) in 
§8 verbalten sich nun die 
Indices der Fläche a wie: 

öi-G'.O: 
CO— G'OiG.O — G'4 
= - 0,898845 : 
0:0,447435 

Da mit hinreichen- 
der Genauigkeit : 

0,8^45 = 80,447135 
= 0,894870 

gesetzt werden kann, so 
«rhallen wir als Symbol 
für die Fläche a : 

201 

<!• h. die Fläche a ist identisch mit der Fläche y des Anorthits. 

§10. 

4) Zur Be^immung der Indices einer Fläche h seien ihre Winkel mit den 
flächen k und k\ deren Indices bekannt sein sollen, gegeben. Auch die 
tösung dieser Aufgabe kommt darauf hinaus, eine Zone zu ermitteln, in 
^®r man, von bekannten Flächen ausgehend, nach dem Verfahreni II in § 8 
^^s vierten Kapitels zur Fläche h celanat*). Wir wählen hierzu die Zone 



m 




j/-199 



Fig. 4 08. 



Kapitels 
♦) Vgl. Webskyä. «. 0. 850. 



4i* 
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[kh], in der nun zur Berechnung der Indices von h ausser der Fläche k noch 
zwei Flächen und deren Neigungen zur Fläche k erforderlich sind. Als 
solche Flächen bieten sich z. B. die den Axen n^ und 7t^ parallel gehenden 
Flächen m^ und m^ dar (Fig. 103], deren Indices und deren Neigungen 
gegen k zunächst berechnet werden müssen. Bezeichnet man mit n die der 
Axe TT^ parallel laufende Fläche aus der Zone [kk'], so kennt man in dem 
sphärischen Dreieck m^n/:: 

Seite [nk] aus der bekannten Zone [kk^ 

Winkel (nkm^ aus dem sphärischen Dreieck kk'h, dessen Seiten gegeben 

sind, 
Winkel {rn^nk), da [kk^l eine bekannte Zone ist. 

Folglich kann man die Seite [m^n) berechnen und darauf in der Zone 
der Axe n^ nach dem Verfahi*en II in § S des vierten Kapitels die Indices 
der Fläche m^ ermitteln. Aus demselben sphärischen Dreieck m^nk ergiebt 
sich [m^k). Man kennt nun die Indices der Zone [kh]^ also auch die der 
Fläche m2 und berechnet daher aus dem sphärischen Dreieck m^p^m^j von 
welchem : 

Seite {p^m^) aus der Zone der Axe n^, 

Seite (t»3pt) aus der Zone der Axe n^j 

Winkel mßp^p^ = Axenwinkel {n^n^) 

bekannt sind, die Seite 
[m^ m^) . Jetzt kennt mati in 
der Zone [kh] die Indices der 
Flächen m^m^k und die Nei- 
gungen dieser Flächen zur- 
Fläche Ä, deren Indices dem- 
zufolge berechnet werdet^ 
können. 

Wie in § 1 Kapitel 2 und 
§ 1 Kapitel 8^ bemerkt wurde^ 
sind für die Fläche h zwei 
Positionen möglich, deren 
Pole h und ä* auf verschie- 
denen Seiten des Zonenkrei- 
ses [kk'] liegen mtlssen (s- 
> Fig. 103). 

In dem besonder©^ 
F a 1 1 e , wo die Flächen k und 
Ä' Axenebenen sind, ^^^ 
diese Methode nicht durd^-* 
führbar. Dagegen g^elit^Sf" 
dann die Berechnung der Indices der Fläche sehr leicht mit Hülfe der Fo^'' 
mein des § 1 im achten Kapitel. Es seien [hp^ und [hp^) die zur BestimmO^^ 
der Indices von h gegebenen Winkel (Fig. 104). Man berechne aus dem spl^^*^ 
rischen Dreieck hp^p^ die Winkel (hp^p^) und (hp^p ^) und aus denFormel^^ ' 




Fig. 4 0*. 



(1*) 



(2*) 
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tan(435« — !D2) = 



tan{(Ap2p3)4.(£i)| 



tan (p2) 



tan 



tan (1350 — 353) = 



tan (p3) 
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die Grössen S)2 und ^. Dann ergeben sich die Verhältnisse der Indices 
aus: 



(3j 



Jl = ^tanD3, ^ = ^ cot 2)2 



Bei dieser Berechnung ist auf den Sinn der mit ihren Scheiteln in p^ 
und p^ liegenden Winkel zu achten. Wir halten es daher nicht für über- 
flüssig die Anwendung dieser Methode an einem 
Beispiel zu erläutern. 

Die Fläche w des Anorthits, deren Indices 
berechnet werden sollen, schliesst nach den Mes- 
sungen YOtt M a r i g n a c mit den Axenebenen : 

p2^M = 010, p3 = p = 001 
die WiAkel : 

(wp^) = 380 44'^ (^p3) = 81 10' 

ein und liegt über dem Oktanten hinten rechts oben 
[s. Fig. 105). Die Elemente des Anorthits werden 
als bekannt vorausgesetzt (s. S. 173). Die Seiten 
des sphärischen Dreiecks wp^p^ sind : 

(M?p2) := 380 4^ 

(p2p3)=85 50 

(p3^;)= 81 10 

205 41 
102 50^ 

4020 50^ — 380 41' = 640 9f 
_ —85 50 =17 I 
_ —81 10 =21 iol 




folglich : 



Ju?p2p3) sin 1020 50f sin 21 40^ 
2 ~sin 640 9^' gin ^o f 

^ (p^p^w) _ sin 1020 50y sin 640 9^ 
2 ~sin 210 40f sin 17o f 
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log cos 120 50^' «s 9,988 9993 -^ 40 log sin 640 9^' «-. 9,954 2485 — 10 

log sin 24 40i i g 9,567 4279 — 10 log sin 17 i « = 9,466 4419 — 10 

9,556 4272 — 10 9,420 3854 — 10 

9,420 3854 — 10 



0,186 0418 



0,068 0209 

>^=490 28' 7r 
(M;p2p3)=980 56' 15" 

log cos 120 50^' » 9,988 9993 — 10 log sin 210 40^' » 9,567 4279 — 10 

log sin 64 H = 9,954 2435 — 10 log sin 17 i = 9,466 1419 — 10 

9,943 2428 — 10 9,083 5698 — 10 

9,033 5698 — 10 



0,909 6780 



0,454 8365 

{p^p^w)=ii\ 19 47 
(wp^p^) = 38 40 ia 
(w;p3pi) = i 800 _ (j^i ^2) ^ (wp^p^) = i 270 28' 3f' 

Wir haben nun zu beachten, dass w im Oktanten hinten rechts oben 
liegt. Um den Sinn, in welchem die mit ihren Scheiteln in p^ liegenden 
Winkel bei der Herleitung der Formel (1*) durchlaufen wurden, beizube- 
halten, müssen wir also in dieser Formel für [hp'^p^] den Winkel [wp'^p^) 
setzen. Dann ist: 

(Äp2p3) + ^ = 980 56' 15 " + 570 58' |" == 1560 54' ^5^^ 
[hp^p\) + M = /|27 28 3i + 45 36 4| — 173 4 8J 

Tu 

folglich : 

,.o.n a^< tan i 56» 54' 154" 
tan (135«-^,) = ^^^ 57 58 \ 

^ ^' tan 45 36 4| 

logcot660 54' 15i" = 9,629 8655 — 10 log cot 830 4' 8|" = 9,084 8014 — 10 
log tan 57 58 i = 10,203 6510 — 10 log tan 45 36 4| =10,009 4464 — 40 

9,426 2145 — 10 9,075 6850 — 10 

J)2_i350= 140 56' 22" 3D3 — 1350= 60 47' 18" 

!C2 = 149 56 22 3)3 = 141 47 18 

Jetzt ßndet man die Verhältnisse der Indices aus : 

Ji = ?^ tan 1410 47' 18", Jl = ^ cot 149« 56' 22" 

A?2 02 h^ Cl^ 
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log Ol s= 0,808 5979 --4 log (h -» 0,808 5979 — \ 

log cot 510 47' 48" = 9,896 4 578 — 4 log UA 59« 5«' 82" « « 40,887 5070 — 40 

0,698 75«4 — 4 0,040 4 049 

_ 5i== ,.49975. .= -i '°«'^- «."«""-^ 



Aj ' » 0.899 6470 



— 5^« 4,9985« — 8 
A3 



Daraus ergiebt sich : 



in. Berechnimg der Flftchen- und Kantenwliikel eines triUlnen 

Erystalles. 

Die BerechnuDg der Flächen- und Kanten winkel eines Krystallpolyeders, 
Von dem die Elemente : 

^ ' <h ' <hj (^^^^)y (/r^/r*), (tt^tt^) 

und die Indices der Flächen gegeben sind, kann immer ausgeführt werden 
mit Hülfe der in § 7 — 8 des sechsten Kapitels aufgestellten Ausdrücke für 
die trigonometrischen Functionen eines Flächenwinkels oder eines Kanten- 
winkels. Hat man ein für alle Mal die numerischen Werthe der nur von 
den Elementen abhängigen Grössen : 

oder ausgeschrieben : 

^^\) 0202, OjOs, 02 O3 cos (tT^ TT*) , O3 Oj COS (tT^ TT^) . Oj O2 COS (tT^ TT^) 

a^Oi ' 0202 ' O3O3 

sin [Tt^Tt^] sin {tz^ti^) cos (/t^) sin [tz^ tz^) sin in^Tt^) cos (/r^) 

O2 O3 ' O3 Ol 

sin (tt^^^) sin (tt'tt^) cosf/r^) 

CLl O2 

^orin (ttI), (tt^), (^s] die von den Fundamentalflächen eingeschlossenen 
Kinkel bedeuten, berechnet, so findet man den Winkel zwischen den 
Stachen : 

h ^ Äj A2 ^3 •) Ä' = Ä'l h'<ih\ 

^^s einer der Formeln : 
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(2) sm(ÄÄ',= 

«*1 "2 "3 1/ 'v 

|/z/ 1 o,^a,a^[hh')i[hh\ 

(3) tan (Ä Ä') = ^!^^1 

0102 03^--— Ä,Ä'ä 

und den Winkel zwischen den Kanten : 

«?=^1^2^3» »?' = Vi »?'2 ^'s 

aus einer der Formeln : 

3 
(4) C08(l?iyO = -— '''^ = ^ 



^Cik<^i<^kmvk ' ^^ik^iH^ iV i 



(5) sin (ij i;' 






(6) tan (i9 ??') = ai «2 03 « 

§12. 

Um ein bestimmtes Beispiel für diese Methode der Berechnung vor 
Augen zu haben, wollen wir einen Flächen winkel des Albits aus dem 
WerthC; den seine Tangente nach (3) annimmt, berechnen. 

Aus den von Des Gloizeaux*) angegebenen Winkeln: 

(iirn) = (0j0'021) = 460 50' 

[nP] =(02r001) = 46 46 
[Tn] =(110'021) = 51 36 
[Ty] =(110'201)=42 27 
[TP] =(iT0^001)=69 10 

ergeben sich ftlr die Krystallelemente des Albits folgende Werthe : 

Axeneinheiten : 04 =0,6334 a 

(h. = ^ b 

03 = 0,5577 c 

Axenwinkel: [7t'^7t^]= 94» 3' a 

{7t^7t^)= 116 29 ß 

{7t^7t^)= 88 8| y 

*) Manuel de Mineralogie, t. I, 847. Paris 4862. 
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Axenebenenwinkel : (tz^) = 01 0^001 = 86« 24' iSO^ — A 

(7r2) = 001^100 = 63 34f 180 —B 
(TT») =100^010 = 90 sl 180 — C 

Es soll der Winkel (TTS'^Tl 1) berechnet werden mit Hülfe der Formel : 



V- 



J • ^ c,jt «i ojfc (A A') ^ (A A') ;t 
tan (A A') = ''*=' 3 ^ 



Wir bilden zunächst die unter den Summenzeichen auftretenden 
Coefficienten : 

Cii = C22 = P33 = ^ 

C23 = cos 940 3' = — sin 40 3', log sin 40 3' = 8,848 9707 — 10 
C31 = cos 116 29 = — sin 26 29 , log sin 26 29 = 9,649 2740 — 10 
C12 = cos 88 8^ , log cos 88 8|= 8,510 9248 — 10 

C23 = — 0,070 6270 
C31 = — 0,445 9375 
C12 = 0,032 4284 

log Ol = log 0,6334 = 0,801 6781 — 1, 21og Oi = 0,603 3562 — 1 
log 02 = log 0,5677 = 0,746 4006 — 1, 21og 03 = 0,492 8012 — 1 

log «1 03 = log oj 0203 =: 0,548 0787 — 1 

a|0| = 0,401 19556, 0203 = 03 
03 03 = 0,311 02929, Ol 02 = Ol 

03 Ol = Ol O2 03 = 0,353 247 

€2zO^(h == cos 940 3' . 0,5577 
C31O3O1 =cos 116 29 .0,353247 
Cj20ia2 = cos 88 8|.. 0,6334 

log (sin 40 3' . 0,5577) = 0,595 3712 — 2 
log (sin 26 29 • 0,353247) = 0,197 3527 — 1 
log(cos88 8^.0,6334) =0,312 6029 — 2 

0230203 = — 0,039 3807 
C31 O3O1 = — 0,157 526 
Ci20ia2= 0,020 5401 



Nun ist : 
Demnach 
und: 



A = TT2 und A' = T11 

(ÄA')i = 3, (AA')2 = 1, (AA')3 = 2 

8 

2 Cii^aiaj^{hh')i{hh')j^ = 



^CnOiOi 4-^220202 + 40330303 4- 20230203 + 120310301 + 6 012 0^02 



i 



3,6*0 1600^ 

Vau U1*6 

4,0418651 
r930^*^ 



4;ori866* 



c.a.^^^'^fV?^'^^ 



-^»=" X^rt»)^^''' 991»««*". 

log cos 4« 3 ^ 9,«Slf,Vb - *«' *^^* 

^^^0>8948 88« »V «»« *r,t-l 

^»» . »»6« 49' 8\o *° J „OS 63 3« 

^-==tr.^"^ --W-\;f:\o log sin 880 H;^,>8 9U*- : 

10« sto 88 H ^ g I9t894ijri- log ^« 

\og cos 86 *j ^^Tuf^^^*^ 0,998 94i4 - « 

log cos «6 ««^ ^ 1Ä^1|^— n 
logsm H ^^;95r5643^ * 

^©=^ 0443 646 
^ai ^ o'oOO 909 



log 



^n ^ 0,394 4ia0 , 



a^äi 



log 



^33 ^0,506 14^»' 



los 



03^13 



log 
\o&. 






0,003 4494 ' 
. 0,098 9*81, 



^33 ^ 
03^*3 

^31, 



A, 






0,^56 8844- 3,^j 






§ H — 1 3. Berechnung der Winkel. 



iSl 



Demnach ist : 



5 —' 
I- 

S — 

TT 






3 



+ 2 



'33 



^23 



«3 Ö3 «2 «3 



— 3 



'31 



03 Oj 



0,80114 
3,76747 
4,56861 



2,48012 
6,42350 

0,10072 

9,00434 

4,56861 3 

4,43573 = 2 ^^ h^h^ 



Nun ist noch zu belrechnen : 
yj= sin (^3^1) sin [jc^n^) sin [tv^) = sin 1 1 6« 29' sin 88» 8^ sin 86« 24' 

, log cos 260 29' = 9,951 8541 — 10 
log Sin 88 8^=: 9,999 7715 — 10 
log sin 86 24 = 9,999 1422 — 10 
log y\j = 0,950 7678 — 1 

1/^=0,892828 
Wir erhalten also : 

tan(TT2^Tl1) = 

log 8,98025 = 0,594 4202 
i log 8,98025 => 0,297 2101 
log 0,892828 = 0,950 7678 — 1 



0,892828 y3,93025 
0,353247 . 4,43573 

log 0,358247 = 0,548 0785 — 1 
log 4,43573 = 0,646 9651 

0,195 0436 



0,247 9779 

0.198 0486 

log tan (TT2^11) = 0,052 9343 

folglich : 

(TT2'T11)=480 28'9'' 

Des Gloizeaux giebt folgende Winkel aus der Zone der Flächen 
TT2 und T11 an*): 

- (2j*c4) = (l30'021) = 41o— ' 
(e4"6t)= 02rTT2)=38 40 
(6iV) = ;TT2'T11)=48 28 
(c*'2j) = (TirT30)=51 52 
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§13. 



Nach dem von M. Websky durchgeführten Principe des zonenweiseQ 
Vorschreitens in der Krystallberechnung [§ 2) ist die Aufgabe, aus den 
KrystBllelementen und den Flächenindices die Flachenwinkel abzuleiten, in 
folgender Weise zu bebandeln. 



*) a. a. 0. S. 319. 
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Die Flächen h =^ h^h^h^ und K = h\ \i\ h\ , deren Winkel berechnet 
werden soll; bestimmen eine Zone, in der sofort drei weitere Flächen durch 
ihre Indices bekannt sind, nämlich die in die Zonen der Krystallaxen 
7i\ 7r2, 71^ fallenden Flächen (s. Fig. i06): 

m2=(AA')3 __^ (ÄA')t 
m3=(ÄA')2 (ii')i 

Gelingt es, di^ Winkel zwischen den Flächen m*, nfi und w? zu er- 
mitteln, so sind wir offenbar 
im Stande mii Hülfe der 
Relation zwischen den Indi- 
ces und den Wiiikefai von 
vier tautozonalen Flächen 
z. B. die Winkel [m^h] und 
[mW) zu berechnen und da- 
raus den gesuchten Winkel: 

(ÄA') = (Am») + (w»Ä') 

abzuleiten. Die Winkel 
(m«»i?) und [rn^m^) könnea 
in der That leicht durch Auf- 
lösung von Twei sfäiärischeD 
Dreiecken gefunden werden. 
In dem sphärischen Dreieck 
p^m^m^ sind zwei Seiten [p^m^] und [rn^p^] und der von ihnen einge- 
schlossene Winkel [p'^p^m^) bekannt; denn es ist: 

[p^nC^] = [p^p^] + [p^m^] 




Fig. 4 06. 



C0t(p3«J)==_?lf^'^')» 



sin [tz^ 7t^) 



cot [p^ m^) 



03 (ÄA')3 sin [Tt^Tt^) sin (^2j 
02 (AA')2 sin [n'^Tt^] 



+ cot [tz^) 
+ cot (tt^) 



Ol (ÄA')i sin [Tt^Tt^] sin (tt^) 

Demnach kann die dritte Seite [m^m^] ber.echnet werden; nach 
Formel (11) in § 3 des sechsten Kapitels ist : 

cos (m^pi) sin \x — [p^m^]] 



cos(m2m3) 



sinx 



wobei der Httlfswinkel % zu bestimmen ist aus : 

cot X = taii (m'pi) cos [1 80<> — [p^)] 

In analoger Weise behandelt man das sphärische Dreieck p^mSm^^ von 
welchem ebenfalls zwei Seiten [p'^m^] und [m^p'^) und der von ihnen ein- 
geschlossene Winkel bekannt sind ; denn es ist : 
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I8d 



cot [p^m^] 



Og (ÄA')3 sin (tc^tc^) 



und: 



Oj (ÄÄ')2 sin [Tt^Tt^] sin (tc^) 



+ cot(7r^) 



Demnach kann die dritte Seite (m^m*) berechnet werden aus: 

cos {m^p^) sin [x — (p^wi*)] 



cos (m^m^) = 



smx 



wobei der Httlfswinkel % 2U bestimmen ist aus: 

cot X =^ tan (m^p^) cos (p^) 
Bezeichnet man nun die Doppelverhaltnisse : 

[m^m^m^h) =21 

sosind (w*A) und [m^h') zu berechnen nach (3) in § 2 des vierten Kapitelsaus : 

cot [m^h] = (1 — S) cot (m^m^) + SC cot [m^m^) 
cot (m3Ä') = (i — «') cot (m3m2) + 31' cot (m^mi) 

Für die Werthe jener Doppelverhältnisse, ausgedrückt durch die Indices 
der in ihnen auftretenden Flächen, erhält man : 

h<i [hh')i 



A3 (AA'Ja 
A's (AA')3 



I 



Dieses Verfahren ist etwas zu modificiren, wenn eine der Axenebenen 
PS p2, p3 in der Zone [AA'] 
Kegt. Es seien A, A', p'^ tau- 
lozonal , so dass A3 h\ — Aj A'3 
= öist. Nach M. Websky 
^de man in diesem Falle 
zunächst zwei der Winkel : 

berechnen, worin w, n, die 
Rächen bedeuten, weiche der 
Zone [AA'] und den Zonen : 

[010], [T10], [OTi] 

gemein sind (s. Fig. 107) und 
daher die Symbole : 




Fig. 107. 



m = Ai A3 
n = A| A| A3 
= Aj A3 A3 

besitzen. Darauf findet man, wie in dem allgemeinen Falle, den Winkel (AA') 
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mit Hülfe der Relation (3) Seite 40. Ebenso leicht gelangt man zum Ziel, 
wenn man die Winkel (p^h) und [p^h'] aus den Formeln für ihre Tangenten 
berechnet (s. (3) Seite 184). 

Beispiel. Es soll der Fläobenwinkel (aoi^'m) des Anorthits (s. Fig. 47, 
S. 36) berechnet werden. In diesem Falle ist: 

wi = 021, m8=5 iTO 
[hh'h^i, (ÄV)2=^ (ÄÄ')3 = f 

Wir legen die auf S. 4 78 angegebenen Elemente zu Grunde : 

Ol : 02 : 03 s 0,684743 : 4 : 0,550459 
(7i2;j3) = (pi) = 980 < 3' 7i" (Tri) == (p2p3) = 850 50' — " 
(7r3;jl) a= (p2) = i 15 56 4 {n^} = (p3pi) «= 63 56 20^ 

(Tri 7i2) — (p3) = 9i 4 j 9^ (;j3) = (pip2) «87 5 38 

und berechnen zunächst den Flächenwinkel (p3fn2) aus : 

cot (1,3^2) == - - ^j^ iE (;r2;r8)sin(.r2) + ^^^f'^'^ 

_M34743 ^ sin 940 42- 9^ , ^^t gnn ,.. ^.j,. 

""0,5504 59 ' 2 ' sin 930 4 3' 7i" • sin 630 66' 20*" "^ ^ 00 au^ 

(p3w»2)= 44027' 4 7,8" 
Darauf den Flächenwinkel ip^mß) aus : 

cot ihlm^) ^ i^^ ^^°^^'^^) 4. cot (713) 

4 sin 930 4 8' 74". , , ^„. ,, ^^„ 

= . ; 2 L cot 870 6' 33" 

0,634743 sin 4 45» 56' 4" • sin 870 5' 33'' ^ 

(plw3)=— 800 27'27" 

Wir erhalten einen negativen Werth , weil die Winkel in der Zone [p^p^ i** 
der Richtung von p^ nach p2 positiv gerechnet werden. Demnächst finden wir desB 
Flächenwinkel (mßh') aus dem sphärischen Dreieck m^h'p^ nach den Formeln: 

sin / 

cot / = tan (rn3pi) cos [4 80O — (pi)] 

worin (p*) = (7r2 7r3) ist. Es ergiebt sich : 

cot X = tan 300 27' ^V • cos 860 45' 52,5" 

X = 880 6' 32" 

, ,,,, cos 300 27' 27" . Sin 650 37 29,87" 
cot (m3/i') = 



Aus 



Sin 880 6' 32" 
(w3/i')=: 380 4 3' 27" 

o^f f>^2^i\ "3 jhh')^ sin{7r3ygi) 

cot [p^m^) = TTTT : — r~r~ö — = — rrr "r cot (Tr*) 

^ 02 'hh']2 Sin(7ri7r2j sin (ttM ^ 

cos 250 56' 4" ^ . 

= 0,550459 . 2 ,^ ,^, , ^„ . ^,n.^> "f- COt 850 50' 

cos 40 4 2' 9,5" • sm 850 50' ' 

folgt der Flächenwinkel : 

{p2m^)= 430 44' 29,4" 

Demnach ist in dem sphärischen Dreieck p^m^m^ : 



Man erhält : 
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, , ,. cos (m3p2) sin [^ — (p2 m^)] 
cos (m^m^)= i — i-i — r-i^ — - 

cot X = tan (m3p3) cos (p*) 

cot;^ = tan 1170 88'. cos 1150 56' 1" 
X = 500 I' 35" 

' , , ., cos 1170 88' . Sin 60 50' 5,6" 

^"«^^'^'' = Sin 500 1^35" 

[m^m^]=^ 9407' 8,2" 

Endlich findet man den gesuchten Winkel (h' h) aus : 

cot (V h) — (1 — Ä) cot (Ä' nfi} -h A cot (ä' wi) 
worin : 

^ = (Ä'w3»wU) = 2 

(Vm»)= — 88^13' 27, (Ä'w') =« 550 53' 41,2" 
so dass : 

(Ä'Ä) = 200 61'41,2" 



Elftes Kapitel. 

§ 1. Die möglichen Arten von Symmetrie in einem Büschel, § 2. Cen- 

Wsch-symmetrische Krystallpolyeder. § 3 — 5. Die möglichen Arten und 

Sichtungen von Symmetrieaxen in Ery staUpoly Odern. § 6. Die möglichen 

Richtongeh vx)n Symmetrieebenen. § 7. Zusammenfassung der 

Ergebnisse. 



In den Systemen von Ebenen und Geraden, welche nach dem geometri- 
schen Grundgesetze der Krystallographie alsFIächen und Kanten an Krystall- 
polyödern auftreten können, sind ge.wisseSymmetrieverhältnisse möglich, die 
wir aus dem Gesetz der rationalen Doppelverhältnisse ableiten wollen. Wir 
Rinnen mit der Untersuchung eines Büschels von Flächen oder Kanten. 
Zwei Elemente h und h' eines Büschels liegen symmetrisch in Be- 
Behang auf jedes der l^eiden Elemente g und A: desselben Büschels, wenn g 
den Winkel (AÄ') und k dessen Nebenwinkel balbirt ; oder mit. anderen Wor- 
ten : sind in einem Büschel zwei Elemente h und A' gleich geneigt zu einem 
dritten g, so ist dai^ Büschel symmetrisch zu diesem und zu dem auf ihm 
senkrecht stehenden Elemente k. In diesem Falle ist das Doppelverhältniss 
(hh'gk) ein harmonisches; denn es ist (sVPig. 108, S. 192): 

[h9) = {9h'), {hk) + [h'k)=m^ 
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folglich : 



und daher : 



sin [hg) sin (hk) 

sm(A's) —~^' sin(Ä'fc) ~ 

Man sagt demgemäss auch : zwei Elemente eines Büschels sind 
metrisch zu denjenigen Elementen, durch welche sie harmonisch geti 
werden. Die Elemente h und K sind geometrisch gleichwerthig 
heissen auch einander zugeordnet in Bezug auf die Symmetrieelei 
g und k. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob und wann ein Bttsehel mehr als 
Symmetrieelemente, welche, wenn sie allein vorhanden sind, einen W 





Fig. 109. 



Fig. 108. 



von 90<> einscUiessen müssen, besitzt. Seien l imd m zwei uoter c 
von 900 verschiedenen Winkel zu einander geneigte Elemente, w 
Symmetrieelemente des durch sie bestimmten Büschels sein sollen, 
entspreche l in Beziehung auf m das Element p und m in Beziehung 
das Element q. Dann schliessen qlmp unter einander drei gleiche W 
ein (s. Fig. \ 09) : 

(g/) = (Zm) = (wp) = 9 

Damit diese vier Elemente krystallographisch möglich sei^i^ mus 
Doppelverhältniss : 

^^ ^' sin(iw) sin [Ip) 

einen rationalen ganzen oder gebrochenen Zahlenwertfa, Null und Unen 
mit einbegriffen, besitzen. Nun ist: 

(gm)=29), (/p) = 2y, [qp)=i(p . 
folglich : 

, , , sin 2 go sin 2 a> 



oder 



sin q) sin 3q) 



§ f. Die möglichen Arten von Symmetrie In einem Büschel. 
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, , . 4 cos V/) 



Daraus ergiebt sich, dass dieses Doppelverhältniss gleichzeitig mit 
cos^y, d. h. filr folgende Werthe von qp rational ist: 

(p = 90» cos 9) = [qlnip) = 
= 60 = i_ =00 

= 45 = Vi =2 

= 30 =1^3 =1 

Bezeichnen wir die Anzahl gleicher Symmetrieelemente eines Büschels 






Fig. HO. 



Fig. 44 4 



Fig. 4 42. 




als den Grad der Symmetrie desselben, so können wir das vorstehende 
Resultat durch den Satz aussprechen : 

Der Grad der Symmetrie in einem Büschel ist 2, 5, 4 oder 6. Die gegen- 
seitige Lage der Symmetrieelemente wird durch Fig. 108 
auf Seite 192 und Fig. 110, 111, 112 veranschaulicht. 

Der Grcid der Symmetrie eines Büschels kann nicht 
gleichzeitig 4 und 6 oder 4 und 3 sem. * Denn wäre dies 
roöglich, so mttssten vier Elemente o, 6, c, d vorhanden 
sein (s. Fig. 113), welche die Winkel : 

(a 6) = 300, (a c) = 450, (a d) = 90o 
einschliessen und deren Doppelverhältniss : 

, . ,, sin (ac) sin(6d) 
^ ' sm (bc) sm (ad) 

daher den irrationalen Zahlenwerth : 

sin 450 sin 60» VS 



Flg. 443. 



sin 1 50 sin 90« j/g (g _ yf\ 

annimmt. Dieser Fall ist nach dem Gesetz der rationalen Doppelverhält- 
nisse krystallographisch unmöglich. 
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§2. 

Ein Krystallpolyöder heisst centrisch-symmetrisch, wenn es 
einen Punkt besitzt, der alle durch ihn gezogenen und von dem 'Polyeder 
begrenzten Geraden halbirt. Ein solches Polyöder ist von paarweise 
parallelen und von dem Centrum gleich weit entfernten congruenten 
Flächen und von paarweise parallelen gleichen Kanten begrenzt. 

Umgekehrt, sind die Flächen eines Krystallpolyöders paarweise parallel 
und congruent und die Kanten desselben paarweise parallel und gleich 
lang, so besitzt das Polyöder ein Centrum der Symmetrie, von welchem die 
zu einander parallelen Flächen und Kanten gleich weit entfernt sind.^ 

Je zwei entsprechende Winkel eines centrisch-symmetrischen Krystall- 
polyöders sind gleich und von gleichem Sinn; je zwei entsprechende 
Kanten sind gleich und parallel; entsprechende Polygone sind congruent 
und von gleichem Sinn für Betrachter, welche beidemal auf den inneren oder 
auf den äusseren Seiten der Ebenen, in denen die Polygone liegen, stehen ; 
je zwei entsprechende Ecken oder Flächengruppen sind gleich und von 
gleichem Sinn. 

Man construirt das Centrum der Symmetrie als Schnittpunkt dreier 
Ebenen, welche zu drei Paaren von einander entsprechenden Flächen 
parallel laufen und dabei die Abstände dieser Flächenpaare halbiren, oder 
als Schnittpunkt dreier Geraden, welche analoge Eigenschaften in Bezug 
auf drei Paare von einander entsprechenden Kanten haben. 

Beispiele für Krystallpolyöder, welche centrisch-symmetrisch sind und 
keine anderen Symmetrieeigenschaften besitzen, bieten die Krystalle des 
t r i k 1 i n e n Systems dar. 

Für ein centrisch-symmetrisches Krystallpolyöder ist das Gentrum der 
Symmetrie gleichzeitig der geometrische Mittelpunkt (s. Seite 7). 
Aber es ist nicht umgekehrt der geometrische Mittelpunkt eines Krystall- 
polyöders stets auch ein Centrum der Symmetrie. Es besitzen z. B. die 
sogenannten geneigtflächig-hemiödrischen Krystallpolyöder einen geometri- 
schen MitteT]punkt, ohne dabei centrisch-symmetrisch zu sein. 

§3. 

Symmetrieaxe eines Krystallpolyöders ist jede Gefade, um welche 
man das Polyöder um einen aliquoten Theil einer ganzen Umdrehung derart 
drehen kann, dass es in allen seinen Punkten mit Punkten seiner ersten 

Lage zusammenfällt. Ist — der kleinste zu der Axe gehörige Drehwinkel, 

so heisst die Axe n-z ä h 1 i g. 

Zwei n-zählige Symmetrieaxen eines Krystallpolyöders werden gleich 
genannt, wenn die Anordnung der Flächen und Kanten um die eine von 
ihnen dieselbe ist, wie um die andere. In diesem Falle muss das Polyöder 
aus einer Anfangslage in eine neue Lage gebracht werden können^ derart, 
dass es in allen seinen Punkten mit Punkten der ersten Lage zusammenfällt 
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und die eioe der beiden gleichen n-zUhligen Symmelrieaxen dabin zu liegen 
kommt, wo sich vorher die andere befand. 

Sind A und B zwei Punkte einer Symmetrieaxe und ist die Anordnung 
der Flächen und Kanten des Polyeders um die von A nach B gerichtete 
Axe dieselbe wie um die entgegengesetzt gerichtete , so sind die beiden 
Bichtungen dieser Ax^e einander gleich. Eann das Polyüder mit sich selbst 
derart zur Deckung gebracht werden, dass die Symmetrieaxe ^fi in der 
ealgegengesetzlen Richtung wie vorher verlauft, so nennen wir eine solche 
Axe zweiseitig. Eine Symmetrieaxe , deren einander entgegengesetzte 
Richtungen nicht deckbar gleich sind, soll als einseitig bezeichnet 
werden. 

Wir wollen jetzt nachweisen , dass me Symmetrieaxe a die Richtung 
emer mogtichen Krystalikante und die auf ihr senkrecht stehende Ebene s die 
Richtung einer möglidten 
KTyitaUftacAe hat. In 
der [olgenden Untersu- 
chung denken wir uns 
jedes Rrystallpolyeder 
durch seine Polfigur 
ersetzt und in diese 
auch die Schnittpunkte 
und Schnittkreise der 
durch den Hittelpunkt 
des Eryslalles gehen- 
den Geraden und Ebe- 
nen aa^enommen. 

Ztinächst nehmen wir an, dass n eine grade Zahl sei. In diesem 
['alle existirt zu einer, nicht unter 90** gegen a geneigten Krystalikante a 
^ gleichwerthige Kante a' von der Beschaffenheit , dass a , a und a in 
einer Ebene liegen und Winkel : 

(«„) = (ao-) 
^- Dasselbe gilt von einer Kante ß und der ihr gleichen Kante ß" (siehe 
%11i]. Die Verbindungsebenen aa' und j?/?* sind mdgliche Kry stall - 
Qächen, folglich ist ihre Durchschnittslmie , die Axe a, eine mögliche Kry- 
slailkante. Bezeichnet man die Geraden, welche die Nebenwinkel von (aa) 
<iiid {ßß'] halbiren, mit ft und v, so sind die Doppelverhällnisse : 

(aGa'fi) = -i, {ßuß'y)=-i 
also ju und v mögliche Krystallkanten und ihre auf a senicrecht stehende 
Verbindungsebene s eine mögliche Krystallfläcbe. 

Es bedeute jetzt n eine ungrade Zahl, dann muss n mindestens 
gleioh 3 sein. Die zu einer , nicht unter 90^^ gegen a geneigten Kante ^i 
gehörigen gleichen Kanten seien Aj und A3 (s. Fig. i 1 5) . In der Verbin- 
dungsebene {A3 JI9} sind zwei Kanten i]i und ^1 möglich, von denen die 
eratere den Winkel (A2A3} innen, die letztere aussen halbirt. Analoge Be- 
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deutungeo haben die Kanten 1^2 und ^2 ^^ ^^^ Ebene {A3 AJ und die K 
i}3 und JU3 in der Ebene {A^ ^}. Demgemüss sind die Verbindungseb 

{^1^1}, {^^2}, {hVi} 
welche sich in der Axe a schneiden , mögliche KryslallflUchen , also < 
mögliche Krystailkante. Ferner ist die Verbindungsebene : 

welche senkrecht auf a steht, eine mögliebe Krystalifläche. — Auf de 
ben Wege findet man , dass für n > 3 die auf der Symmetrieaxe a 
recht stehende Ebene s eine mögliche Krystailfläche ist. 

Wir haben nun zu beachten, dass, wenn a eine w-zUhlige Symm 
axe eines Krystailpoly^ders sein soll, das Flächenbüschei, dessen Axe 
und das Kantenbttschel , welches in der auf a senkrechten Krystall 
liegt, denselben Grad der Symmetrie haben müssen. Daher wird, w 
eine grade Zahl ist, nach dem in § < bewiesenen Satze, a nur 2-, 4 
6-zählig und, wenn n eine ungrade Zahl ist, a nur 3-zählig sein kö 
Hieraus ergiebt sich die Richtigkeit des oben angeführten und die d« 
genden Satzes: 

Ein Ki-ystallpolydder kann nur 2-, 5-, 4- oder ß-zählige Symmetri 
besitzen. 

§^- 
Das letzte , eine Folgerung aus der charakteristischen geometri 
Eigenschaft der Krystalle darstellende Resultat gestattet uns die ver 
denen möglichen Richtungen von Symmetrieaxen in Krystallpolyödei 

zuleiten, wenn wir dem Wege folgen, den L. S oh 
in seinem grundlegenden Werke » Entwicklung 
Theorie der Krystallstructur , Leipzig, 4879, K 
III« zur Aufsuchung der verschiedenen mögl 
Richtungen von Axen in regelmässigen unendj 
Punktsystemen eingeschlagen hat*). 

Es seien a^ und a^ zwei gleiche n-zählige 

metrieaxen von der Beschaffenheit, dass kein an 

Fig^e. ^^^^ n- zähliger Axen einen kleineren W 

bilde als: 

(^1 ^2) = -^ 
Durch eine Drehung der Polfigur um a^ um — komme a^ na 

(s. Fig. 116), so dass: 

a «TT 

(cTj a^) = [02 a^) = 2, (^1 (^2^2 (Tä) = — - 

n 




*) Vgl. A. G a d o 1 i n. Mäm. sur la däduction d'un seul principe de tous les sy 
cristallogr. avec leurs subdivisions. Acta soc. scient. fennicae. Helsingforsiae U 
i — 71 (Lu le 19. Mars 4867). Weniger eingehend behandelte E. Mallard die 
nach den möglichen Arten und Richtungen von Symmetrieaxen. Traitö de crisl 
g6om. et phys. Paris 4879. 1, Chap. IV. 
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Dann muss a^ mit a^ gleichworthig , d. h. ebenfalls eine n-zäh!ige 
Symmetrieaxe sein. Dasselbe gilt von ^4, wenn dies die Grade ist, mit der 

9 TT 

(5i nach einer Drehung der Polfigur um a^ um - - zusammenfällt. Setzt 

man dieses Verfahren fort, so erhält man eine Gruppe von n-zähligen Sym- 
metrieaxen , welche auf der Kugeloberfläche ein regelmässiges sphärisches 
Vieleck bestimmen , das sich schliessen muss und nicht sternförmig sein 
kann, weil sonst, der Voraussetzung entgegen, zwei n-zählige Symmetrie- 
axen vorhanden wären , die unter einander einen Winkel <[ ^ bildeten. 
Demnach kann der Satz ausgesprochen werden : 

Sind zwei gleiche n-zählige Symmetrieaxen von verschiedenen Richtungen 
vorhanden , so existiren p solche Axen^ welche wie die Kugelradien nach den 
Ecken eines, nicht sternförmigen , regelmässigen sphärischen p-Ecks gerichtet 
sind. 

Es sollen nun diejenigen regelmässigen sphärischen Vielecke , welche 
die verschiedenen Richtungen gleicher n-zähliger Symmetrieaxen bestim- 
men, aufgesucht werden. Der Flächeninhalt des reg^elmässigen sphärischen 
p-Ecks ist : 

worin (p die Zahlen Verbindung : 

q) = 2n — p(n — 2) 

und i^ den Flächeninhalt der Kugeloberfläche: 

K=kr'^7t 

bedeuten. Der Flächeninhalt Fp muss positiv-, also 9p > sein. Da nur 
solche Symmetrieaxen krystallographisch möglich sind , bei denen n = 2^ 
^j 4 oder 6 ist, so erhält man auch bestimmte Werthe für die ganzen Zah- 
len p, d. h. für die Eckenzahlen der gesuchten sphärischen Vielecke. Diese 
Werthe müssen die Eigenschaft haben, dass für sie die Zahlen Verbindung : 

y = 2n — p(n — 2)> 

ist. 

Der Werth j» = 1 kommt nicht in Betracht , weil ein Eineck sinnlos 
ist. Die Thatsache, dass für p = 2 9 = 4, also unabhängig von n ist, hat 
die Bedeutung , dass jede n-zählige Symmetrieaxe nach den Ecken eines 
sphärischen Zweiecks, d. h. nach zwei einander entgegengesetzten Richtungen 
^^kufen kann oder nach der Erklärung in § 3 , dass jede n-zählige Sym- 
Dietrieaxe zweiseitig sein kann. Umgekehrt ist für n = 2 ebenfalls y = 4, 
^Iso (p unabhängig von p. In diesem Falle bleibt also die Eckenzahl des 
sphärischen Vielecks zunächst noch unbestimmt. Da der Flächeninhalt des 
Vielecks gleich dem der halben Kugeloberfläche ist : 

so müssen seine Ecken in einem Hauptkreisc der Kugel liegen , d. h. das 
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Vieleck muss ein ebenes sein. Wir können daher den Satz ausspredien : 
2-zählige gleiche Symmetrieaxen von verschiedener Richtung verlaufen entn 
weder nach zwei einander entgegengesetzten Richtungen oder parallel den 
Radien nach den Ecken eines regelmässigen ebenen p-Ecks, dessen Eckenzahl 
noch zu bestimmen ist. 

Ist n = 3, so erhält man : 

(p = 6 — p 

und dieser Werth wird positiv für p = 2, 3, 4, 5. Die Flächeninhalte der 
entsprechenden sphärischen Vielecke sind : 

^2=3, ^3=4, ^4=ß, ^5 = J2 



Sehen wir von dem ersten Falle des sphärischen Zweiecks für den 
Augenblick ab, so haben die nach den Ecken der übrigen sphärischen Viel- 
ecke gerichteten Kugelradieh dieselben Richtungen wie die Geraden, 
welche die geometrischen Mittelpunkte des regelmässigen Tetraeders, 
Hexaeders und Pentagondodekaäders mit den Ecken dieser Polyeder ver- 
binden. Nun ist das regelmässige Pentagondodekaeder als Krystallform 
unmöglich , weil seine Flächen dem Gesetze der rationalen Indices nicht 
unterworfen sind ; daher sind auch die von dem Mittelpunkte nach den 
Ecken dieses Polyeders gerichteten Geraden krystallographisch unmögliche 
Linien. Es ergiebt sich also : ^zählige gleiche Symmetrieaxen von verschie- 
dener Richtung verlaufen entweder nach zwei einander entgegengesetzten 
Richtungen oder parallel den Verbindungslinien der geometrischen Mittel- 
punkte des regelmässigen Tetraeders und Hexaeders mit den Ecken dieser bei- 
den Polymer, 

Ist n = 4, so nimmt q> den Werth : 

9 = 2(4-p) 

der für p = 2 und p = 3 positiv ist, an. Das hierher gehörige sphärische 
Zweieck hat den Flächeninhalt : 

und das sphärische Dreieck den Inhalt : 

F -^ 

Letzteres umfasst also einen Kugelpktanten, und die nach seinen Ecken 
gerichteten auf einander senkrecht stehenden Kugelradien haben dieselben 
Richtungen wie die Geraden , welche den Mittelpunkt des regelmässigen 
Oktaeders mit den Ecken desselben verbinden. Man kann daher sagen: 
\-zdhlige gleiche Symmetrieaxen von versßhiedener Richtung können entweder 
nach zwei einander entgegengesetzten Richtungen oder parallel den Verbin- 
dungslinien des geometrischen Mittelpunktes und der Eckpunkte des regel- 
mässigen Okta&ders verlaufen. 
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. 4 (3 - p) 
der nur Uirp= S posUiv wird. Hierher gehört also das sphürische Zwei- 



eck mit dem PlUt^eniDhalt: 



fi = 7 



d, h. d-xählige gleiche Symmetrieaxen von verschiedener lUcfttung können nur 
nach iwei einander entgegengesetzten Rüstungen verlaufen. 

Es seien o* . . . afp gleiche n-z9hligc Symmetrieaxen (6 > » ^ 8), 
welche wie die Badien nach den Ecken eines sphärischen ;)-£cks gerichtet 
siod. Eine n-tahlige Drehang der Kugel um tr' führt das sphärische /»-Eck 
in eme neue Lage auf der Kugeloberfläche, in der es mit einer Seite an der 




F^ HT. 



Fig. 1(8. 



trüberen anliegt. Die Badien nach den neuen Eckpunkten mtlssen wieder 
"-ülhlige Symmetrieaxen sein. Setzt man dieses Verfahren fort, so erhalt 
«Uli dach nur eine endliche Zahl von Symmetrieaxen. Denn die sphä- 
rischen Vielecke, nach deren Eckpunkten gleiche n-zahllge Symmetrieaxen 
Verlaufen und deren Inhalte, wie wir gesehen haben : 



h- 



«■3 o' ^* ( 



^od, besitzen die Eigenschaft, die KugeloberflUche lückenlos zu schliessen. 
Bieraus ergiebt sich : 

Sind iwei gleiche 3 -zählige Symmetrieaxen von verschiedener, aber 
nidit entgegengesetzter Richtung vorhanden , so existiren noch zwei gleiche 
^/^mKlrieaxen dieser Art , welche mit jenen wie die Radien nach den Ecken 
»Rej regelnMstigen Tetraeders oder wie die Eckettdiagotialen eines Würfels 
UmiAtet sind. Sind zwei gleiche 4-ziihlige Symmetrieaxen von verschiedener, 
i*er nicht entgegengesetzter Richtung vorhatuien , so existirt noch eine dritte 
^iimetrieaxe dieser Art. Die drei Axen sind gerichtet wie die Eckendtago- 
■xtien eines regelmässigen Oktaeders. 
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Fig. 449. 



Damit sind die Richtungen für gleiche n*zdhlige Symmetrieaxen (n 
= 3, 4) erschöpft. Es müssen gleiche 4-zahlige Axen wie die Eckendia- 
gonalen des regelmässigen Oktaeders (Fig. 
H7, Seite 199), gleiche 3-zählige wie 
die Eckendiagonalen des Würfels (Fig. <<8, 
Seite 499) oder wie die Eckendiagonalen 
des regelmassigen Tetraeders (Fig. 119) 
gerichtet sein. Bezeichnet man die Ecken- 
diagonalen des Oktaeders mit : 

vorn rechts oben 

die nach den oberen Würfelecken gerich- 
teten Diagonalen mit: 

tfo, d\ d^ d^ 

vorn rechts hinten rechts vorn links hinten links 

und die Eckendiagonalen des Tetraeders mit : 

Jo, tfi, d^, d^ 

hinten links hinten rechts vorn links vorn rechts 

unten oben oben unten 

SO haben in diesen Fällen die Winkel 2 zwischen benachbarten Symmetrie- 
axen folgende Werthe. Im Oktaeder ist : 

2 = [Tt'^Tt'^) = [Tt^Tt^) = (tC^ 7t^) = 900 

Da die Kantenlängen, Flächendiagonalen und Eckendiagonalen des 
Würfels sich verhalten wie : 

1 : >/2 : T/3 
so ist : 

cosi(do^i) = yf 
also: 

2 = (do^i) = (^1<J3) = (<J3<J2) = (^2^0) = 700 3r 43,6" 

Die Kantenlängen des Tetraeders verhalten sich zu den Verbindungs- 
linien des Mittelpunktes mit den Ecken wie : 

1/2:11/3 
folglich ist : 

sin 1(^1^2) =1/1 

also : 

2 = (<Ji ^2) = (^2j3) =, (^3^1) = . . . = -1090 28' 16,4" 

Dass in derThat 4-zählige und 3-zählige* Symmetrieaxen nach anderen 
Richtungen unmöglich sind, ergiebt sich daraus, dass anderenfalls Axen 
von dieser Zähligkeit vorhanden wären, welche mit gleichen Axen kleinere 
Winkel bildeten, als die im Vorstehenden angegebenen Winkel 2; letztere 
wurden aber unter der Voraussetzung abgeleitet , dass kein anderes Paar 
gleicher n-zähliger Axen einen Winkel < 2 einschliesse. 
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§5. 

Es sollen jetzt die möglichen Arten und Richtungen von ver- 
schiedenen Symmetrieaxen in einem und demselben Krystallflächen- 
complex aufgesucht werden *) . 

Es sei eine zweiseitige 7i-zyhlige Symmetrieaxe y vorhanden. Ihre 





Fig. 420. 



Fig. 424. 



a 



f 



.^.... 



Schnittpunkte mit der Kugel seien y und y. Dann muss nach der Erklärung 
eiDer zweiseitigen Symmetrieaxe in § 3 die Polfigur derart mit sich selbst 
zur Deckung gebracht werden können; dass die Richtung ;/^ so verläuft, 
wie vorher die ent- 
gegengesetzte Rich- 
tung. Dazu ist eine 
Drehung der Polfigur 

um^= 180» um 

eine zur Axe y senk- 
rechte Gerade erfor- 
derlich. Also muss 
eine zu y senkrechte 
i-zählige Symme- 
trieaxe a vorhanden 
sein. Da nun y eine 
'i-zählige Symme- o 

trieaxe ist,* so muss a nach jeder Drehung um — mit einer ihr gleichen 

fi 

Symmetrieaxe zusammenfallen. Man erhält demnach für : 

** = 6, drei unter — = 60® zu einander geneigte zweiseitige Queraxen : 

«1«!, «252, «aäa; 
**=4, zwei unter -T- = 90® zu einander geneigte zweiseitige Queraxen: 

4 

«1«!, «2ä2; 




(; 



Fig. 423. 



*) L. Sohncke, a. a. 0. S. 48—60. 



l 
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n = 3, drei unter -^ = 120® zu einander geneigte einseitige Queraxei 

«1, «2> ^3> _ 

n = 2, eine zweiseitige Queraxe aa. 

Die Richtungen dieser Queraxen sind in Fig. 120 — 123 durch vol 

ständig ausgezogene Linien dargestellt. 

Das Vorhandensein der Symmetrieaxen y und a bedingt, dass au< 

noch 2-zählige Symmetrieaxen existiren, welche die Winkel der Axen 

halbiren. Denn nach einem Satze von Euler*) sii 
zwei »nach einander auszuführende Drehungen u 
zwei sich schneidende feste Axen q und a des Rai 
mes um die Drehwinkel r und d zusammen aequ 
valent einer Drehung um eine durch densellx 
Punkt gehende dritte Axe r um den Drehwinkel 
Um T zu finden, beschreibe man mit beliebige 
Radius eine Kugel um den Schnittpunkt O der g 
gebenen Axen q und a. Von den beiden Schnit 
Fig. 124. punkten einer jeden Axe mit der Kugelfläche komi 

nur je einer, den man beliebig wählen kann, in B« 
tracht (siehe Figur 124). Nun zieht man ai 

der Kugelfläche zwei grösste Kreise, indem man erstens im Schnit 

punkt Q der ersten Axe ihren halben Drehwinkel ^ an den durch die Axe 

Q und a gehenden grössten Kreis anträgt, — und zwar auf derjenigen Seit 
dieses Kreises, von welcher her die Drehung erfolgt, — und zweitens ii 

Schnittpunkt a der zweiten Axe den dieser zugehörigen Drehwinkel -r, - 

jedoch auf der Seite des grössten Kreises q er, nach welcher hin die Drehunj 
erfolgt — : dann bestimmen die Schnittpunkte r dieser zwei grössten KrelÄ 
die Lage der gesuchten dritten Axe r, und der bei r befindliche Aussen- 

Winkel des sphärischen Dreiecks qot ist ihr halber Drehwinkel-.« — 

% 

Nach diesem Satze sind eine Drehung um die Symmetrieaxe y um — und 

eine Drehung um die Symmetrieaxe a um -^ zusammen aequivalent einer 

Drehung um eine Axe /9, welche senkrecht auf y steht und mit a den 

Winkel — einschliesst, um den Drehwinkel -3-. Demgemäss ist ^ eine 
fi 2 

2-zählige Symmetrieaxe , welche den Winkel — zweier Nachbaraxen 

halbirt. Man erhält für: 



*) Vgl. Sohncke, a. a. 0. S. 31. — W. Scholl. Theorie der Bewegung und 
Kräfte. 2. Aufl. Leipzig. 1879, 1, 174, 
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.n= 6, drei zweiseitige Queraxen : ßiß\^ ß^ß^) ßzßz \ 

n = 4, zwei zweiseitige Queraxen : ßx ßi, ß^ ßi ; 

n=3, drei einseitige Queraxen: «i, «2» ^3> welche mit a^, «2» ^3 ^^r 

Lage nach zusammenfallen, aber entgegengesetzt gerichtet sind; 
w = 2, eine zweiseitige Queraxe ß'ß. 

In Fig. 420 — 423 auf Seite 204 sind die Richtungen dieser Axen durch 
gestrichelte Linien dargestellt. — Als Ergebniss dieser Betrachtung können 
wir den folgenden Satz aussprechen : 

Das Vorhandensein einer zweiseitigen n-zUhligen Symmetrieaxe bedingt, 
dass senkrecht zu dieser Axe : 

a) 2-zählige, unter einander gleiche Symmetrieaxen, nach n Richtungen, 

dermje zwei Na^chbarrichtungen den Winkel — einschliessmi, und 

h) ^-zählige, unter einander gleiche Symmetrieaxen, deren Richtungen 

rftß WiiJiel — der vorigen halbiren^ vorhanden sind. 

Wendet man den Euler'schen Satz auf den Fall an, dass drei gleiche 
i-zählige Symmetrieaxen nach den Ecken des regelmässigen Oktaeders ver- 
laufen, so findet man, dass gleichzeitig vier 3-zilhlige, unter einander gleiche 
Symmetrieaxen nach den Flächenmitten und sechs 2-zählige, unter 
einander gleiche Symtnetrieaxen nach den Kantenmitten dieses Polyeders 
gehen (s. Fig. 117). In analoger Weise ergiebt sich für den Fall, wo vier 
gleiche 3-zählige Symmetrieaxen wie die Eckendiagonalen des Würfels ge- 
richtet sind, dass gleichzeitig sechs gleiche 2-zählige Symmetrieaxen nach 
den Kantenmitten und drei gleiche 4-zählige nach den Flächenmitten des 
Würfels vorhanden sind (Fig. 118). Diese Symmetrieaxen sind ebenso ge- 
richtet, wie die gleichzähligen Axen des regelmässigen Oktaeders. Endlich 
erhält man in dem Falle, wo drei gleiche einseitige 4-zählige Symmetrie- 
axen nach den Ecken des regelmässigen Tetraüders verlaufen, noch drei 
gleiche zweiseitige und 2-zählige, auf einander senkrecht stehende Sym- 
Dietrieaxen, welche gegenüberliegende Kantenmitten des Tetraeders ver- 
binden (Fig. 119). 

§6. 

Symmetrieebene eines Krystallpolyöders nennt man eine Ebene, 
'n Bezog auf welche die Flächen und Kanten des Polyeders sich paarweise 
ordnen, derart, dass die von einem Flächen- oder Kantenpaare begrenzten 
^öd auf der Symmetrieebene senkrecht stehenden Geraden von dieser 
Ebene halbirt werden. Eine Symmetrieebene theilt einen Krystall so, dass 
die eine Hälfte das Spiegelbild der anderen in Bezug auf die Symmetrie- 
ebene ist. 

Eine Symmetrieebene hat die Richtung einer möglichen Krystallfläche, 
denn sie ist der geometrische Ort der Kanten , in denen entsprechende 
Krystallflächen sich schneiden. 
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Die Normale einer Symmetrieebene eines centrisch-symmetrischen Krystali^ 
polyeders ist eine gradzählige Symmetrieaxe, Das Vorhandensein einer 
Symmetrieebene s bedingt, dass zu einer beliebigen Kante et des Polyöderg 
die Kante a' gehört, welche unter demselben Winkel gegen s geneigt ist wie a 
und die Eigenschaft hat, dass der Nebenwinkel von [a a!) durch die Normale 
a von s halbirt wird. Da das Polyeder ein Centrum C der Symmetrie be- 
sitzen soll, so existiren zwei Kanten ä und a', welche zu a und a' parallel 
laufen^ derart, dass die Abstände von a und a, a' und ä' in C halbirt 
werden. Die Normale a von s in C halbirt dann die von gleichwerthigen 
Kanten eingeschlossenen Winkel (a ä') und («' er) (s. Fig. 125). Stellen wir ' 
uns nun vor, dass a und ci' beweglich seien, so wtlrden sie durch eine 
Drehung um 180® um a mit a! und a zur Deckung kommen. Daraus folgt, 
dass nach der in § 3 aufgestellten Definition die Normale a eine gradiählige 
Symmetrieaxe sein muss. 

Aus diesem Beweise erhellt zugleich, dass auch die UmkehruDg des 

vorstehenden Satzes gültig ist, d. h. dass die auf 
einer gradzähligen Symmetrieaxe eines cerUrisch- 
symmetrischen Krystallpoly&ders senkrecht stehende 
Ebene eine Symmetrieebene des Polymers ist. 

Die Normalebene einer 3 -zähligen Symme- 
trieaxe ist also auch dann keine Symmetrieebene, 
wenn das betreffende Krystallpolyöder ein Centrum 
der Symmetrie besitzt. Hierfür bieten die holo- 
ödrischen und die pentagonal-hemiödrischen Kry- 
stalle des regulären Systems, sowie die rhomboö- 
drisch-hemi^drischen Krystalle des hexagonalen 
Systems Beispiele dar. 
Es ist jetzt leicht einzusehen, dass ein Centrum der Symmetrie^ eine 
gradzählige Symmetrieaxe und eine zu ihr senkrechte Symmetrieebene drei 
Elemente darstellen, die so verbunden sind, dass die Gegenwart zweier unier 
ihnen immer das Vorhandensein des dritten nach sich zieht. 

Schneiden sich m gleiche Symmetrieebenen in einer Geraden, so ist 
die letztere mindestens eine m-zählige Symmetrieaxe*). 

§7. 

Fassen wir jetzt die Ergebnisse von § 3 — 6 zusammen, so gewinnen 

wir eine Eintheilung derjenigen Krystallpolyöder, welche Symmetrieaxen 

besitzen. Die in Klammern hinzugefügten Benennungen beziehen sich auf 

die tabellarische Uebersicht der Krystallsysteme in § 5 des zwölften Kapitels. 

n = 6. 
Krystallpolyöder mit einer 6-zähligen Symmetrieaxe. 
(Erste Abtheilung des hexagonalen Systems.) 
a) Die Axe ist zweiseitig und senkrecht zu ihr stehen 3+3 zweiseitig« 
und 2-zUhlige Queraxen. Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so 

*] A. Bravais. M6m. sur les polyddres de forme symätrique. Theoreme. XIV. 
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sind die auf diesen 7 Axen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrie- 
ebenen. 

b) Die Axe ist einseitig ; ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, 
so ist die auf ihr senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene. 

n = 4. 

A. Krystallpolyöder mit einer i-zUhligen Symmetrieaxe. 

(Erste Abtheiluog des tetragonalen Systems.) 

a) Die Axe ist zweiseitig und senkrecht zu ihr stehen S+3 zweiseitige 
und 2-zahlige Axen. Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so sind 
die auf diesen 5 Axen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenen. 

b) Die Axe ist einseitig ; ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, 
so ist die auf ihr senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene. 

B. Krystallpolyöder mit drei zu einander senkrechten gleichen 4-zähligen 

Symmetrieaxen. 
(Erste und zweite Gruppe des regulären Systems.) 

Diese Axen sind zweiseitig und werden begleitet von vier gleichen 3-zäh- 
ligen und sechs gleichen 2-zähligen Axen, die ebenfalls zweiseitig sind. 
Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so sind die auf den 4-zähligen 
und den 2-zähligen Axen senkrecht stehenden 9 Ebenen Symmetrieebenen. 

n = 3. 

A. Krystallpolyöder mit einer 3-zähligen Symmetrieaxe. 
(Zweite Abtheiluug des hexagonalen Systems.) 

a) Die Axe ist zweiseitig und senkrecht zu ihr stehen drei 2-zählige 
Axen. Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden , so sind die auf den 
^-zähligen Queraxen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenen. 

b) Die Axe ist einseitig. Auch in dem Falle , wo ein Centrum der 
Symmetrie vorhanden ist, existirt keine Symmetrieebene. 

^' Kpystallpolyöder mit vier gleichen 3-züh1igen Symmetrieaxen, welche 
wie die Eckendiagonalen des Würfels gerichtet sind. 

Dieser Fall ist identisch mit n = 4, B. 

C. Rrystallpoly6der mit vier gleichen 3-zähligen Symmetrieaxen, welche 

wie die Radien nach den Ecken eines regelmässigen Tetraäders 

gerichtet sind. 

(Dritte, vierte uod fünfte Gruppe des regulären Systems.) 

Die Axen sind einseitig und werden begleitet von drei gleichen 2-zah- 
iigen Axen, welche die Mitten gegenüberliegender Kanten des Tetraeders 
Verbinden. Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so sind die drei, 
duf den 8-zähligen Axen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenen. 
Wenn kein Centrum der Symmetrie vorhanden ist, so können die sechs, 
durch je eine S-zählige Axe gehenden und die Winkel der beiden anderen 
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2-zähUgen Axen halbirenden Ebenen Symmetrieebenen sein, da ihre 
Normalen nicht Symmetrieaxen sind. 

n = 2. 

A. Krystallpolyöder mit einer 2-zähligen Symmetrieaxe. 

(6. Gruppe des tetragonalen Systems. 8. Gruppe des rhombischen Systems.) 

(Monoklines System.) 

Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so ist die auf der Axe 
senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene. 

B. Krystallpolyöder mit drei zu einander senkrechten 2-zahligen Sym- 
metrieaxen. 

a) Von den drei Axen sind zwei einander gleich. 

(4. Gruppe des tetragonalen Systems.) 
Die beiden, durch die dritte Axe gehenden und die Winkel der beide« 
gleichen Axen halbirenden Ebenen sind Symmetrieebenen. 

b) Die drei Axen sind ungleich. 

(5. Gruppe des tetragonalen Systems. 1. und 2. Gruppe des rhombischen Systems.) 
Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so sind die auf den Ax^ 
senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenen. 
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Wir haben die Gesammtheit der an einer bestimmten krystallisirten 
Substanz möglichen Krystallflächen als den Krystallfldchencomplex der 
Substanz bezeichnet. Ist dieser Complex in irgend einer Beziehung syiD- 
metrisch, so erfordert das Vorhandensein einer beliebigen Fläche in dem- 
selben die Existenz anderer Flächen, welche mit jener eine Gruppe T(m 
untereinander gleich werthigen Flächen bilden. An einem vollkommen ans- 
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krystallisirten Körper wird yod einer Gruppe gleichwerthiger Flächen 
niemals eine ohne die anderen auftreten*). 

Man denkt sich die an einem Krystalie vorhandenen , untereinander 
gleichwerthigen Flächen zu einer selbständigen Gestalt, weiche einfache 
Krystall form genannt wird, vereinigt. Es giebt ringsum geschlossene 
Krystallformen und andere, welche für sich ein endliches Stück des Raumes 
nicht begrenzen. Die Zahl der Flächen einer einfachen Form hängt von 
den Symmetrieeigenschaften des Krystalles ab. 

Ein Krystallpolyöder , welches von den Flächen mehrerer einfachen 
Formen gebildet wird, heisst eine Combination dieser Formen. Die Ge- 
sammtheit aller an einer bestimmten krystallisirten Substanz möglichen 
einfachen Krystallformen wird nach Mohs die Krystallreihe, nach 
Naumann der Krystallformencomplex der Substanz genannt. 

§2. 
Die Zahl der Flächen einer einfachen Krystallform, von denen keine 
zu einer Symmetrieaxe parallel oder senkrecht ist, beträgt : 

2(1 + iV2 + 2iV3 + 3iV4 + 5iV6) 

wenn N^ • • N^ die Anzahlen der 2- , • • , 6-zähligen Symmetrieaxen be- 
deuten und wenn jede dieser Axen in zwei entgegengesetzten Richtungen 
verläuft**). In der That, das Vorhandensein einer g-zähligen Symmetrie- 
axe bedingt , dass zu einer gegebenen Flüche von der angegebenen Be- 
schaffenheit q '— i zugehörige Flächen existiren. Ist also Ng die Anzahl 
der g-zähligen Symmetrieaxen, so sind : 

gleichwerthige Flächen vorhanden. Wiederholt man dieses Verfahren bei 
den Übrigen Symmetrieaxen, so erhält man, da nur 2-, 3-, 4-, 6-zählige 
Symmetrieaxen auftreten können^ die Zahl : 

^ +A^2 + 2A^3 + 3^4 + öiVe 

und für den Fall, dass jede Axe nach zwei entgegengesetzten Richtungen 
verläuft, die doppelte Anzahl. 

Diejenigen Krystalie, welche den höchsten Grad der Symmetrie dar- 
bieten, besitzen sechs 2-zähiige, vier 3-zählige und drei 4-zählige Sym- 
metrieaxen, von denen jede nach zwei entgegengesetzten Richtungen ver- 
läuft. Aus der vorstehenden Formel ergiebl sich demnach für : 

^2 = 6, iV3 = 4, ^4 = 3 

*) Diese Eigenschaft der Krystalie wurde von R. J. Hauy erkannt: Sur une loi de 
cristallisation appel^e loi de symätrie. M6m. du Musöum d'Hlst. natur. 1815. 1. 1; 
übersetzt und mit Anmerk. begleitet von F. C. Hessel: Hauy's Ebenmaassgesetz der 
KrystaUbildung. Frankfurt 1819. 

**) A. Bravais, fitudes cristallogr. Journ. de T^cole Polytechn. XXXIV. Cahier, 
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das8 eine einfache KryslaDform hitchsteDB von 48 Fluchen umschlosst 
werden kann. 

53. 

Die Flächen einer einfachen Krystallfami erhalten Symbole, in dem 
dieselben Indices, nur in anderer Reihenfolge und mit anderen Vorzeichei 
auftreten, wenn man die Fundamenlalkaalea und die EinheitsOache 
wühlt, dass schon durch diese Wahl die geometrische Symmetrie di 
Krystalles zum Ausdruck gelangt. Man sagt in diesem Falle, der Krysta 
sei auf sein krystallographisches Axensystem bezi^en. Di 
Symbol einer im positiven Oktanten gelegenen Flache einer einfache 
Krystallform wird dann als Symbol für die ganze Form benutzt*}. 

Beispiel. Wird die in Fig. 426 dargestellte Krystallform auf di 
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gleicbwenfaigen S-zShligen Symmelrieaxen a,, «j und auf die verticalt 
i-KShlige Symmetrieaze y bezogen, so erhalten die Flachen dieser Fwni 
folgende Indices: 

hkl_, khl, ÄA/, hh, hkl, khl, khl, kkl_ 
kkl, kkl, khl, hkl, hkl, W, khl, hkl 
worin k'^k Ist. Hau bezeichnet nun die ganze Form dadurch, dass du» 
das Symbol der Flache kkl durch runde Klammem umfasst; 

{hkl) 

Eine Uebersicbt der acht oberen Flachen dieser Form gewahrt i« 



■) Die Bedeutung der sogenannten krystallograph Ischen Axen wurde von Chr. S 
Weis 8 erkannt. Vgl. »Dynamische Ansicht der KrystalMsation« in der Deberselwog ^R 
Lehrbuches dcrUineraiogie von Hauy. ^184t. 1, 164 und die Dissert. De indagandofor 
marum crystallinarum charactere geometrico prlncipali disserlatio. Lipsiae 180B. 
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stereographische Projection ihrer Polfigur Fig. 127, welche zugleich die 
Symmetrieeigenschaften der Form abzulesen gestattet. 

Zuweilen bedingen die Symmetrieverhältnisse eines Krystalles, dass 
für ihn mehrere von einander verschiedene krystallographische Axensysteme 
möglich sind. So bieten sich für die Krystalle, welche nur eine Symmetrie- 
ebene und eine auf ihr senkrecht stehende 2-zählige Symmetrieaxe be- 
sitzen, zwei Arten von krystallographischen Axensystemen dar, durch 
welche die Symmetrie dieser Krystalle vollständig zum Ausdruck gelangt. 
EinAxensystem der ersten Art besteht aus der Symmetrieaxe und irgend 
iwei in der Symmetrieebene gelegenen Kantenrichtungen; eines der 
zweiten Art wird gebildet von zwei zur Symmetrieebene symmetrisch 
liegenden Kantenrichtungen und einer in der Symmetrieebene, aber nicht 
mit den ersteren beiden Kanten in einer und derselben Ebene gelegenen 
Kante. Im ersten Falle werden die drei Axeneinheiten von einander 
verschieden sein müssen; im zweiten müssen zwei Einheiten einander 
gleich sein. Die monoklinen Krystalle wurden von Chr. S. Weiss auf 
Axensysteme der ersten Art, von Levy auf solche der zweiten Art 
bezogen *) . 

Auch der in Fig. 1 26 dargestellte Krystall kann auf zwei verschiedene 
lu7stallographische Axensysteme bezogen werden, indem die gleichen Axen 
^1 und «2 , welche auf einander senkrecht stehen , durch die ebenfalls 
gleichwerthigen Halbirungslinien ihres Winkels und ihres Nebenwinkels 
ersetzt werden können. 

Das Symbol einer Fläche einer einfachen Krystallform enthält noth- 
wendig drei von einander unabhängige Indices. Aber nur die Ver- 
l^Mtnisse derselben, also nur zwei von einander unabhängige Grössen, 
sind völlig bestimmt. Ist nun ein Krystall, dessen Symmetrieeigenschaften 
«bekannt sind, auf ein krystallographisches Axensystem bezogen ^ derart, 
dass seine geometrischen Constanten gegeben sind, so ist also im Allge- 
meinen und höchstens die Kenntniss zweierWinkel erforderlich, um 
die Indices der Flächen einer seiner einfachen Formen zu bestimmen. Da 
6s einfache Krystallformen giebt, deren Flächen unter einander mehr als 
2wei, ihrer Grösse nach von einander verschiedene Flächenwinkel ein- 
schliessen (wie z. B. die in Fig. 126 dargestellte Form, welche dreierlei 
Kanten^, ij, ^ und demnach drei verschiedene Flächenwinkel besitzt], so 
Ikönnen die Flächenwinkel einer solchen Form nicht unabhängig von 
einander sein, sondern müssen durch Relationen verknüpft werden, 
welche uns gestatten, aus je zweien der Winkel die übrigen zu berechnen. 
Diese Relationen fliessen aus der Fundamentalgleichung der räumlichen 



*) Vgl. bezüglich derL^vy'schen Aufstellung und Bezeichnung der Krystalle das 
letzte Kapitel dieses Buches. 

L i e bi 8 e ]i , Geomair. KrystaUogr. 4 4 
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Goniometrie als ihrer gemeinsamen Quelle *) , wie bei der Beschreibung dei 
einzelnen Krystallformen gezeigt werden soll. 

Sind Tt^Tt'^Tt^ die Axen, v^v'^v^ die Normalen der Axenebenen, v die 
Normale der Fläche A, so besteht nach Formel (5) in § 7 des sechsten Kapiteb 
die Relation : 

J = ^ c^jf. sin (p*) sin [p^) cos [vv*) cos [vv^ 

ik=i 

Sind die Axenebenen zugleich Symmetrieebenen, so halbiren sie die 
Nebenwinkel derjenigen Winkel (a), (/?), (y), welche die Fläche Ä mit den 
drei, in Beziehung auf jene Syrametrieebenen ihr zugehörenden Fläcbeo 
einschliesst; oder mit anderen Worten, so sind die Winkel zwischen der 
Fläche Ä und den Axenebenen die Compiementwinkel der Flächenwinkci 

j~|, (^ j, K j. Demnach ist in diesem Falle: 

cos (vv^)^= ^'"(9) 

cos Ivv^) = sin jl j 

§5. 

Alle Krystallreihen, welche dieselben Symmetrieeigenschaften besitzen, 
vereinigt man in eine Gruppe. Alle Gruppen, welche dasselbe krystallo- 
gniphische Axensystem besitzen, werden in ein Krystallsystemzu- 
sammengefasst. 

Tabellarische Uebersicht der Krystallsysteme. 

1. Reguläres System. 

Alle Krystallformen des regulären Systems besitzen vier gleiche 3-zäh- 
lige Symmetrieaxen parallel den Verbindungslinien gegenüberliegender 
Ecken eines Würfels. Ihr kryslallographisches Axensystem wird von drei 
ü;leichen Axen, welche den Kanten jenes Würfels parallel gehen, gebildet. 

Die Formen der 1. Gruppe besitzen ein Gentrum der Symmetrie und 
1 3 Symmelrieaxen : ausser den vier gleichen 3-zähligen noch drei gleiche 
4-zählige parallel den Kanten und sechs gleiche 2-zählige parallel den 
Flächendiagonalen des Würfels. Daraus geht hervor, dass diese Formen 
9 Symmetrieebenen haben , drei gleiche parallel den Flächen und sechs 
c^h^che parallel den Verbindungsebenen gegenüberliegender Kanten des- 
selben Würfels. 

Die Formen der 2. Gruppe besitzen dieselben Symmetrieaxen wie die 

*) Th. L. Leber die Relationen zw. den Fiachenw. d. einf. Krystallf. Zeitschr. f- 
Kryslalloiir. 1880. 4, 263— -272. 
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der 1. Gruppe, aber kein Centrum der Symmetrie, daher auch keine Sym- 
metrieebene. 

Die Formen der 3. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
7 Symmetrieaxen: ausser den vier gleichen 3-zähligen von nur einer 
Richtung noch drei gleiche 2-zUhlige parallel den krystallographischen Axen. 
üemgemäss sind nur'drei Symmetrieebenen parallel den Würfelflächen vor- 
banden. 

Die Fonmen der 4. Gruppe besitzen ebenfalls 7 Symmetrieaxen von 
nur einer Richtung wie die Formen der 3. Gruppe, aber kein Centrum 
der Symmetrie. Sechs gleiche Symnietrieebenen liegen wie die Verbin- 
dungsebenen gegenüberliegender Kanten des Würfels. 

Auch die Foirmen der 5. Gruppe besitzen 7 einseitige Symmetrieaxen 
wie die der 3. und 4. Gruppe, aber kein Centrum der Symmetrie und keine 
Symmetrieebenen. 

IL Hexagonales System. 

Erste Abiheilung. 

Die hierher gehörigen Krystallformen sind durch das Vorhandensein 
einer 6-zähligen Syrametrieaxe charakterisirt. Ihr krystallographisches 
Axensystem wird von dieser Axe und drei gleichen, unter einander 60® ein- 
schliessenden Queraxen gebildet. 

Die Formen der 1. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
7 Symmetrieaxen : ausser der 6-zähligen Axe noch 3 + 3, zu ihr senkrecht 
stehende, sich unter 30^ schneidende 2-Zcihlige Symmetrieaxen, von denen 
die abwechselnden, mit einander 60® einschliessenden gleichwerthig sind. 
demnach sind die durch die Sl-zähligen Axen gehende Ebene und die 
3 + 3, durch die 6-zHhlige und je eine 2-zählige Axe gehenden Ebenen 
Symmetrieebenen. 

Die Formen der 2. Gruppe besitzen 7 Symmetrieaxen wie die der 
^' Gruppe, aber kein Centrum der Symmetrie und keine Symmetrieebene. 

Die Formen der 3. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie, eine 
6-zählige Symmetrieaxe und eine zu dieser senkrecht stehende Symmetrie- 
ebene. Da keine zu der 6-zahligen Axe senkrecht stehende Symmetrie- 
axe vorhanden ist, so ist es nicht möglich, eine solche Form mit sich zur 
Deckung zu bringen, derart, dass die 6-zahlige Axe nun nach entgegen- 
gesetzter Richtung wie vorher verliefe. Diese Axe ist also einseitig. 

Zweite Abtheilung. 

Für die Formen dieser Abtheilung ist das Vorhandensein einer 3-zäh- 
ligen Symmetrieaxe charakteristisch. Ihr krystallographisches Axensystem 
wird von dieser Axe und drei gleichen Queraxen gebildet. 

Die Formen der 4. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
ausser der 3-zähligen Axe noch zu dieser senkrecht stehend drei, unter 60^ 
2Q einander geneigte 2-zählige Nebenaxen. Domgemäss sind die drei, durch 
<iie Hauptaxe gehenden und auf den Nebenaxen senkrecht stehenden Ebe- 
nen Symmetrieebenen. 

14* 
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Die Formen der 5. Gruppe besitzen 4 Symmetrieaxen, wie die dei 
4. Gruppe, aber kein Centrum der Symmetrie und keine' Symmetrieebene. 

Die Formen der 6. Gruppe besitzen eine einseitige 3- zählige Symmetrie- 
axe und ein Gentrum der Symmetrie, aber keine Symmetrieebene. 

III. Tetragonales System. 
Erste Abtheilung. 

Die hierher gehörigen Formen sind durch das Vorhandensein einer 
4-zähh'gen Symmetrieaxe cbarakterisirt. Ihr krystallographisches Axen- 
system wird von dieser Äxe und zwei gleichen, auf ihr und auf einander 
senkrecht stehenden Nebenaxen gebildet. 

Die Formen der 1. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
5 Symmetrieaxen : ausser der 4-zähligen Axe noch 2 -|- 8, zu ihr senkrecht 
stehende, sich unter 45^ schneidende 2-zählige Symmetrieaxen, von denen 
die abwechselnden, auf einander senkrecht stehenden gleich werthig sind. 
Demnach sind die fünf, zu diesen Axen senkrechten Ebenen SymmetnV 
ebenen. 

Die Formen der 2. Gruppe besitzen ebenfalls 5 Symmetrieaxen von 
derselben Ordnung, aber kein Centrum der Symmetrie und daher aueh 
keine Symmetrieebene. 

Die Formen der 3. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie, eine 
4'Zählige Symmetrieaxe und eine zu dieser senkrecht stehende Symmetrie- 
ebene. Es ist nicht möglich, eine solche Form mit sich selbst zur Deckoog 
zu bringen, derart, dass ihre Axe nun nach entgegengesetzter Richtung 
wie vorher verliefe. Diese Axe ist also einseitig. 

Zweite Abtheilung. 

Den Formen dieser Abtheilung ist eine SS-zählige Symmetrieaxe gemeia. 

Bei den Formen der 4. Gruppe stehen zu dieser Axe zwei gleiche, 
ui\ter einander 90® einschliessende Nebenaxen senkrecht; ihre Winkd 
werden halbirt durch zwei, sich in der ersten Axe schneidende Symmetrie- 
ebenen. Eine dritte Symmetrieebene ist nicht vorhanden. 

Die Formen der 5. Gruppe besitzen dieselben Symmetrieaxen, aber 
keine Symmetrieebene. 

Die Formen der 6. Gruppe besitzen ausser einer einseitigen S-zähligeo 
Symmetrieaxe keine weiteren Symmetrieelemente. 

IV. Rhombisches System. 

Die Formen dieses Systems besitzen drei auf einander senkrecht 
stehende ungleiche SS-zählige Symmetrieaxen. 

Die Formen der 1. Gruppe besitzen ausserdem ein Centrum der Sym- 
metrie und daher drei auf den Axen senkrechte Symmetrieebenen. 

Die Formen der 2. Gruppe haben keine weiteren Symmetrieelemenle. 

V. Monoklines System. 
Die Formen dieses Systems sind durch das Vorhandensein einer Ä-rfh* 
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ligen Symmetrieaxe charaklerisirt. Ist ein Centrum der Symmetrie vor- 
banden, so ist die auf der Axe senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene. 

VI. Triklines System. 

Die beobachteten Formen sind centrisch-symmetrisch. 

Aus dieser Zusammenstellung ergiebt sich, dass ein Krystalisystem 
keineswegs die Gesammtheit derjenigen Kry stall formen , welche gleichen 
Grad der Symmetrie besitzen, umfasst. Die verschiedenen Gruppen eines 
und desselben Systems sind durch verschiedene Symmetrieeigenschaften 
cbarakterisirt; sie besitzen aber dasselbe krystallographische Axensystem 

(§3). 

Dass die Nauman n'sche Definition : ein Krystalisystem ist der Inbegrifif aller mög- 
lichea Formen, welche , bei gleicher Zahl und bei demselben allgemeinen Neigungsver- 
hältnisse der Coordinatebenen , dasselbe allgemeipe Grössenverhältniss der Axen be- 
sitzen — nicht zutreffend sein kann, ergiebt sich schon daraus, dass nach dieser Begriffs- 
bestimmung das sog. d i kl inoäd fische Krystalisystem, dessen Formen ebenso wie 
die des triklinen Systems nur ein Centrum der Symmetrie besitzen , eine selbständige 
Stellung erhalten müsste. Vgl. über dieses von Mitsc herlich, Pogg. Ann. 4 826, 8, 
427 errichtete System: Naumann, Lehrb. d. Krystallogr. 4830, 2, 95— H7; Elem. 
tbeorei Kryst. 4856, 853. Kupffer, Handb. d. rechn. Krystallon. 4830, 456 — 484. 
Qaenstedt, Meth. d. Kryst. 4840, 420. von Kobell. Gelehrte Anzeigen. München. 
BuUetiQ der math. phys. Klasse. Staurosk. Beob. 4856. 43, 23. von Zepharovich. 
SitzQogsber. Wien. Akad. 4862, 45, (4), 499. A. Dufränoy. Trait^ de Min. Paris. 
1S44, 1, 449. H. Mar b ach. Ueber »Uämiädrie non superposable« oder »gewendete 
l^rystallformen«. Programm. Breslau. 4 864, 40. 

Nennt man Hauptaxe eine Symmetrieaxe, in der sich zwei oder 
mehr gleichwerthige Symmetrieebenen schneiden oder auf der zwei oder 
mehr gleichwerthige Symmetrieaxen senkrecht stehen , so ordnen sich die 
Krystallsysteme in drei Klassen : 

A. Rrystalle mit drei auf einander senkrecht stehenden 

Hauptaxen. 

I. Reguläres System. 

B. Krystalle mit einer Hauptaxe. 

II. Hexagonales System. 
III. Tetragonales System. 

C. Krystalle oline Hauptaxe. 

lY. Rhombisches System. 
V. Monoklines System. 
VI. Triklines System. 

Diese Anordnung ist auch durch die physikalischen Eigenschaften der Krystalle zu 
l>«gründen (vgl. P. Groth. Physikal. Krystallogr. Leipzig. 4876. 482. Dass die Bezeich- 
''^g der regulären Krystalle als »isotrope« nicht richtig sei , wurde von S ob n c ke her- 
vorgehoben. Entwickig. e. Theorie d. Ki^stallstr. Leipzig. 4 879. 237). — lieber andere 
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Definitionen für »Hauptaxe« vgl. Bra vais. Mäm. sur les poly^4res de forme sym6triqu< 
In: Liouville. Journ. de Math^m. XIV. Mai 1849. Defin. VIII. Sobncke a. a. 0. S. 4i 

§6. 

Die einfacheD Formen der Gruppen eines Krystallsystems sieben untc 
einander in geometrischen Beziehungen, derart, dass man die Forme 
der weniger symmetrischen Gruppen aus denen der höchst symmetrische 
durch eine gesetzmässige Auswahl der Flächen ableiten kann* 
Eine Form , welche nur die Hälfte oder nur den vierten Theil der Fläche 
einer anderen besitzt , heisst ein H e m i ö d e r oder ein Tetartoöderdc 
letzteren, welche mit Rücksicht auf die Möglichkeit einer Zerfällung in Pai 
tialformen Holoeder genannt wird. Zu jeder hemiödrischen Form gehöi 
eine correlate Form, welche mit jener vereinigt wieder die holoödriscfa 
Form bildet. Zwei correlate Hemiöder sind aber in ihrem Auftreten nicl 
an einander gebunden. Sie verhalten sich in dieser Hinsicht wie irgen 
zwei einfache Formen eines Krystallformencomplexes: sie treten unabhängi 
von einander auf und unterscheiden sich mehr oder weniger durch ihr 
physikalischen Eigenschaften, vorzüglich durch ihre Oberflächenbeschal 
fenheit. 

Die Zerfällung einer Form in zwei oder vier Partialformen muss ii 
Einklang mit der Symmetrie der ersteren Form erfolgen. Durch Hemiedri 
und Tetartoödrie wird der Grad der Symmetrieaxen erniedrigt; aller 
gleiche Symmetrieaxen müssen dabei stets von gleichem Grade bleiben. 

Die in § 5 aufgezählten Gruppen haben mit Rücksicht auf ihren geo 
metrischen Zusammenhang folgende Bezeichnungen erhalten : 

I. Reguläres System. 

1. Holoedrische Formen. 

2. Plagiedrisch-hemiödrische Formen. 

3. Pentagonal-hemiödrische Formen. 

4. Tetraedrisch-hemiödrische Formen. 

5. Tetartoödrische Formen. 

n. Hexagonales System. 
Erste Abtbeilung. 

1 . Holoedrische Formen. 

2. Trapezoedrisch-hemiedrische Formen. 

3. Pyi'amidal-hemiedrische Formen. 



*) Diese Beziehungen wurden zuerst von Chr. S. Weiss erkannt: Uebersicht- 
iiche Darstellung der verschiedenen natürlichen Abtheilungen derKrystallisationssysteme. 
Abhandl. Berlin. Akad. 1814—1815, 289. — Vgl. Chr. E. Weiss. Die Krystallisalions- 
gesetze seit Chr. S. Weiss, insbesondere die Lehre von den Hemi^drien, erläutert am 
Diamant. Jahrb. Min. 4880, 2, 1. — J. Bernhardi hat schon im Jahre 4 807 bemerkt, 
dass aus einem Tetrakishexaeder ein Pentagondodekaeder entsteht, wenn »die Gesetze 
nur zur Hälfte wirken«. Ueber die Krystallisation des Arsenikkieses. Gehletfs Journ. 
Chem. Phys. Berlin. 1807, 8, 80. 
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Zweite AbtheiluDg. 

4. Rhoraboedrisch-heraiedrische Formen. 

5. Trapezoödrisch-tetarloedrische Formen. 

6. Rhombo^drisch-tetartoädrische Formen. 

111. Tetragonales System. 
Erste Abtbeilung. 

4. Holoedrische Formen. 

2. Trapezoödrisch-hemiödrische Formen. 

3. Pyramidal-hemiödrische Formen. 

Zweite Abtheiiung. 

4. Sphenoidisch-hemiedrische Formen. 

5. Wiombotyp-tetartoödrische Formen. 

6. Sphenoidisch-tetartoödrische Formen. 

lY. Rhombisches System. 

4 . Holoedrische Formen. 

2. Sphenoidisch-hemiedrische Formen. 

V. Monoklines System. 
VI. Triklines System. 

Jede holoedrische Form besitzt, wie aus der Aufzählung der Symme- 
genschaften in § 5 hervorgeht, Symmetrieebenen, welche ihren Theil- 
Iten fehlen. Daher ist jede Partialform ihrer correlatcn Form sym- 
sch gleich oder mit andern Worten das Spiegelbild derselben. Besitzt 
Partialform selbst noch eine Symmetrieebene oder ein Centrum der 
aelrie , so kann sie mit ihrer correlaten Form zur Deckung gebracht 
en ; sie ist derselben also nicht nur symmetrisch gleich , sondern 
izeitig congruent und unterscheidet sich von ihr nur durch ihre kry- 
graphisohe Stellung. 

Jnter den hemiedrischen Formen einer und derselben Gruppe können 
en auftreten , welche sich geometrisch nicht von den entsprechenden 
drischen Formen unterscheiden. Gewisse holoedrische Formen er-. 
1 also durch hemiedrische Zerfällung keine Gestaltsveränderung, 
e in ihrer geometrischen Gestalt identische Holoeder und Hernieder 
doch ihrem Wesen nach von einander völlig verschieden. Diese Auf- 
Dg hat zuerst G. Fr. Naumann*) als eine Erweiterung der von Weiss 
indeten Lehre von der Hemiedrie geltend gemacht. Ihre Richtigkeit 



*) Lehrbuch der rein. u. angewandt. Krystallogr. Leipzig. 4830, 1, § 4H. Ueb. d. 
toMrie im Tesseralsystem. Pogg. Ann. 4855, 95, 465. Eiern, d. theoret. Kryslal- 
Leipzig. 4856, 02. 
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ist seitdem vorzüglich durch die Arbeiten von G. Rose"^) bestätigt 
worden**). 

Nach dem Vorgänge von Bravais***) wurden in §5 die Krystallsysteme durch 
Angabe ihrer Symmetrieaxen charakterisirt. Von V. von Lang+j u. A. wurden zu 
demselbenZweck die Symme tri e ebenen benutzt. Hierzu bemerkt L. Sohnckeff) 
mit Recht: »Wenn die Halb- und Viertelflächigkeit nicht als eine untergeordnete Er- 
scheinung, sondern als gleichberechtigt mit der VoUflächigkeit zu erachten ist, so ist es 
nothwendig, bei einer Eintheilung des ganzen Krystallreichs in Krystallsysteme die letz- 
teren so zu definiren , dass sie die Halb- und Viertelflächner wirklich mit umfassen. 
Diese Forderung ist nicht erfüllt bei der Charakterisirung der Krystallsysteme durch 
Symmetrieebenen , denn diese passt unmittelbar nur auf die Vollflächner , während diei 
Halbflächner, im Widerspruch mit der allgemeinen Charakteristik der 
Systeme, denselben als eine Art Ausnahmeerscheinung angehängt werden müssen. 
Werden z. B. die Gestalten des regulären Systems dadurch charakterisirt, dass sie 9 auf 
einander senkrechte gleiche Symmetrieebenen besitzen , so gehört das Tetraeder nicht 
zum regulären Krystallsystem , denn es besitzt diese Symmetrieebenen nicht , weder jo 
geometrischer noch physikalischer Beziehung. Dagegen fügen sich bei Charakteristik 
der Krystallsysteme durch Symmetrieaxen die Halb- und Vierielflächner ohne weiteres 
in die Krystallsysteme ein.« 

Die erste Andeutung darüber, dass 6 Krystallsysteme zu unterscheiden seien, findet 
sich bei J. Bernhard i. »Wenn es die Aufgabe wäre: man solle aus der möglichst 
kleinsten Anzahl möglichst einfacher Formen auf die möglichst einfeche Weise alle be- 
stimmbaren Krystallisationen herleiten, so könnten wir mit sechs, nämlich: 4) dem Wür- 
fel, 2) dem RhomboMer , 3) dem Quadratoktaäder , 4) dem RhombenoktaSder, 5) dem 
einfachen, und 6) dem dreifachen RhomboidaloktaSder ausreichen.« (Darstellung einer 
neuen Methode, Krystalle zu beschreiben. Gehlen's Journ. für Chem. Phys. Min. Berlin. 
4808, 5, 4 87.) Einige Jahre später gab Chr. S. Weiss seine »Uebersichtliche Darstellung 



*) Zusammenhang zw. d. Form u. d. elektr. Polarität der Krystalle. TormaliD. 
Pogg. Ann. 4 836, 39, 285. Abhandl. Berlin. Akad. 4838. Ueber d. Krystallisationssystem 
d. Quarzes. Abhandl. Berlin. Akad. 4846. Ueber den Zusammenhang zw. hemiädrischer 
Krystallform und thermo-elektr. Verhalten beim Eisenkies u. Kobaltglanz. Monatsber. 
Berlin. Akad. 4870. Pogg. Ann. 4874^ 142, 4. — Riess und Rose. Ueber d. Pyroelektr. 
d. Mineralien. Abhandl. Berlin. Akad. 4 843. — Vgl. über diesen Gegenstand auch die 
durch G. Rose angeregten Arbeiten von A. Sadebeck über Kupferkies, Fahlerz, Zink- 
blende u. s. w. in: Zeitschr. d. deutsch, geolog. Gesellsch. Berlin. Jahrg. 4868— <878; 
insbesondere : Hemiedrie der scheinbar holo^dr. Formen der Blende und des Kupfer- 
kieses. 4872, 24, 479 — sowie die Untersuchungen von Leydolt und Baumhauer 
über Aetzflguren. 

**) Ueber V. von Lang 's Auffassung der Hemiödrie vgl. s. Lehrbuch der Kr)'- 
stallogr. Wien. 4866 und : Zusammenhang der Circularpolarisation mit der hemi^rischeo 
Hemisymmetrie. Pogg. Ann. 4869, 187, 447. — A. Brezina, Entwick. 4. tetartosymiD- 
Abth. des hexagon. Krystallsystems, nebst Bemerk, üb. d. Auftreten der Circularpolaris. 
Sitzungsber. Wien. Akad. 1869, 70, 4. Abth. Dec.-Heft. 

***) M6m. sur les syslömes de points etc. Journ. de l'öcole polytechn. 4850J*' 
cah., 33, 88. Etud. crist. ib. 4 854, 20. cah., 34, 4 04. 
+) Lehrb. d. Krystallogr. Wien. 4866. 

ff) Entw. e. Theoried. Krystallstructur. Leipzig. 4879, 186. 
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• 
der verschiedenen natürlichen Abtheilungen der Krystallisationssystemeo heraus, in der 
uotersehieden werden : 

4) Das sphäroödrische System. 

a) Das sechsgliedrige System. 

8) Das drei- und dreigliedrige System. 

4) Das viergliedrige System. 

5) Das zwei- und zweigliedrige System. 

6) Das zwei- und eingliedrige System. 

7) Das ein- und eingliedrige System. 

Die beiden letzten Systeme, deren Formen er auf rechtwinklige Axen bezog, betrach- 
tete er als besondere hemi^rische Abtheilungen des zwei- und zweigliedrigen Systems 
(Abhandl. Berlin. Akad. 4844 — 4 5). Nachdem diese grundlegende Arbeit von Weiss 
ersqhienen war, begann Fr. Mobs seine Auffassung der Krystallographie darzulegen. Er 
unterschied zunächst vier Systeme : 4) das tessularische, 2) das rhomboädrische, 3) das 
pyramidale, 4) das prismatische und in dem letzteren Systeme als besondere Gruppen : 
die hemiprismatischen und die tetartoprismatischen Krystallgestalten (Die Charaktere 
der Klassen, Ordnungen, Geschlechter und Arten, oder die Charakteristik des natur- 
historischen Mineral-Systems. Dresden. 4820, Seite VII — ^XV). In der 2. Auflage dieser 
Schrift, 4824, wurden die hemi^rischen Formen ausführlicher entwickelt. Im 2. Theile 
des GruDdrisses der Mineralogie, Dresden 4824, Seite VI — ^VIII, spricht sich Mohs für 
die Annahme schiefwinkliger Axensysteme aus und in den »Leichtfasslichen Anfangs- 
grönden der Naturgeschichte des Mineralreiches, Wien , 4 832« bezeichnet er die klini- 
schen Systeme als : das hemiorthotype, das hemianorthotype und das anorthotype. 

§7- 
Die Aufzählung der Krystallsysteme in § 5 lässt erkennen , dass es 
Krystallsysteme giebt, welche weder ein Centrum der Symmetrie noch eine 
Symmetrieebene besitzen. Die folgende Tabelle giebt eine Uebersicht der 
Merher gehörigen Gruppen , von denen je zwei den drei ersten Systemen 
und eine dem vierten Systeme angehören. 

Gruppe: I. Reguläres System. 

2. Plagiedrisch-hemiödrische Formen. 

5. Tetartoödrische Formen. 

II. Hexagonales System. 

Erste Abtheilung. 
2. Trapezoedrisch-hemiödrische Formen. 

Zweite Abtheilung. 

6. Trapezoödrisch-tetartoädrische Formen. 

ni. Tetragonales System. 

Erste Abtheilung. 

2. Trapezoödrisch-hemiödrische Formen. 

Zweite Abtheilung. 
6. Rhombotyp-tetartoödrische Formen. 

lY. Rhombisches System. 
2. Sphonoidisch-hemiödrische Formen. 
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Hierin tieleo nur hemiedriscbe und tetartoedrische Formen auf. Nach §6 
gehört zu jeder dieser Formen eine correlatc, ihr symmetrisch gleiche Fonn. 
Da aber die in Rede stehenden Formen silmmtiicb eines Ceutnims und einer 
Ebene dor Symmetrie entbehren, so haben sie auch die Eigenschaft gemein, 
dass sie ihren symmetrisch gleichen Formen nicht congruent sind. Sie 
werden von H. Marbach »in sich gewendete« oder kurz gewendet«' 
Kryslallformen genannt*). 

Allgemein heisst eine Figur [ein System von Punkten, Linien, Flächen, 
Körpern] gewendet, wenn ihre BestimmungsstUcke eine derartige Ungleich- 
heit besitzen, dass in ihrer Aufeinanderlolge ein Gegen'satz denkbar ist. Es 




Kig. HS. 



Flg. 1S9. 



Fig. ISO. 



Flg. (81. 



ist leicht einzusehen , dass die Abwesenheit eines Centrums und einer 
Ebene der Symmetrie in einer Raumhgur und die Unmöglichkeit, diese 
Figur mit ihrer symmetrisch gleichen Figur zur Deckung zu bringen, nur 
eine und dieselbe Bedingung bilden. Fehlt in einer Figur nur eines der 
beiden genannten Symmetrieelemente, so ist diese Figur nicht gewendet **)- 
Dagegen können gewendete Figuren Symmetrieaxen besitzen. Als ein Bei- 
spiel fuhren wir die in Fig. 428 — 131 dargestellten trigonalen Trapeioeder 
an, von denen die beiden ersteren und die beiden letzteren je ein Paar 
gewendeter correlater Formen bilden. Jede dieser Formen besitzt vier 
Symmetrieasen, welche in den Figuren durch gestrichelt-punktirte Linien 
angedeutet sind. 



*) Ueber »Hätniädrie non superposebleo oder ngewendete Kryslallfonneii*. fto- 
gramm. Breslau 4S6<. 

*') Gewöhnlich dehnirt mai 
mit ihren Spiogelbildcro nicht zui 
keine Symmetrleehene besitzen. 
eatbehrcn müssen, wurde zuerst 



nach dem Vnrgange von Pasteur Figaren, weldie 
Deckung gebracht werden künnen, als solche, wetcb' 

Dass sie auch eines Cenirums der SymmetrleelwB' 
'on Marbach erkannt. 
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Fig. 13J. 



Marbach hat darauf aufmerksam gemacht, dass an Krystallformen, 
welche nicht gewendet sind, einzelne Flächengruppen gewendete 
Figuren sein können. So bilden an einem Pentagondodekaeder die drei an 
liner Eckendiagonale des eingeschriebenen Würfels gelegenen Pentagone 
)ine gewendete Figur (s. Fig. 432). Legt man den Symmetrielinien der 
Pentagone Richtungssinne bei, indem man fest- 
setzt, dass jede solche Linie in der Richtung von 
der Spitze des Pentagons nach der Mitte der 
gegenüberliegenden Seite durchlaufen werden 
soll, so findet man bei 4 £cken (R) über abwech- 
selnden Oktanten auf den die Ecke bildenden 
Flächen die Richtungen der Symmetrielinien dem 
Bewegungssinne des Uhrzeigers gleich , bei den 
i anderen Ecken [L) aber entgegengesetzt. Die 
an einer Ecke eines triklinen Krystalls gelegenen 
Polygone bilden ebenfalls eine gewendete Figur. 

In diesen Fällen ist zu jeder gewendeten Flächengruppe an demselben 
Krystall in Folge des Vorhandenseins eines Centrums der Symmetrie die 
entgegengesetzt gewendete Flächengruppe in symmetrischer Stellung vor- 
handen^ so dass die ganze 
Form nicht gewendet ist. 
Werden aber entgegenge- 
setzt gewendete Flächen- 
gruppen einer Form durch 
neu hinzutretende Flächen 
ungleich verändert , so 
wird die Combination 
eine gewendete Figur. 
Hierftir bieten die in Fig. 
^33 und 134 abgebildeten 
Gombinationen des Pen- 

lagondodekaöders 7r(210) mit den Tetraödern r(TTT) und r(111) ein 
Beispiel dar. In der ersten Figur sind die Ecken L, in der zweiten die 
Ecken R des Pentagondodekaeders gerade abgestumpft. Die so entstandenen 
Gombinationen von Formen, welche für sich nicht gewendet sind, können 
Diil einander nicht zur Deckung gebracht werden. 

Naumann nennt zwei Figuren, welche einander symmetrisch gleich, 
aber nicht congruent sind, enantiomorph*). Während die Enantio- 
Daorphie ein Prädikat für je zwei correlate Formen ist, bezieht sich der von 
Marbach eingeführte Regriff der Wendung auf die Reschaffenheit einer 
fjglir. Pasteur**) bezeichnet eine Krystallform, welche ihrem Spiegel- 

*) üeber die Tetartoödrie im Tesseral Systeme. Pogg. Ann. 1855, 95, 465. 

**) Ann. de chim. et de phys. 3. s^r. 1848, 24, 442. 1860, 81, 67. 1854, 42, 448. 
'^7, SO, 478. Compt. read. 4856, 42, 4259. Legons sur la dissymötrie mol^culaire, 
Professees ä la soci^tö cbimique de Paris. 1864. 





Fig. 133. 



Fig. 134. 
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bilde nicht coogruent ist, alssh^mi^drie dod superposable*. Dieser 
Ausdruck ist also auf Ery stallformen beschränkt und kann nit^t auf andere 
Haumfiguren ausgedehnt werden. Er ist indessen auch nicht geeignet, in 
der Krystallograpbie benutzt zu werden, da er von Pasteurauch zur Be- 
zeichnung hemimorpber Krystalle, die von den heniiedrischen Krystailen 
im engeren Sinne unlerscbiedeo werden müssen, verwendet worden ist. 



Unter den in § 5 — 6 aufgezahlten Gruppen von KrystallformeD besitzen 
die folgenden einseitige Symmetrieaxen : 

1. Reguläres System. 
3} Pen lagonal-hemiedri sehe formen. 
4] Tetrafidrisch-hemiedrische Formen. 
5] Tetartoedrische Formen. 

IL Hexagonales System. 
3) Pyraraidal-hemiedrische Formen. 
5] Trapezoedrisch-tetartoBdi'ische Formen. 
6j RhomboädrisclL-tetarlofidrische Formen. 

III. Tetragonates System. 
3) Pyramidal'hemiedrische Formen. 
6) Spbenoidisch-tetartoedrische Formen. 

V. Monoklines System. 

Allein unter den hierin auftretenden einseitigen Axen sind zwei Arien 
zu unterscheiden , wie man aus einer ver- 
gleichenden Betrachtung der pentagona!- 
hemiedrischen und der tetraedrisch-bemi' 
ed tischen Formen des regulären Systems 
ersieht. Beide Pormengrappen besitzen vier 
einseitige 3-zahlige Symmetrieaxen , weldie 
wie die Eckendiagonalen des Wnrfels gericb- 
tet sind. Aber diese Axen sind in den bei- 
den Gruppen in verschiedener Weise einsei- 
tig. Eine 3-z3hlige Axe einer pentagonal' 
hemiedrischen Form wird an ihren beideo 
Enden von gleich viel Flachen in analog«' 
Fig. in. Weise geschnitten. Denkt man sieb eio^ 

solche Form aus ihrer ursprünglichen Stel- 
lung in eine neue Lage übergeführt, derart, dass eine ihrer 3-tablig^ 
Axen nunmehr in der zu ihrer anfHnglichen Richtung entgegengesetiK" 
Richtung läuft, so verbalt sich die Form jetzt wie das Spiegelbild 




f 8. Hemimorpbie. 
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ihrer ersteo Stellung in Bezug auf eine durch jene Axe gelegte Ebene. 
I>avon Ubeneugt man sich leicht durch deu Anblick des iu Fig. 435 dar- 
gestellten DiploBders, dessen 3 -zahl ige Symmetrie axen durch gestrichelt- 
punktirte Linien angedeutet sind. Andererseits wird eine 3-zBhlige Sym- 
metrieaxe einer telraBdri sehen Form an ihren beiden Enden entweder Ton 
gleich vielen Flachen in nngieicher Weise oder nicht von gleich vielen 
Flachen geschnitten, wie man aus der Betrachtung des Hexakistelraeders 
Fig. 136 und des Tetraeders Fig. 137 ersieht. 




Wir finden einseitige Axen der zweiten Art oder »polare« Axen in 
Folgenden dqr soeben genannten Gruppen : 

I. Reguläres System. 

4) Tetra edrisch-hemiedrische Formen. Vier polare 3-zahlige 
Sytnmetrieaxen, welche wie die Eckendiagonalen des Würfels ge- 
richtet sind. 

5) Tetartoedrische Formen. Vier polare Axen von derselben 
Beschafi'enheit wie in (. 

IL Hexagonales System. 

6) Trapezoedrisch-telarloedrische Formen. Drei polare 2-zah- 
lige Axen, welche auf der Hauptaxe senkrecht stehen. 

1d allen diesen Fallen sind also zwei oder drei gleiche polare Axen 
Vorbanden. Es sind aber auch in Systemen mit Aseu, die einzig in ihrer 
Art siod, Eryslalle mit nur einer polaren Axe beobachtet, wie folgende 
^mmenstellung zeigt : 

Hexagonales System. 
(Erate AbtheiluQg.) 
Die 6-zaIilige Hauptaxe ist polar; Seh wefelcadmium, 
Wurttit. 
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(Zweite Abtbeilung.) 

Die 3-zählige Hauptaxe ist polar; Turmalin, Antimo 
silberblende, Tolylphenylketon, überjodsau»* 
Natrium. 

Tetragonales System. 
(Erste Abtheilung.) 

Die 4-zühlige Hauptaxe ist polar; Jodsuccinimid. 

(Zweite Abtheilung.) 
Die Sl-zählige Hauptaxe ist polar. 

Rhombisches System. 

Eine der 2-zähligen Symmetrieaxen ist polar; Kiesel zink 
erz, Struvit, Resorcin^ Milchzucker, Chinasäure. 

Monoklines System. 

Eine 2-zlihlige polare Symmetrieaxe; Rohrzucker, Quercit 
WeinsteinsJlure. 

A. Breithaupt "^j nannte diese Kristalle h e^n i m o r p h. Später ha 
HankeP"^) gezeigt, dass die trapezoädriseh-tetartoiHlrischen Krystalledei 
hexagonalen Systems als hemimorph in den Richtungen ihrer drei 2-Ziib- 
ligen Symmetrie^ixen zu betrachten seien. Bezeichnet man demgemäss # 
Kristalle mit polaren Axen als hemimorph in den Richtungen dieser Aien, 
so ist nach Sohncke'"'^''} für die Hemimorphie folgende Definition fu 
geben : 

Ein Krysiall ist hemimorph nach einer Sifmmelriea(ce^ wenn die beiden 
Axenhalflen weder deckbar gleich^ noch spiegelbildlich gleich sind. 



*] YoUsUina. Haodb. d. Mineralog. Dresdeo and Leifing. 1836, 1, 140. 
**) l'eber die thenuoelektrischen Cigensohaflen des Bergkr\'st«lls. VII. Abb. der 
elektr. Unters. Aus dem Vlll. Biie. d. Abhandl. kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. Malh. 
phys. Classe. 1S68. Daraus in: IMg«. .\nn. 4867, 131. 6il. 

***) Entwickle, e, Theorie d. Kr>slallslruclur. Leipiig. 1879, i«5. 
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I. Das reguläre System. 

§ 1. Allgemeine geometrische Eigenschaften. § 2 — 15. Vollflächige For- 
men. § 16. Plagiedrisch-hemiedrische Formen. §17—20. Pentagonal- 
hemiedrische Formen. § 21 — 24. Tetraedrisch-hemiedrische Formen. 
§ 25—29. Tetartoedrische Formen. § 30. Zonen. § 31. Berechnung der 
Indices. § 32. Construction des Axensystems. 



Alle Krystallformen des regulären Systems besitzen vier gleiche 3-zäh- 
lige Symmetrieaxen parallel den Verbindungslinien gegenüberliegender 
Ecken eines Würfeis. 

Die krystallographischen Axen tt*, 7t^j /r^ dieser Formen gehen parallel 
zu den Kanten dieses Würfels und sind gleichwerlhig (s. Fig. 138). Daher 
muss in jedem Oktanten eine Fläche möglich sein, 
welche die Axen in gleichen Entfernungen vom 
geometrischen Mittelpunkte des Würfels schneidet. 
Von den hierdurch bestimmten Flächen wird die im 
Oktanten vorn-rechts-oben gelegene zur Einheils- 
fläche gewählt. Demgemäss ist in den Formeln für 
die trigonometrischen Functionen der Flächenwinkel 
und Kantenwinkel (s. S. 183) zusetzen: 

fl^ = a2 = «3 == 1 

cos (tT* TT*) = \ , cos [tT* 7T^) = 

so dtiss man für den Cosinus der von <len Flüchen : 

^nd den Kanten :^ 

n = [«?! ^2 »?:j] , ^' =^ [i\ ri\ rf^] 
gebildeten Winkel die Werthe : 

K h\ + A2 ^'2 + ^3 ^'3 



r^^ ' -^ 






• j-4^- 


— 


^^^-' ' 


^ 



Fig. 138. 



(l) cos (Ä Ä'] = 

(2) cos (1/1;')= ^ 

V (i?i i?i + i?2 ^2 + »ya %) [^\ Vi + V'2 »? 2 + ^'s ^'3) 

^i'hält. Der Zähler dieser Ausdrücke entsteht, wenn man die Summe der 



V(h,h,+fu,h^ +h,h,) [h\h\ + h\h\ + K^h\) 
n\V'\ + Vi ii + % ^'3 



i 
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Producte gleichstell iger Indices bildet. Im Nenner befindet siel 
Quadratwurzel aus dem Producte der Quadratsumme der Indicec 
beiden Flächen oder Kanten. Die Gestalt der Ausdrücke lässt erkei 
dass der Flächenwinkel [hh') gleich sein muss dem Winkel je z' 
Flächen, deren Symbol die Indices /t^^As und h\h\h\ in abgeänd 
Reihenfolge und mit anderen Vorzeichen enthalten, wofern nur die Aj 
nung und die Vorzeichen der Indices in beiden Symbolen in gleicher ^ 
verändert sind. 

Da der Ausdruck für cos [hK] sich von dem für cos (iji;') nur dac 
unterscheidet, dass an Stelle der Flächenindices die Kantenindices get 
sind, so ergiebt sich, dass im regulären System zu jedem Flächenw 
ein ihm gleicher Kantenwinkel vorhanden ist. 

Ferner erhält man (s. S. 484): 

^^j sm\^nn] — Y ^^^ ^^ + Kh^ + h, h^) {h\ h\ + h'^ h\ + Ä'3 K, 

(4) tan (A h'] = 1^^^^3 - hh\\^ + {h^h\ - fi, h\)^ + [h,h\ - h 

hxh\ + h^h'^ + A3 Ä'3 

und analoge Ausdrücke bestehen für sin(iyij') undtan(iyY); Aus d 
Formeln geht hervor, dass die trigonometrischen Functionen der Fläc 
Winkel und Kantenwinkel der regulären Krystallformen Quadratwu 
aus rationalen Zahlen, in besonderen Fällen rationale Zahlen sind. 

Bildet man nach den Formeln (3), S. 94; die Indices der Nor 
einer Krystallfiläche, so findet man, dass sie gleich den Indices der F 
sind. Im regulären System (und nur in diesem) ist also die Normale . 
Fläche eine mögliche Kante und auch umgekehrt die zu einer beliel 
Kante senkrecht stehende Ebene eine mögliche Krystallfläche. Diese EJ 
Schaft kann man auch so aussprechen : im regulären System ist die Di 
Schnittslinie zweier Flächen stets normal zu einer möglichen Fläche uni 
Verbindungsebene zweier Kanten stets senkrecht zu einer möglichen^K 

Nach ihren besonderen Symmetrieeigenschaften bilden die beobach 
Formen des regulären Systems vier Gruppen, die der vollflächigen, 
pentagonal-hemiedrischen, der tetra^drisch-hemisdrischen und der t 
toedrischen Formen. 



A. YoUflächige Formen. 

§2. 

Die vollflächigen Formen des regulären Systems besitzen i3 Symme 
axen, nämlich drei gleiche 4-zählige, tt^, •, tc^, parallel den Kanten ( 
Würfels, vier gleiche 3-zählige, 5^ • • , cJ^, parallel den Verbindungsii 
gegenüberliegender Ecken, und sechs gleiche 2-zählige, €*,••••, e% pai 
den Diagonalen der Flächen desselben Würfels (s. Fig. 439). Jede d 
Axen verläuft nach zwei entgegengesetzten Richtungen. Daher besitzei 
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hierher gehörigen Formen ein CeDtrum der Symmetrie und 9 Symmetrie- 
ebenen, nSmlicbdrei gleiche, p^, -.p^, parallel den Flächen und sechs gleiche, 
(!',-■■ d^, parallel den Verbindungsebenen gegenüberliegender Kanten 
desselben Wtlrfels. Die Symbole dieser SymmetrieelemeDte sind : 
?ri=[100], ?r2=[010], ?r3 = [001] 
pi ={100), p* ={010), p3 ={001) 
«' = [011], ea = [(01], e9=[140], e* = [OlT], e63=[T01], e« = [ITO] 
iJ' = (04T}, cP = {104}, d3 = [lT0}, d* = {OH}, rf6 = {101}, rf6 = (140} 
So = [m], (Ji = [tii], tf2=[4T4], ds=[1iT] 
Zur Veranschauiichung dieserSymraetrieverhaltnisse sollen die Fig. 4iO 
bis 1i9 dienen. Sie stellen stci'eograpbische 
Projectionen der Pülfiguren von p', ■, p*, 
d\--.d\ {H4), •■, {TT4}, dar. Zu Pro- 
iectionsebenen sind die den Flachen {4 00}, 
(110), {144} parallelen Ebenen gewählt. 
Du Dach § 1 die Indices der Normale einer 
FlSche gleich den Indices der Flüche sind, 

M Men die Pole von p', , {TTl} mit 

iea Schnittpunkten der Symmotrieasen auf 
der Kugelfläcbe zusammen. Von ilen Zonen- 
kreisen, welche in diesen Polliguren ent- 
Sehen, sind die in den nebenstehenden Fig. 139. 
Siguren voll ausgezogenen gleichzeitig die 

BdiDittkreise der Symmetrieebenen p und d, die punklirten dagegen die 
Sdmittkrcise der zu den 3-ziihligen Symmetrieaxcn senkrechten Ebenen 
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""Ner Kugel. Dass die letzteren Ebenen nicht Symmetrieebenen sind, 

I^^ntman deutlich aus dem Anblick von Fig. 141. 
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Die gegenseitige Lage der Symmetrieaxen und Symmelrieebenen er 
giebt sich aus dem folgenden Schema (vgl. Fig. 10 auf S. 4 4): 










€* = 



*6 -^ 






dl] 

d2] 

d3] 

d4] 



[p2, d5] 
[p3, d6] 

(JO: 

dl: 
(J2: 

(J3: 



Fig. 442. 

dl = {7t\ £l, CJO, cJl} 

d2 = {^2^ e2^ ^0^ <J2} 

d3 = {7r3, «3^ ^0^ (J3} 

d4 = {^rl, fiS ^2^ (J3} 

d> = {7r2, fi5^ cJ3, cJI} 

d6 = {tT», fiß, d\ CJ2} 
= [dl, c/2, d3] 

= [dS d5, de' 

= [d2, d6, d*' 

= [d3, dS d&] 
§3. 



Die 13 Symmetrieaxen erzeugen 48 gleiche 3-kantige Ecken. Je^^ 
derselben wird von einer 4-zähligen Symmetrieaxe tt, einer 3-zähligeD o 
und einer 2-zähligen £ gebildet und demgemäss von einer Symmetrieebene p 
und zwei Symmetrieebenen d umschlossen. Die Winkel der Ecke nnitd^o 

Kanten : 

Tri = [100], g3 = [ii0], d^ = [\\i] 

und den Ebenen : 

d3 = {£3, (JO) = iTO, dl = {(JO, Tri} = OIT, p3 = {^1^ ^3} = 001 
sind in der folgenden Tabelle enthalten : 



A 
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cos (tt^ e^] = V J , 
cos (e^ 5") = V| , 
cos (d^7T^) = y\, 
cos(d3di) = _^, 

cos(dip3) = — Vf, 
cos (p^d^) = , 



(tt» fi3) = 450 

(fc^M") =35« 15' 51,81" 
(tfo^i) = 540 44' 8,19" 

(d3di) = 1200 
(di/}3) =1350 



sin2(7ri63jo)=: 



(p3(/3) = 900 

Eine 4-zahlige Symmetrieaxe schliesst also mit den benachbarten 
3-zähligen Symmetrieaxen Winkel von 540 44' 8,19", eine 3-zählige mit 
den benachbarten 2-zähligen Symmetrieaxen Winkel von 350 15' 51,81" ein. 
Das Quadrat des Sinus einer der in Rede stehenden Ecken ist : 

1 vfn 

v\ Vi 1 

Eine Ebene, welche die 13 Symmetrieaxen schneidet, durchsetzt im 
Allgemeinen und höchstens 33 von den 48, durch die Symmetrieaxen be- 
stimmten Ecken. 

§4. 

Dadurch die 13 Symmetrieaxen 48 gleichwerthige Winkelräume ge- 
bildet werden, so folgt, dass zu einer Flache mit den Indices äA/, A> A"> /, 
deren Normale in den von den Axen Tt^e^d^ bestimmten Winkelraum fällt, 
i7 andere gleiche Flächen gehören. Daher besitzt die allgemeinste holoe- 
drische Form des regulären Systems 48 Flächen. Sie wird Hexakis- 
ol^laeder genannt und führt das Symbol [hkl]^ Die Symbole ihrer 
Flächen sind in dem folgenden Schema, nach Oktanten geordnet, enthalten : 

vorn rechts oben 
hinten rechts oben 
vorn links oben 
hinten links oben 

vom rechts unten 
hinten rechts unten 
vom links unten 
hinten links unten 

Die Flächen eines Hexakisoktaöders sind paarweise einander parallel 



hkl, 


khl, 


Ihk, 


Ikh, 


klh, 


hlk 


hkl, 


khl, 


Ihk, 


Ikh, 


klh, 


hlk 


hkl, 


, khl, 


, Ihk, 


Ikh, 


k ih , 


hlk 


h~kl, 


khl, 


ihk, 


Ikh, 


klh. 


hlk 


hkl 


, khl 


, Ihk, 


Ikh, 


klh, 


hlk 


hkl. 


, khl 


, Ihk, 


Ikh, 


iclh. 

* 


hlk 


hkl, 


, khl 


, Ihk, 


Ikh, 


klh. 


hlic 


hkl 


, kh'l 


, Ihk, 


Ikh, 


klh. 


hlk 



^d, da sie gleichen Abstand 



von dem Centrum der Sym- 



yhh + kk-\- II 

°*elrie besitzen, einer Kugel mit einem Halbmesser gleich diesem Abstand 
«löschrieben. 

Ein Hexakisoktaöder ist von 48 ungleichseitigen Dreiseiten begrenzt 
l^'^ig. U3, S. 228) . Die 72 Kanten einer solchen Form sind von dreierlei Art : 



\t>* 
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34 Kanten a liegen in den Symmetrieebenen d zwischen je einer i-zählig 
und einer S-züblij^en Symmetrieüxe ; 2i Kanten ß liegen in den Symmetr 



ebenen p zwischen je < 



i-zahligen und einer ä-ziJhligen Symmetri 
axe; 24 Kanten y liegen in den Symmetr 
ebenen d zwischen je einer 3-zahligeD u 
einer ä-zübligen Symmetrieaxe*]. 

Die 26 Eckpunkte siod von dreierlei Ai 
sechs 4 + 4-kaniige Eckpunkte liegen an d 
4-zahligen, acht 3 4- 3'kantige an den 3-zä 
ligen und zwölf 2 + 2-kaatige an den 8-za 

i Symmetrieaxen. 

Die Symbole zweier FISchen, welche d 
an einer Kante a gelegenen Flächenwinkel 
einschliessen , haben den Index k gemein u 
die Indices k und / beziehungsweise in die; 
'^' * ^' und der umgekehrten Reihenfolge (siehe F: 

144). Daher ist: 

, , hk-^ikl 

Die Symbole zweier Flächen , welche den an einer Kante ß gelegenei 
Flächenwinkel {ßj einschliessen, haben die Indices k und k gemein. Di' 
Indices l der beiden Flüchen haben entgegengesetzte Vorzeichen. Daberisl 





s(^) = 



hh + kk~U 
- hh + kk + lt 



Die Symbole zweier Flachen , welche den »i 
einer Kaute y gelegenen Flachenwinkel (;-) eilt 
schliessen, haben den Index / gemein unddi' 
Indices h und k beziehungsweise in diesei 
und der umgekehrten Reiheofolge. Daher isl 

ikk + u 

'^^'^y^- kh + kk + ii 

Wendet man die in § 4, Kap. 18 ange- 
gebene Relation auf die Axen 7t*, e*, J*, ^ 
Axenebenen d^, d', p^ und die Normale der Flache kkl an, so erhalt bb" 
die zwischen den PlSchenwinkeln [a], [ß], {y) des Hexakisoktaeders (A^'l 
bestehende Relation**] : 



") Die Kanten a, ß, y werden 
Miller mit G, D, f bezeichnet. 

") J. H. T. Müller. Ergänzungen 
Proeramm. Wiesbaden (ohne Jahreszahl). - 



Naumann mit ^, B, C, von G. Hose«" 



;«r Kryslallometrie des regulären Sisl«**- 
-Th.L. Zeitschr.f. Krystallogr. )88tt,*,«'- 
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\ = 4 sin2 



(«) 



iß) 



(y) 



g +3sin2Y + 2sin»^' + 



4 y^ sin ~ sin 



(y) 

2 



, £ • (y) • («) , z i/s- . (a) . (/^) 
+ 4 sin -^- sm V- + '^ V 2 sin ^ sm ~ 



(32i) 

(431) 

(531) 

(421) 
(11 . 5.3) 
(10 .4.3) 

(731) 

Symbol : 

s (321) 
u (431) 
t (531) 
n (421) 
V (11.5. 
ti; (10 . 4 < 
r (731) 
X (21 .7 • 
2 (821) 
y (15.3. 
q (25 * 6 
(10 -6 . 
(751) 



2 "■" 2 

am Granat, 

- Granat, Amalgam 

- Magneteisen 

- Flussspath 

- Flussspath 

- Flussspath 

- Flussspath 

(«) 
21047' 12,39" 

32 12 15,19 

27 39 37,57 

17 45 10 

13 2 41,63 

7 15 8,08 

21 13 8,64 

7 8 44,4 

9 45 59,45 

4) 38 39 55,48 

2) 12 35 38,08 

1) 35 9 46,38 

38 7 41,82 



(21 . 7 . 

(821) 
(15.3 . 
(25 • 6 . 
(10 -6 * 

(751) 



3) 
3) 

5) 



iß) 
310—' 9,45" 

22 37 11,48 
19 27 46,62 
25 12 31,51 
27 53 13,51 
31 7 46,46 
14 57 39,64 
25 %7 22,97 
13 49 49,53 

7 28 49,64 

8 53 46,36 

9 48 7,77 
13 45 41,63 



5) am Magneteisen 

- Bleiglanz 

1) - Flussspath 

2) - Flussspath 
1) - Gold 

- Silber 

ir) 

21047' 12,39" 
15 56 32,5 
19 27 46,62 
35 57 2,04 
39 50 54,4 
44 36 7,64 
43 12 46,7 
51 43 34,98 

61 25 41,24 
67 47 2,99 

62 53 38,18 
27 58 3,84 
18 47 49,01 



§5. 



Die 48 Flächen eines Hexakisoktaeders repräsentiren 24 verschiedene 
henrichtungen. Unter den 23 Flächenwinkeln, welche eine dieser 
henrichtungen mit den übrigen einschliesst, sind nach einem, in § 1 
iftihrten Satze nur 16 von einander verschiedene Winkel vorhanden, 
die folgende Zusammenstellung der Werthe für die Cosinus dieser 
kel lehrt. 

Der Kürze wegen enthält die Tabelle nur die Zähler der Cosinus, deren 
einsamer Nenner hh -\- kk -{' II ist. 

ikel: Zähler des Cos.: ^ Winkel: Zähler des Cos.: Winkel: Zähler des Cos.: 

'hkl ---hh + kk + ll hkthkl hh—kk+ll hkl'hkl hh+kk — ll 



hh 



hlk^ 

'hlk] 

'hlk hh + ^kl 

'hlk —hh + %kl 

'lhk\ 

.^-J_i/ + /A + U^ 

'hI) kl + lh + hk 



h\ 
hf 



kk 



hktlkh^ 

hklUkhi 

hktlkh kk + %lh 

hkl'lkh —kk + ^lh 

hkl"lhk\^ , ,, 

hktklhr-^^-^^^ 



hl\ 
hl] 



II 



hkl^khl 

hkl'k 

hktkhl // + 2ÄA 

hkl'khl —ll + ihk 

hklKlh 

hktlhk 



\kl-\^lh—hk 
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§6. 

Die Kanten a, ß, y, welche die Flache {hkl} des iiexakisoktaäders 
{hkl), h'^ k"^ l, begrenzen, haben folgende Symbole : 

a= [hkl, hlk] = [k + l - h - h] 

ß= [hkl, hkl] = [khO] 

y = [hkl, khl] = [i'i -h + k] 
Demnach ist : 

— hl + kl 



cos{ßy) = 



cos [ya) = 



V{hh + kk) {{h + k)(h + k) + ilf} 

hl — h(h ^k)—l{k + l) 



cos (aß) = 



V{{h + k) {h + ki + 2Z/}{2ÄÄ + (k + l)[k + /)} 
— hh — k{k + l) 



und 



V{%hh+ [k + /) [k + /)} (AÄ + kk) 



' m \ //._i_z^ 1/ h h + kk + ll 



sin(ya) = (Ä +* + 



-1/ ÄÄ + ftÄ + ZZ 

r i 



{{h + k){h+k) + %ll}{ihh+{k + l)(k + l)} 
sin («/?) 



— äT/ hh + kk + ll 



{2ÄÄ + (/^' + /)(* + ')} (ÄÄ H- Afc) 
Folglich verhalten sich die Kantenlängen : 

a : ß : y = sin [ßy) : sin [ya] : sin [aß) = 
(Ä + k] yThh+[k + l)[k + J): [h + k + l) yKT+Tk 

: hV[h + k)[h + k)+%ll 

Ein Hexakisokta(^der besitzt S6 Ecken, nämlich 6 achtflachige, an den 
4-zähligen Symmetrieaxen gelegene, mit den Flachenwinkeln (a), [ß) und 
den Kantenwinkeln [a'^ß] — 8 sechsflächige, an den 3-zahligen Symmetrie- 
axen gelegene, mit den Flächenwinkeln [y], [a) und den Kantenwinkeln 
[y'^a] — <2 vierflächige, an den 2-zähligen Symmetrieaxen gelegene, mil 
den Flächenwinkeln [ß], [y] und den Kantenwinkeln [ß^y). 

Nur die abwechselnden Kanten dieser Ecken sind gleichwerthig und 
im Allgemeinen sind auch nur die abwechselnden, an diesen Kanten ge- 
legenen Flächenwinkel einander gleich. Es ist leicht zu sehen, dassnur 
die auf einander folgenden Flächenwinkel [a] und [y] der sechsflächigen 
Ecken möglicherweise unter einander gleich sein können. Dieser Fall iriU 
immer dann ein, wenn: 

hh + 2kl 2hk + ll 

^0« i«) = ^Ä +-aq:i / = hh+JF+Ti = '^' ^^^ 



§8—15. Volinachige For 




also : 

Das allgemeine Symbol der hierher gc- 
berigeo HexakisoktaSder , welche nach C. 
Fr. Naumann isogonale Hexakis- 
oklaSder genannt werden, ist demnach: 



Schneidet man die an einer 3-zühligcn 
Symmetrieaie einer solchen Form gelegene 
sechsflächige Ecke mit einer zu dieser Axo f'S- '*5. 

normal stehenden Ebene (Oktaederflüche), 

so ist die Scbnitlfigur ein regelmässiges Sechsseit (s. die Combinalion von 
[n\] und (*H) in Fig. U5). 

Die am häufigsten in der Natur vorkommenden isogonalen Hexakis- 
otlaeder sind (3S1j und (531). Ersteres wird am Granat, letzteres am 
Magneteisen nicht selten beobachtet. Ueber eine Grenzform dieser Hexa- 
kisotlaeder s. S. 235, 

§8. 

Die in den gewöhnlichen Symmetrieebenen gelegenen längsten Kanten o: 
eiDesHexakisoklaeders können zu je sechseinanilerparallel, oder wie hieraus 
folgt, parallel zu den 
3-iähligen Symmetrie- 
aien sein. Die hier- 
tergehörigen Hexakis- 
ottafider wrerden 

parallelkantige ,„ y«^^ ,^^ ,,-. ,, 

Heiakisoktaeder \ /AV^X^^" /^ W/ 
oderTetrakisdode- 
kaeder genannt, da 



Fig. U7. 




" mit den Kanten des 
eingeschriebenen Do- 
'ietaeders zusammen- 
rollen und ihre vierkantigen Ecken sich tlber den Dodeka äderflächen als 
Vierseitige Pyramiden erheben. Wenn z. B. die Kanten : 

[hki_, kik] = [k + l, h, k] 

[klh, lkk] = [k,h, k + C] 

einander parallel gehen sollen , so muss h ^ k -\- l oder k =h — / sein. 

I^ninach ist das allgemeine Symbol der in Rede stehenden Hexakisoklaeder : 

(h, h — l,l] 
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Die am Granat beobachteten Hexakisoktaäder (32<), (431) sind paral- 
lelkantig. Das Hexakisoktadder (321) ist gleichzeitig isogonal und parallel- 
kantig. Die Grenzformen, zwischen denen die Flächen der Tetrakisdodeka- 
öder liegen, sind das Dodekaeder (110) und das Ikositetraöder (211) (s.Fig. 
146 und 147, Seite 231). 

§9. 

Sind zwei der Indiees hkl einander gleich, wobei entweder / = /c oder 
k = h sein kann, oder ist einer von ihnen gleich Null, so reducirt sich die 
Anzahl der Flächen auf 24, und es entstehen die Ikositetraöder [hkk), 
Triakisoktaöder [hhl], Tetrakishexaöder [hkO). 

Sind zwei der Indiees einander gleich und der 'dritte gleich Null, so 
erhält man 12 Flächen, welche das Dodekaöder (110) bilden. 

Sind alle drei Indiees einander gleich, so resultiren die 8 Flächen des 
Oktaeders (111). 

Sind zwei der Indiees gleich Null, so erhält man die 6 Flächen des 
Hexaeders (100). 

Die drei letzteren Formen sind einzig in ihrer Art. 

Die Gesammlheit der einfachen vollflächigen Formen des regulären ^ 
Systems bildet einen Krystallformencomplex und dieser ist derselbe für 
alle in der vollflächigen Abtheilung des regulären Systems krystallisirende 
Substanzen. 

§10. 

Ikositetraöder [hkk], h'^ k, wird umschlossen von 24 Flächen, 
welche zu je 4 auf den Symmetrieebenen d senkrecht stehen und sich in 
48 Kanten schneiden. Von den letzteren liegen 24, entsprechend den Kan- 
ten ß eines Hexakisoktaöders , in den Symmetrieebenen p und 24, ent- 
sprechend den Kanten y einer solchen Form, in den Syrametrieebenen d. 
Die Kanten bilden 26 Ecken : 6 vierkantige an den 4-zähligen , 8 drei- 
kantige an den 3-zähligen und 12 2+2-kantige an den 2-zähligen Sym- 
metrieaxen. Die Ikositetraöder besitzen also dreierlei Ecken, wie die 
Hexakisoktaöder, aber nur zweierlei Kanten wie alle von 24 Flächen um- 
schlossenen Formen des regulären Systems. Die 24 begrenzenden Polygone 
sind Deltoide. Für die Cosinus der Flächenwinkel erhält man: 

cos (ß) = 



Cos (y) = 



hh -f- ^kk 
'ihk + kk 



hh + ^kk 
Aus der Formel auf Seite 229 ergiebt sich die Relation : 

3sin2 ^ + 2 sin2 (|1 + 4 ^f sin ^ sin ^^ = 1 
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Die Winkel [ß] und {y] kOnneo niemals einander gleich sein, denn 
sonst würde AA — ikk — kk ^0 oder: 



also irrational werden. 



Symbol: 


(iäl 


Ij-) 


((SS) 

(!sa) 


6105S'8»,08" 
5S 3 3,4 


ISOSS'SO" 1 BlHolflcz 


(an] 


(B 11 il,88 


33 33 36,35 Granat, Anaicira 


[88 S) 


88 H (1,06 


tB 57 47,01 Flussspalh 


13H) 


SB S (8,Bt 


SO 38 48,73 Silber, Gold etc. 


(7ii) 


80 43 3S,08 




(*") 


il 15 B7,7 


60 — — 


(5H) 


is n 30 


65 ST 38,55 


IfiH) 


IS 40 13,17 


SO 59 41,31 \ Bleiglanz. 


HB.a.j 


IS 8 17,31 


74 3 35.81 


(la-i-i 


9 39 (0 


SO S 35,77 



■ Ikositetraöder (2H) und 




Bemerkenswenh sind dio Eigenschaflen de 
■ [311) (s. Fig. U8 und 
U9), Ersteres ist da- 
durch ausgezeichnet, 
da» die seine Deltoide 
symmetrisch th eil enden 
FlScbendiagonalen mit 
den Kanten des einge- 
schriebenen Dodeka- 
eders zusammenfallen. 
Daher stumpfen die 
Pl^en dieses Ikosite- 
Iraeders die Dodeka- 
iderkanten gerade ab 

(s, Fig. 450). Letzteres hat die Eigenschaft, dass 
seine Flachenwinkel '{y) so gross sind wie die 
von je zwei, in einer vierkantigen Ecke einan- 
der gegenüberliegenden Flachen gebildeten 
Winkel, nämlich 50<* 28' 44", wie aus folgenden 
Formeln hervorgeht: 

cos iy) = 

cos(3Tr3a)=-g-j-^j 

Vergleicht man diejenigen Kantenwinkel von 
{2<1) und (3H), welche in einer Symmetrieebene p liegen, soergiebt sich, 
dass die in einer Ebene p gelegenen, von Kanten ß gebildeten symme- 



= 0,636363 . 
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trischea Achlseilo der beiden Ikosilßti'aüder dieselben Winkel besiUeo und 
sich nur durch ihre Lage von einander unterscheiden in so fern , als bei 
(211) der grössere Kanlenwinkel da liegt, wo sich bei [3H] der kleinere 
befindet und umgekehrt. Zum Beweise dieses Salzes berechnen wir die 
an einer 4-zahligen Symmetrieaxe von gegenüberliegenden Kanten ß ge- 
bildeten Winkel: 

[211, 21T] = [T20], [2T1, 2TT] = [1201 
-1+4. 



cos (120*120) = 

(an, 31T]--[T30], 

cos(T30''l30) = ' 



= * 



Folglich : 



1 -F4- 

[3T1, 3TT] = [l3a] 
- 1 -f- 9 
1 +'9 ^ 



-^ 



is(T30'l30)=sin(T20N20) 
d. h. die beiden Kantenwinkel (T20*120) und (TSO'fSO] haben die Eigen- 
schaft, welche zwei aufeinander folgende Aussen winkel eines symmetrischen 
Achtseits besitzen, sich zu 90" zu erganzen. Es ist: 

(T20*120)= 53« 7' 48" 
(T30'130)=36 ü2 12 

§11. 
Triakisoktaeder [hhl], h'>l, wird umschlossen von 24 Flächen, 
welche zu je vier auf den Symmetrteebenen d senkrecht stehen und sich ia 
36 Kanten schneiden. 12 Kanten ß liegen zu je 
vier in den Symmetrieebenen p und gehen paral- 
lel zu den S-zähligen Symmelrieasen ; 24 Kanleo. 
a liegen zu je vier in den Symmetrieebenen li- 
Diese Kanten bilden 1 4 Ecken : sechs i ~|- 4-kanlige 
an den 4-zahligen und acht 3-kantige an denS- 
ziJhligen Symmetrieaxen. Die S-zähligen Sym- 
metrieasen verbinden die Mitten gegenüberlie- \ 
gender Kanten ß. Die 24 begrenzenden Polygone 
sind gleichschenklige Dreiseite (s. Fig. 151). 
hh + ihl 




*(«) = 



^hh + ll 
2kk — ll 



Die Winkel [a] und {ß) können einander nicht gleich sein, da die hier- 
für geltende Bedingung : 



f 



iS. V 



135 



auf irrälionale Indioes fiihrt 



SMübol: c 

3S3 il 13 S.C4 
,2il 27 4$ S7,34 
'331 37 31 49.f9 



7=' = »- 

S«*i«' 43.73* GrMftI 

4S SS 4«,» MagMietseo 

3t S« 32,Si BleicJtoBi, Rothkaplmm 

2€ 31 3l.3i BleigUBZ, ^ll5Ss^patll. 






2iF! 

und Sit: 
liefen 2:1 
ehenpq 

ieebecr: 
e aß -r- 

eo P3.':v-1 
. <5( 



ja fr 




\ 



0MI 



\ 



§12. 

Tetraklshexa^der hkO . A>>ir. wird umschlosseD voo 24 FlädieD, 
welche zu je 8 auf den SymmetrieebeDen p senkrecht stehen und den I- 
zähligen Symmetrieaxen parallel gehen. Von den 
36 Kanten gehen 1 2 Kanten y zu je vier den 4-zahli- 
gen Symmetrieaxen parallel. Die fibrigen Kanten 
a liegen zu je vier mit zwei Kanten y in einer 
Symmetrieebene (/. Die Kanten stossen in 14 
Ecken zusanunen: in sechs 4-kantisen an den 
i-zähligen Symmetrieaxen und acht 3 + 3-kan' 
tigen an den 3-zähligen Symmetrieaxen. Die 2- 
zähligen Symmetrieaxen verbinden die Mitten 
gegenüberliegender Kanten /. Die begrenzenden 
Polygone sind gleichschenklige Dreiseite (siehe 
Fig.<52). 

hh 




Flg. I5i. 



4 sin' -^ 

Symbol : {«) 

(320) 460 n' 13" 

(240) 36 53 11,65 

(520) 30 97 1,43 

(340) 25 50 30,98 

(440) 19 44 59,73 

(540) 15 56 32,5 



a 



COS a 



cos yj = 



y) 



hh + kk 

ihk 
hh+kk 



+ 2 sin' ^ + * sin 



r. 






sm 



7) 



= \ 



990 37' II ^59^ Granat 

36 52 11 ,65 Granat, Kupfer, Gold, Silber, Flussspath 

46 33 49,86 Kupfer, Silber, Flussspath 

33 7 48,36 Amalgam, Flussspath 

61 55 39,04 Silber 

67 32 48,48 Rothkupfererz. 



Es ist nur dann Winkel [a] = (/), wenn ä = 2A-. Demnach ist (210] 
^^s einzige TetrakishexaMer, welches gleiche Flächenwinkel besitzt. Die 
^^hnitlfigur der Normalebene einer dreizähligen Symmetrieaxe (Okta^er- 
^^che) mit den Flächen einer an dieser Axe liegenden 3 + 3-flächigen 
^^ke dieser Form ist demzufolge ein regelmässiges Sechsseit. (240) ist also 
^lUe Grenzform der isogonalen Hexakisoktaäder (s. S. 231). 
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§13. 

Dodekaöder (110) — (Fig. 153), wird umschlossen von den zwölf 
Flächen : 

110, 101, 011, 110, 101, OlT 
TTO, TOT, OTT, TlO, lOT, OTl 

welche den sechs Symmetrieebenen d^ , . , ,d^ parallel gehen und sich in 
24 Kanten a schneiden. Die letzteren laufen zu je sechs den 3-zähligen 

Symmetrieaxen parallel und Uegen zu je vier in 
einer Symmetrieebene d. Das Dodekaöder liefert 
also vier Kantenrichtungen. Die 24 Kanten des- 
selben bilden zu je vier einen Rhombus und 
stossen in 6 vierkantigen und 8 dreikantigen 
Ecken zusammen. Es verbinden die 4-zähligen 
Symmetrieaxen gegentlberliegende vierkantige, 
die 3-zähligen Symmetrieaxen gegenüberliegende 
dreikantige Ecken, die 2-zähligen Symmetrieaxen 
die Mitten gegenüberliegender Flächen, auf denen 
sie senkrecht stehen. 

Flächenwinkel [a] = 60» 




Flg. 153. 



cos(a)=-^, tan ^ 

Die Normalebene einer 3-zähligen Symmetrieaxe schneidet das Dode- 
kaeder in einem regelmässigen Sechsseit. 

Hexaeder (100) — (Fig. 1 54) , wird umschlossen von den sechs Flächen : 

100, 010, 001, TOO, OTO, OOT 

welche den drei Symmetrieebenen p^, p^, p^ parallel gehen und sich in 12 

Kanten schneiden. Die letzteren gehen zu je \iev 
einer 4-z^hligen Symmetrieaxe parallel und stos- 
sen in 8 dreikantigen Ecken zusammen. Es ver- 
binden die 4-zähligen Symmetrieaxen die Mittel^ 
gegenüberliegender Flächen, die 3-zähligen Sytti" 
metrieaxen gegenüberliegende Ecken , die 2-zäl^'' 
ligen Symmetrieaxen die Mitten gegenüberliegen" 
der Kanten (s. Fig. 139). . 

Flächenwinkel (y) = 90« 

Die Kantenlängen, Flächendiagonalen xxt^^ 
Verbindungslinien gegenüberliegender Ecken verhalten sich wie : 

1:1/2:1/3 = 1: 1,41421: 1,73205 

Oktaeder (111) — die sogenannte Grundform des regulär^^ 
Systems (Fig. 155), wird umschlossen von den acht Flächen: 

. 11^1^, Tii^, iTi^, m 

TTT, ITT, TIT, TTl 




Fig. -154. 
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deren zwölf EanteD zu je dreien gleichseitige Dreiecke bilden und in sechs 
vierkanligen Ecken zusammenstossen . Die 4-z:ihligen Symmetrieaxen ver- 
binden gegenüberliegende Ecken; die 3-zühligen SymmetrieaxeQ stehen 
normal auf gegenüberliegenden Fluchen und verbinden die Mittelpunkte 




Fig. ISS. 



Fig. )S8. 



derselben; die S-zahligen Symmelrieaxen gehen den Kanten des Oktaeders 
parallel und verbinden die Mitten gegenüberliegender Konten (s. Fig. 156]. 
Flüchenwinkel {ß)=70'>3\' 43,6". 

cos(^)=f tan^^^VJ 

trOktaederfläche und einer anliegenden Hexaeder- 



Winkel zwischen e 

fläche = 54» 44' 8,2". 



cos(Hl'lOO) = 



= \ V^ 



Winkel zwischen einer Oktaäderflüche und einer anliegenden Do- 
«iekaederflache = 35» 15' 51,8". 



s(1H'l10) = 



^V| 



" V3 - Vä ' 

Wird die Axeneinheit gleich der Längeneinheil gesetzt, so ist die : 
Rantenlflnge des Oktaeders = Vi 

1 
Eantennormale des Oktaeders ^ ^ V2 ^ — __ q 70740 



FläcbennormHle desOktaeders ^ ^y3 - 



Vi- 

_4_ 

"V3 



= 0,57736 



Einer Oklaederflache ist die auf ihr seniirecbt siehende 3-zahlige 
Symmelrieaxe in Bezug auf die von den Axen gebildete Ecke Iiarmonisch 
■■BMixlnel. 
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Die in § 1 3 genannten drei Formen, Dodekaeder, Hexaeder uod Oktaeder, 
sind einzig in ibrer Art. Der ZusammeDhang ihrer Flachen und Kanten mit 
den Ebenen und Axen der Symmetrie wird durch die stereograpbischen 





Projectionen ihrer Polfiguren [Fig. 158 — 460) veranschaulicht, mit denen man 
Fig. 157 vergleichen möge. 

Die Flächen des Hexaeders sind parallel den Symmetrieebenen p. 




Fig. (80. 



Die Flachen des Dodekaeders sind parallel den Symmetrieebenen d. 
Die Kanten des Hexaeders sind parallel den i-zähligen SymmelrieaxeD- 
DieKanten des Dodekaeders sind parallel den 3-ziJbligeDSymmetrieaieD. 
Die Kanten des Oktaeders sind parallel den 2-zahligen Symmetrieaxen. 
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Zwischen Oktaeder und Dodekaeder besteht die Beziehung, dass die 
Flächen der einen Form auf den Kanten der anderen senkrecht stehen. 





Fig. 461. 



Fig. 462. 



Die Flächen des Dodekaeders stumpfen die Hexaederkanten und die 
OktaSderkanten gerade ab (Fig. 164, 162]. Die Flächen des Oktaeders 





Fig. 463. 



Fig. 464. 



Stumpfen die Hexaederecken und die dreiflächigen Dodekaederecken gerade 
^MPig- 163, 164). Die Flächen des Hexaeders stumpfen die Oktaeder- 
ecken und die vierflächigen 
Dodekaederecken gerade ab 
(Fig. 165, 166). 

Die Gombination aller 
drei Formen (Fig. 157) kommt 
häufig vor; z. B. am Gold von 
^ebeschka bei Beresowsk im 
^ral, aus Brasilien ; am Fluss- 
^palh von der Grube An- 
dreaskreuz zu Andreasberg, 
^^s dem Granit der Fuchs- 
^erge westlich Striegau in Schlesien, von der Scheelitlagerstätte am Kies- 
^crge im Riesengrunde bei Gross-Aupa in Böhmen u. v. a. O.; am Blei- 





Fig. 465. 



Fig. 466. 
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glänz von Harzgerode; am Granat u.s. v 
Flächen der Combination sind : 



Die Winkel zwischen antiegeodea 



Ht 110 

100 54" 44' 8,2" 45» 
110 35« 15' 53" — 




Wir betrachten noch einige der wichtigsten Combinationen der 
volIQächigen Formen des regulüreu Sysleros*). 

Hexaeder (100). 
Die Ecken werden er- 
setzt durch die sechs- 
flächigen Ecken der 
Hexakisoktaeder [hkl]. 
Figur 167 (100) (421) 
Flussspath vom Mün- 
sterthal in Baden, 

Die Ecken werden 
ersetzt durch die drei- 
flächigen Ecken der 
IkositetraSder (AAA). Die Flüchen der letzteren sind auf den HexaSderflachen 
gerade aufgesetzt. Die Hexafiderflachen erscheinen als gerade Ab- 
stumpfungen der an den 4-zähligen Synimetriea:£en gelegenen Ecken der 
Ikositelraeder. Fig. 168 (dOO) (2H] Analeim vom Fassathale in Tyrol und 
von den Cyclopen-lnseln bei Catania. Die Combination (100] (311) tritt aru 

Flussspath von Gersdorf 
bei Freiberg auf. 

Die Ecken werden 
ersetzt durch die drei- 
flächigen Ecken der 
Triakisoktaeder [khl]. 
Die Flachen der htite- 
ren sind auf den Heta- 
ederkanten gerade auf- 
gesetzt. Fig. 169(100) 
[221) Bleiglanz von 
Andreasberg im Harz und Wittichen im Scbwarzwald. 

Die Kanten werden zugestumpft durch die Flachen der TetrakishesaSder 
(kkO). Fig. no (100) (200) Flussspath von Aiston Moor in Cumberland 
und Zinnwald in Böhmen. 




Flg. 170. 



•) Eine volisländige Discussion derselben s. b. N a 
angew. Krysl. I, 178/. 
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Oktaeder (111). Die EckeD werden ersetzt durch die achtflächigen 
Ecken der Hexakisoklaeder (hkl]. Fig. 171 (111) (321). 

Die Ecken werden ersetzt durch die, an den i-zäbligen Symmetrieaxen 
gelegenen vierflaofaigen Ecken der Ikosiletra^der {hkk). Die Flachen der 
letzteren sind auf den Oktaederflachen gerade aufgesetzt. Fig. 17S (111) 




Fig. (71. 




(Sil) Botbkupfererz von Gumi^schewsk. Die Combinalion (111) (311) tiitt 
am Nagneteisen von Traversella, Pleonast vom Albaner Gebirge, Gold von 
VarlJschpalak, Silber von Kongsberg auf. 

Die Kanten werden zugestumpft durch die Flachen der TriakisoklaSder 
(U[). Fig. 173 (111) (331) Flussspalh von Kongsberg. Die Combination 





Fig 171 Fig. 174. 

("ij (iif) tritt am Flussspath aus dem Granit der Fucbsberge westlich von 
Slriegau auf. 

Die Ecken werden ersetzt durch die vierfläcbigen Ecken der Telrakis- 
''«laeder (hkO). Die Flachen der letzteren sind auf den Oktaöderkanlen 
gerade aufgesetzt. Fig. 17i (111) (310) Flussspath von Altenberg in Sachsen. 

Dodekaeder (110). Die vierflachigen Ecken werden ersetzt durch 
die Bcbtflacbigen Ecken der Hexakisoklaäder [kkl], bei denen h'^k-\~t ist. 
fig. 175, S. 248 (110) (531). 

Die dreiflächigen Ecken werden ersetzt durch die sechsflächigen Ecken 

LiabiBCb, GesBatr. Kriitullogt. iS 
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der Hexakisoktaeder {hkl), bei denen A < A + Hst. Fig. ^^^ (110 
(543). 

Die KanteD werden zugestumpft durch die Flachen der Hexakisoklaede 
{kk[}, bei denen k ^ k ■+■ l ist, d. h. durch die Flüchen der parallel. 
kaotigenHexakisoktaederoderTetrakisdodekaederFig. 176. (110) {3S1)selH 
häufig am Granat. 

Die vierflachigen Ecken werden ersetzt durch die, an den i-zähligea 




Fig. <7B. 



Fig. I7S. 



Flg. ai. 



Symmetdeaxen gelegenen vierflächigen Ecken der Ikositetraeder {kküf, 
bei denen h'^^k ist. Die Ikositetraederäächen sind auf den Dodekaeder- 
kanten gerade aufgesetzt. Fig. 17S (IIQ) (311) am Flussspath von Bavena; 
mit (111) am Magneteisen aus dem Albaner Gebirge. 

Die dreiflächigen Ecken werden ersetzt durch die dreiflächigen Eck« 
der Ikositelraeder (hkk), bei denen ik '^ h"^ k ist. Die IkositetraedsT' 
flächen sind auf den Dodekasderkanten gerade aufgesetzt. Fig. 180 (111) 
(322). 

Die Dodekaederkanten werden gerade abgestumpft durch die Flachen 




des Ikositetraijders (211), bei welchem A = 2 A ist. Fig. 179 sehr häufig"" 
Granat, z. B. von Ala in Piemont, Pitkärauda bei Sordawala in Finlii>^ 
Magnet Cove in Arkansas, Slatoust im Ural, Grube Andreasort zu Aninü^ 
berg, am Melanit von Frascali bei ßom, Grossular vom Wilni q. s. w. 
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Die dreiäacbigen Eckeo werdsD ersetxt durch die dreiflitchigeD Eckeo 
der Triaklsoktaedef (AA/). Die Flächen der letzteren sind auf den Do- 
dekafiderflScheit gerade aufgesetzt. Fig. 481 (110) (331) zusammen mit (111) 
am Bothkupfererz von 
Gom^schewsk, Die 
CombiQatioD(110)(221) 
(ritt an dem bell grün- 
gelben G-ranat vom Zil- 
Isrlhal auf. 

Die vierflächigen 
Eden werden ersetzt 
durch die vierflachigen 
Ecken der Tetrakis- 
iieiaeder (AAO). Die 
Flüchen der letzteren 
siad auf den Dodekaederflachen gerade aufgesetzt. Fig. 18S (110] (310] am 
Granat von Dognaczca. (110} (5S0) am Kupfer von Bogoslowsk und am 
grllnen Flussspatb aus 

" (110) (310) ^^^^ 




AlstoDMoor, {111] (510j 
n Rotbkupfererz von 




Ikosi tetraSder 
(iH]. Diedreiaachigen 
Kden werden gerade 
abgestumpft durch die 
Flachen des Oktaeders. 
%183(211) (111]. 

Die vierflachigen Ecken werden gerade abgestumpft durch die Flachen 
lies Hexaeders. Fig. 184 (211] (100) Anaicim vom FassatbaL 



Fig. ist. 




Die 2 -i~ 2-kantigen Ecken werden gerade abgestumpft durch die 
Clüehen des Dodekaeders. Fig. 1 79 auf S. 242. 
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Die in den dreikantigen Ecken zusammensiossenden Kante 
gerade abgestumpft durch die Flächen des Triakisokta^ders (332). 
S. 243 (24 4) (322). Fig. 186, S. 243 (241) (332) (110) am Granat v 

Die in den vierkantigen Ecken zusammenstossenden Kante 
gerade abgestumpft durch die Flächen desTetrakishexa^ders (210) 
S. 243 (211) (210) (110). 

Andere Combinationen s. in § 30. 

Die folgende Tabelle enthält die Winkel, welche die Flä< 
A > Ä: > Z, der wichtigsten bisher beobachteten Formen mit den 
positiven Oktanten gelegenen Flächen des Hexaeder?, Oktae 
Dodekaeders einschliessen. Die Winkel wurden berechnet 
Cosinussen, deren Werthe sich aus der Formel (1), S. 223, ergeb 

100 010 001 111 011 101 11( 

h k l h+k + l k + l h + l h + 



hkl 
worin : 

gesetzt ist. 



H H H y3 H V2'H Vi'H Vi' 



H=Vhh + kk + ll 







100 


010 




001 


320 


83041' 


24,23" 


56018 


'85,77" 


900 


210 


26 


33 


54,18 


63 26 


5,82 




90 


520 


21 


48 


5,73 


68 11 


54,27 




90 


310 


18 


26 


5,79 


71 33 


54,19 




90 


410 


14 


2 


10,48 


75 57 


49,52 




90 


510 


11 


18 


35,78 


78 41 


24,22 




90 


332 


. 




50 14 


16,21 






640 4 5' 38,1 6" 


553 






49 23 


13,73 






67 — 36,82 


221 






48 11 


22,86 






70 31 43,60 


331 






46 30 


30,59 






76 44 14,85 


433 


46 


41 


10,11 




59 


2 


0,48 


322 


43 


18 


49.88 






60 


58 


58,81 


211 


35 


15 


51,8t 




66 


54 


18,57 


833 


27 


56 


18,07 




70 


39 


9,45 


311 


25 


14 


21,83 




72 


27 


6,76 


722 


22 


— 


6,18 




74 


38 


18,98 


411 


19 


28 


16,39 




76 


22 


1,13 


511 


15 


47 


35,40 




79 


54 


15,11 


61 1 


13 


15 


45,64 




80 


89 


50,90 


15-2-2 


10 


40 


42,30 




82 


18 


11,72 


12 • 1 • 1 


6 


43 


16,94 




85 


15 


9,87 


321 


36 


41 


57,19 


57 41 


18,46 




74 29 55,11 


431 


38 


19 


43,74 


53 57 


36,37 




7S 41 24,25 


531 


32 


18 


39,37 


59 81 


46,67 




80 16 6,67 


421 


29 


12 


21,35 


64 7 


23,91 




77 23 44,22 


11 •5- 3 


27 


55 


38, 8*5 


66 19 


16,16 




76 3 23,20 


10- 4- 3 


26 


33 


54,18 


69 2 


11,89 




74 26 6,70 


731 


24 


18 


40,55 


67 — 


36,82 




82 81 10,28 
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21 


.7.6 20051' 


16,06" 


720 r 


1,47" 770 16' 18,49" 






821 15 36 


58,06 


76 4 


4,47 83 5 


8,26 




15 


• 8-1 11 54 


16,89 


78 42 


52,10 66 15 85,23 




25 


•6-2 14 11 


49,01 


76 32 


44,44 85 83 54,74 




10 


•6*1 81 18 


40,16 


59 9 


42,67 85 5 56,10 






751 36 4 


14,77 


54 44 


8,22 83 22 


9,34 






111 






011 


101 


110 


820 




36048' 81,20" 


1 


66054' 28,52" 


530 57' 36,87" 


11018' 35,81" 


S40 




89 12 58,48 




71 


33.5^,19 


50 46 6,51 


18 26 5,71 


520 




41 21 5,35 




74 


46 26,41 


48 57 50,66 


23 11 55,00 


310 




48 5 19,44 




77 


4 .44,51 


47 52 10,47 


26 33 54,19 


440 




45 33 42,33 




80 


7 30,14 


46 41 10,13 


30 57 49,52 


510 




47 12 21,09 




82 


1 43,74 


46 6 7,62 


33 41 24,21 


SS2 




10 


1 


29,78 


41 4 52,56 


25 14 21,81 


558 




12 


16 


28,69 


42 34 9,22 


22 59 23,14 


m 




15 


47 


85,42 


45 — — 


19 28 16,48 


384 




22 


— 


6,35 


49 32 32,51 


13 15 45,51 


483 




8 2 58 




43 


18 49,89 


31 54 


37,93 


322 




11 25 18,37 




46 


41 10,11 


30 57 


49,52 


Ui 




19 28 16,48 




54 


44 8,22 


30 — 


— 


833 




26 47 50,18 




62 


3 41,91 


30 48 


1,66 


311 




29 29 46,30 




64 


45 38,16 


31 28 


55,81 


722 




82 44 2,05 




67 


59 53,83 


32 82 


58,14 


4H 




85 15 51,81 




70 


31 43,60 


33 83 

• 


26,35 


511 




88 56 82,82 




74 


12 24,69 


35 15 


51,81 


614 




41 28 22,58 




76 


44 14,36 


36 35 


12,43 


45 •2- 


2 


44 3 25,91 




79 


19 17,68 


38 2 


47,80 


12. 1 • 


1 


48 — 51,28 




88 


16 43,06 


40 28 


5,16 


821 




22 12 27,55 




55 


27 44,67 


40 58 36,20 


19 6 23,75 


481 




25 49 57,74 




56 


18 35,76 


46 6 7,62 


13 53 52,5 


531 




28 38 39,08 




61 


26 21,33 


44 10 52,43 


17 1 25,85 


421 




28 7 31,87 




62 


25 29,82 


39 30 35,00 


22 12 27,55 


H .5- 


3 


28 13 27,08 




62 


58 32,27 


37 19 51,30 


24 40 6,08 


40-4 ' 


3 


28 86 46,08 




68 


43 21,05 


34 41 42,53 


27 41 40,45 


781 




34 13 39,09 




68 


28 36,62 


42 34 9,22 


22 59 23,04 


21 .7 . 


5 


32 54 24,80 




68 


2 35,80 


35 58 28,93 


29 15 20,42 


821 




40 7 57,97 




75 


12 14,66 


89 59 32,81 


31 89 5,07 


15.3. 


1 


44 18 32,91 




79 


22 3,56 


42 26 11,61 


33 52 21,70 


25>6' 


2 


42 22 6,45 




77 


19 42,07 


42 14 19,05 


31 47 5,00 


10*6 • 


1 


38 — 46,35 




64 


58 59,20 


48 21 12,2 


14 51 3,81 


751 




29 55 85,1 6 




60 


89 58,05 


49 13 0,86 


11 32 13,18 



B. Plagiedrisch-hemiedrische Formen. 

(Gyroödrische Formen.) 

§16. 

I^ie Formen dieser Gruppe besitzen 43 Symmetrieaxen wie die 
holoedrischen Formen, aber kein Centrura der Symmetrie und keine Sym- 
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metrieebeDe. Zu einem Flachenpol hkl, /t ]> A: ^ /, gehtfren 23 gleie 
werthige Pole : 



hkl, Ihk, 

khl, Ikh, 

khl, Ikh, 

hkl, Ihk, 



klh, 
hlk, 
hU; 
Vlh, 



khl, 

bki, 

hkl, 
khl. 



Ikh, 
Ihk, 
Ihk, 
Ikh, 



hlk 
klh 
klh 
hlk 



von denen sich die oberen in den schrafBrIen sphärischen Dreieckee di 
Fig ISS, die unteren in den nicht diametral gegenüberliegenden Dreiecki 
befinden. Um diese Vertheilur 
gleicher Pole auch in ihrer sb 
reographi sehen Projection aDii 
deuten, ist nach §13, Kapil 
8 die Charakteristik -(~ ii> '^ 
schraffirlen, — in die weisse 
Dreiecke der Figur 188 geset 
worden. Die 2i Flächen m 
den vorstehend aufgeiahlU 
Symbolen umsohliessen eii 
einfache Erystallform, welcl 
mit y {hkl} bezeichnet m 
Pentagon-Ikpsitetraede 
genannt wird , da die begrei 
zenden Polygone Fttnfseite «c 
[s. Fig. 189). Geht man vc 
dem Flachenpole khl ans, : 
erhält man ebenfalls S3 gleichwerthige Pole. Die entsprechenden Fl3cb( 
bilden das Pentagon-lkositetraeder y (khl) (s. Fig. 191). Die beiden, ; 
entstandenen correlaten Formen sind enantiomorph. 

Aus dem Vergleich von Fig. 188 mit Fig. 140 ergiebt sich eine ge( 




Fig. 188. 





metrische Beziehung der correlaten Pentagon-Ikositetra^der y {hkl\ un 
y {khl) zu dem Hexakisoktaeder {hkl}. Die ersteren beiden Formen kau 
man sich dadurch entstanden denken, dass alle abweehselnden Pladien d 
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HeiakisoktaSders entweder fortfallen oder allein vorh^Ddeo bleiben (vergl. 
Fig. 190). 

Die übrigen einfachen Formen dieser Gruppe unterscheiden sich in 
ihrer Gestalt nicht von den vollflachigen Ikosilelraedern, Triükisoktaiidern, 
Tetrakishexa^ern, dem Dodekaeder, Hexaeder, Oktaeder. 

Eine hierher gehörige krystalHsirte Substanz ist noch nicht beobachtet 
worden. 

C. Pentagonal-hetniSdrische Formen. 

(Parallelflacbig-hemiedriGche Forme n.) 
§17 
Die pentagonal-hemiedrischen Formen besitzen ein Centrum der 
Symmetrie; 1 Symmetrieaxen: drei gleiche 2-zahlige parallel den 
Kanten eines Würfels, vier gleiche 3-zdhlige von nur einer Richtung 
parallel den Eckendiagonalen 
desselben Wdrfels und vier 
lodere gleiche 3-zählige in den 
entgegengesetzten Richtungen ; 
drei gleiche Symmetrie ebe- 
nen parallel den Flachen jenes 
Würfels. Diese Symmetriever- 
baltnisse werden durch Fig. 1 92 
veranschaulicht. Zu einem 
Flachenpol fc*/, fc>Ä>/, der 
in demjenigen schraflirten sphä- 
rischen Dreieck liegt, dessen 
Ecken die Pole von 100, 110, 
1H sind, gehären in Folge 
dieser Symmetrieeigenschaften 
S3 gleicbwerthige Pole, von Fig. i9i. 

denendieoberenindenschraffir- 

t^ sphärischen Dreiecken der Fig. 192, die unteren in den diametral gegen- 
Oherliegenden Dreiecken sich beßnden. Um diese Eigenschaft auch in der 
^ignr BoszudrUcken, ist in die nicht schraffirten Dreiecke die Charakteristik 0, 
Welche nach § 13, Kapitel 8 andeutet, dass in den betreffenden oberen 
i"id den diametral gegenüberliegenden Dreiecken kein Flachenpol liegt, 
gesetzt worden. Die den Si gleichwerthigen Polen entsprechenden, paar- 
weise einander parallelen Flüchen : 




hkl, 


klh, 


Ihk, 


hkl 


klh. 


Ihk 


hkl, 


klh. 


Ihk, 


hkl. 


klh. 


Thl- 


hkl, 


klh, 


-Ihk, 


hkl, 


klh, 


lU 


hkl, 


klh. 


!hk, 


hkl 


klh. 


Ihk 



umschliessen eine einfache Krystallform, welche Diploüder genannt und 
mit sr (AÄ/) bezeichnet wird. Geht man von einem Pole in einem der nicht 
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^chraffirten Dreiecke Fig. 4 92, S. 247 aus, z. B. von khl in dem Dreieck, des 
Eckpunkte die Pole der Flächen 040, 110, 111 sind, so erhält man ebenf 
23 gleichwerthige Pole. Die ihnen entsprechenden Flächen : 

khlj hlk, Ikh, khl, hlk, Ikh 

khl, hlk, Ikh, khl, 

khl, hlk, Ikh, khl, 

khl, hlk, Ikh, khl, 

umschliessen ebenfalls ein Diploöder, welches wir mit tc [khJ) bezeichi 
wollen. 

Durch eine Drehung um 90^ um eine der 2-zähligen Symmetrica^ 
kommt 7t [hkl) mit 7t (khl) zur Deckung, wie sich aus der Betrachtung i 



hlk, 


Ikh 


hlk. 


Ikh 


hlk. 


Ikh 





Fig. 493. 



Fig. 494. 



Fig. 495. 



Fig. 192, S. 247 ergiebt. Diese beiden correlaten Formen sind also g 
metrisch nur durch ihre Stellung von einander verschieden. 

Vergleicht man Fig. 192 mit Fig. 140 auf S. 225, so ergiebt sich e 
geometrische Beziehung zwischen zwei correlaten Diplo6dern tt (ää 
7t [khl) und dem Hexakisoktaöder [hkl). Jede der beiden ersteren Fora 
wird umschlossen von der halben Anzahl der Flächenpaare, welche an c 
mittleren Kanten ß des Hexakisoktaöders liegen. Die in Fig. 194 schraffir 
Flächen des Hexakisoktaäders (321) umschliessen für sich das Diploöt 
TT (321 ) Fig. 1 93 ; die daselbst weiss gelassenen Flächen bilden das Diplo6i 
Tt (231) Fig. 195. 

§18. 

Diploöder (Dyakisdodekaäder) 7t [hkl), 7t [khl); Ä}>fc>>Z. 

Die 24 Flächen eines Diploöders schneiden sich in 48 Kanten, von dei 
24, nämlich 12 längere ß und 12 kürzere rj, in den Symmetrieebenen lieg 
Die Kanten ß entsprechen den gleichnamigen Kanten des Hexakisoktaäd 
[hkl). Die Kanten ß und tj bilden sechs 2 + 2-kantige Ecken an den d 
2-zähligen Symmetrieaxen. Die 24 mittleren Kanten e bilden acht 3-kant 
Ecken an den vier 3-zähligen Symmetrieaxen, die in Fig. 196 und 1 
durch gestrichelt-punktirte Linien dargestellt sind. Ausserdem werd 
von je zwei Kanten e, einer Kante ß und einer Kante rj zwölf 2 + 1 + 



f4T — SO. PeatagODel-hemiedrlBche Formen. 249 

kantige Ecken gebildet. Die 24 begrenzenden Polygone sind Vierseite mit 
iwei an einander liegenden Seiten e *j . 

Die in der Fläche hkl des Diploeders Jt {hkC} liegende Kante ß und die 
derselben gegentlberliegende Kante e haben die Symbole : 

ß = [kkl,hkJ]= [ichd] 

s = [hkl,klh] = [kh—ll- ik — hh-hl — kk] 

Demnach gehen diese Kanten einander parallel, wenn : 
hl = kk 
ist, In diesem Falle heisst das Diploßder parallelkantig. Hierher ge- 
boren i. B. 7t [iH] und nr(Sli). Diejenigen Diploeder, bei denen kl<^kk 




Fig. *»8. Fig.'IST. 

wJerA/>.Äft ist, heissen convergenlkanlig (s. Fig. 193 und 195] oder diver- 
geoikamig, weil die Kanten ß und e nach der Kante i; convergiren oder 
»livergiren. Zu den ersteren gehören u. A. n(S%i), 7c(531), ?e(10 ■ 6 ■ 1), 
luden letzteren «(881), 7r(15 .3-1). 

Diploeder treten selbständig am Eisenkies von Traversella tr (321 ) und 
Bitsso jr(2i<) auf. 

Ptlr die Cosinus der Fluchenwinkel {ß), (e), [tj] erhült man : 

, , _/co8(ftti'iftt) kl+ Ih+hk 

C»S(«) _ ^ „„(Jl-CJH) — JJ _,_ (.J _^ „ 

folglich ist: 



'] Die KaDlen i?, ß, « werden v 
y, Z bezeichnet. 
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sin2 11] - ä 



und: 



so dass : 



'■"(1) = 
'■" (I) = 

- (f ) = 

- (I) - 



ÄA + ftft + // 

hh + kk + ll — kl — Ih — hk 
hh + kk + ll 

kk 



hh-{-kk + II 

hh + kk 
hh + kk-{- II 

hh + ll 



hh-{-kk + II 
hh 



ri = '- «-^ (f ) - «-^ (I) 



hh + kk + 

Demnach ergiebl sich für die drei Flächenwinkel (/?), (e), {rj) 
Dyakisdodekaäders folgende Relation*): 

._«.^i)+.^f).m)+[sio(|) + sin(|)]>/,-^„.(f)-, 

Symbol: (17) [ß) (e) 

(32<) 64037' 23,02" 310*-' 9,73" 38012' 47,53" 

(424) 51 45 12,i3 25 i2 31,52 48 11 22,46 

(581) 60 66 26,57 19 27 46,62 48 55 3,59 

(10 -6 -1) 61 40 34,63 9 48 7,77 56 18 24,77 

(851) 68 36 43,92 12 6 5,33 53 55 18,48 

(10- 5-1) 52 54 8,6 10 13 20 58 56 39 

(453) 90 — • — 50 12 29,48 19 56 48,83 

(482) 67 42 32,59 43 36 10,15 69 5 19,04 

(632) 50 45 13,88 33 12 11,16 42 43 7,13 

(932) 36 2 57,59 23 48 33,76 57 8 32,58 

(11 •6*2) 48 11 22,88 18 47 49,01 79 46 22,27 

(10 •8*7) 66 28 49,86 57 19 21,92 14 43 46,91 

(841) 52 46 32,13 12^45 31,51 57 5 51,29 

(10*6-3) 40 27 55,58 19 54 53,82 57 26 18,27 

§49. 

Die übrigen einfachen pentagonal-hemi^drischei] 
men. Sind zwei der Indices h, k, l einander gleich, wobei entweder 
oder k = h sein kann, so entstehen die pentagonal-hemiödrischen Iko 
traeder 7t[hkk) und Triakisoktaöder 7t{hhl), welche ihrer ( 
nach vollkommen mit den gleich bezeichneten vollflächigen Formen 
einstimmen, von diesen aber in den physikalischen Symmetrieeigens( 
ihrer Flächen und Ecken verschieden sind. 



*) Th. L. Zeitschr, für Krystallogr. 1880, 4, 267—268, 
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Ist /!=0, so entstehen zwei neue correlale Formen n:(AfcO) und 
K{khO), welche Pentagondodekaeder genannt worden. Durch weitere 
Specialis! rung der Indices entstehen das pentagonal-hemilidnsche Dode- 
kaeder 7c(H0], Hexaeder /r(<00), Oktaeder ?t (111), welche eben- 
^lls geometrisch mit den gleichnamigen vollQächigen Formen übereinstim- 
men. — Wir haben also nur diePenlagondodeka-eder7c[ÄfcO) und 
KkhO), k >■ k, genauer zu betrachten. Ein Pentagondodekaeder wird von 
H Flachen umschlossen, welche sich in 30 Kanten schneiden. 6 Kanten tj 
liegen in den Symmetrieebenen. Die Mitten einander gegentlberliegender 
Kanten tj werden durch die S-zühligen Symmetrieaxen verbunden. H 
iLaatea e liegen zu je dreien an einer 3-zilhligen Symmetrieaxe. Die Kan- 




ten Blossen in 20 Ecken zusammen , von denen acht S-kantig und zwOlf 
i-f 1-kantlg sind. Die 42 begrenzenden Polygone sind symmetrische 
^^ite, welche von je einer Kante i; und vier Kanten e gebildet werden. 
% m und 200 stellen die Pentagondodekaeder sr(2(0) und jir(<80) dar, 
von denen das erstere nach seinem häufigen Vorkommen am Eisenkies 
(Vites) auch Pyritoeder genannt wird. Diese beiden Formeo können 
nach dem in § 47 angefahrten Princip aus dem Tetrakishexaeder [210) 
•"ig. 199 geometrisch abgeleitet werden. Aus den Formeln auf S. 249 ei^ 
iiaiE man für j = : 



cos [tj]: 



hh — kk 

" kh + kic 
hk 



nod fitr Iß] = die Relation : 



'(|) + isin(,?)=1 
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Symbol 


: iv) 


(B) 


(310) 


360 52' 11,65" 


720 82' 32,63" 


(210) 


53 7 48,36 


66 25 18,53 


(530) 


61 55 39,04 


63 49 15,7 


(320) 


67 22 48,49 


62 30 46,39 


(430) 


73 44 23.29 


61 18 52,57 


(540) 


77 19 10,62 


60 48 12,95 


(650) 


79 36 40,14 


60 32 26,65 


(760) 


81 12 9,32 


60 23 18,29 



§20. 

Von den möglichen Combinationen der pentagona! -hemiädrisch< 
Formen wollen wir nur einige der am häufigsten in der Natur vorkomme 
den erwähnen. 

Die Flächen des Hexaeders stumpfen die 2 + 2-kantigen Ecken c 






Fig. 201. 



Fig. 202. 



Fig. 203. 



Diploöder und die in den Symraetrieebenen gelegenen Kanten rj der Penta- 
gondodekaöder gerade ab. Die Flächen eines am Hexaeder untei"geprdoel 
auftretenden Diploäders bilden dreiflächige Zustumpfungen der Hexaöder- 
ecken; Fig. 204 Eisenkies von Traversella tv (100), 7t (321). 

Die Dodekaederflächen bilden an einem Pentagondodekaeder Zu- 
stumpfungen der 2 + 4 -kan- 
tigen Ecken, welche auf den 
in den Symmetrieebenen ge- 
legenen Kanten t] gerade auf- 
gesetzt sind; Fig. 201 Eisen- 
kies von Elba tt (1 1 0) , tt (210). 
Die Oktaederflächen 
stumpfen die 3-kantigeo 
Ecken der Diploeder und 
Pentagondodekaeder gerade 
ab (Eisenkies, Kobaltglani)- 
Der Mittelkrystall zwischen 
TT (111) und TT (210) oder tt (120) wird von acht gleichseitigen und zwöH 
gleichschenkligen Dreiseiten umschlossen, von denen die ersteren den 




Fig. 204. 



Fig. 205. 
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Oktaler, die letzteren dem PentagondodekaSder angeboren; Figur 202 
(r(H)), 7r(180). Die Combinationskanten von ?r(U<) und?r(2i0) oder 
»(ISO] laufen je einer Diagonale einer PenlagondodekaederOäcfae parallel. 
Sie werden häufig durch Diploeder abgeslumpfl. Da z. B. die Combina- 
lioaskante der Flachen 111 und 210 das Symbol [T2T] hat, so mUssen die 
Indices einer in ihrer Zone liegenden Flüche hkl die Bedingung: 

befriedigen. Zu diesen Diploedern gehört also z. B. 7c{3H], dessen Com- 
bioation mit ft (210) und 7r(111) in Fig. 205 dargestellt ist. 

Wenn die Penlagondodekaeder tt [210] und sr(120) untergeordnet am 
Iktsiletraeder ^[211) auftreten, so stumpfen ihre Flächen die in den Sym- 
letrieebenen gelege- 
nen Kanten des Ikosi- 
letraeders gerade ab; 
Fig. idG Eisenkies von 
Erbach bei Dillenburg 
;t(iH),7c[120). 

Die in den Sym- 
melrieebenen gelege- 
nen Kanten ß und r] des 
Diploeders 7t [hkl}, 

aurcb die Flachen der 
Pentagon dodekaeder 

^[kktt) und Tt {IhO), die des Diploüders 7i{kkl] durch die Flachen der 
t^lagondodekaed«r sc [khü) und ?r(A/0] gerade abgestumpft. Hierfür 
bietet die in Fig. 207 dargestellte Combinalion des Eisenkieses ;r (241) 
'i(liO) ein Beispiel dar. Zugleich ist aus dieser Figur ersichtlich, dass 
i[iH) ein parallelkantiges Diploeder ist. 

D. Tetraedrisch-hemiedrische Formen. 

[Genoigtnachig hemiedrischo formen.) 
§21. 
Die tetraädri seh- hemisdri sehen Formen besitzen 7Symmetrieaxen: 
•frei gleiche 2-zafalige Axen parallel den Kanten eines Würfels und vier 
gleiche 3-zahlige polare Axen parallel den Eckendiagooalen desselben 
"Örtels ; ausserdem 6 gleiche Symmelrieebenen parallel den Verbindungs- 
^WD gegenüberliegender Kanten jenes Würfels. Diese Symmetriever- 
liältiiisse werden durch Fig. 208, S. 254 veranschaulicht. 

Zu einem Flachenpol AA/, ft ]> fr |> /, gehören in Folge der Symmetrie 
dieser Abtbeilung 23 gleichwerthige Pole, von denen sieb 12 in den beiden, 
iuFig. 208, S.264weiss gelassenen oberen Oktanten und 12 in den nicht dia- 
oietral gegentlberliegendon unteren Oktanten befmden. Um diese Eigenschaft 
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auch in der Figur lum Ausdruck zubriDgen, ist nach § 13 des achten EJ 
in die weiss gelassenen Oktanten die Charakteristik -f-, in die schra 
die Charakteristik — gesetzt worden. Uie ü unter einander ( 
werthigen Flachen : 

kkl, kkl, tkk, Ikh, klh, hlk 
hkl, Ikl, Ihk, Ikh, Vlk, klk 
' ' hkj, khl, Tkk, Ikh, klk, A/A 

kkl, kkl, Ikk, Ikh, klh, hU 
von denen keine einer anderen unter ihnen parallel läuft, umschl 
eine einfache Krystallform, welche Hexakistetraßder genannt ui 
T{kkl} bezeichnet wird. Die den Flüchen des Schema (1) diametral | 
über liegenden Flachen : 

Ä^ l Hl, Ihk, Tkk, klh, hJk 

hkJ, khT, Ihk, Ikk, klh, hlk 

^ ' kkl, kkl, Ikk, Ikh, klk, hTk 

kkl, kkl, Tkk, Tkk, klk, hlk 

bilden ebenfalls ein Hexakistetraeder, das wir mit r ikkl) bezeichnen w 

Auch die so entstehenden beiden Formen sind geometrisch nur der Sl< 

nach von einander verschi 

z*« Durch eine Drehung um 9 

-"^^IV^^-^^ eine der 2-zahligeD Symm 

jjg axen kommt die eine m 

\ anderen zur Deckung. 

\ Eine geometrische 1 

hung zwischen zwei corr« 

Hexakisletraedern T{hkl) i 

*" und dem Hexakisofctafider 

ergiebt sich, wenn raau Fi| 

mit Fig. 440 auf Seite 939 

gleicht. Dann ist ersict 

dass jede der beiden ers 

Formen von den über abi 

selnden Oktanten des Hei 

Oktaeders gelegenen sechst 

'^' ' gen Flächengruppen umsi 

sen wird. Die in Fig. 210 

gelassenen Flächengruppen des HexakisoktaSders (321) bilden für 

das Hexakisletraöder 7(321] Fig. 311, die schrafßrteu das Bexakistetr 

t[32T] Fig. 209. Die Kanten 3 sind stärker als die Kanten a und 

zeichnet, uro den tetraBderähnlichcn Typus deutlicher hervortrete 
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Hexakistetraeder v{hkl) undi:{hkVj, A >> )t > /. 

Die 8i Flächen eines HexakistetriiJiderB scbneiden sich in 36 Kaoten, 
welche sümmllich in den 6 Symmetrieebenen liegen und von dreierlei Art 
sJod. 13 Kanten a und 12 Kanten y entsprechen den gleichnamigen, in 
^ecbsetnden Oktanten gelegenen Kanten des Hexakisoktatklers {hkCj; 
sie bilden vier 3 -4- 3'kaDtige Ecken an den vier 3-tabligen Symmetrie- 




Uen, welche in Fig. 342 und 213 durch gestrichell-punktirte Linien dar- 
{Nleilt sind. An denselben Axen und jenen vier Ecken diametral gegen- 
Dber befinden sieb vier 3 -|- S-kantige Ecken, welche von den Kanten / 




Flg. »1. 



Fig. «8. 



"iidden H Kanten d gebildet werden. Die Kanten a und S stossen in sechs 
* -f S-kantigen Ecken zusammen, welche durch die drei S-zahligen Sym- 
"'etrieaxen verbunden werden. Die 24, ein Hexakistetra^der begrenzenden 
''olygone sind ungleichseitige Dreiseite *) . 



•] Die Kanten «, y, i werden vi 
> X bezeichnet. 
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Für die Cosinus der Flächenwinkel (a), {y), (d) erhält man: 

hh + 2kl 



cos (a) = 
cos (y) = 
cos (8) = 



hh + kk + II 

2hk -{- II 
hh + kk + II 

hh — ikl 



hh +kk + II 

Jede Fläche eines Hexakistetraöders liegt über einer, von zwei S; 
metrieaxen d und einer Symmetrieaxe 7t gebildeten Ecke, in der : 

(Ttd) = 540 44' 8,2", {Sd)= 70« SV 43,6" 

cos {Tcd) = y^ cos [dd) = \ 

sin {7t d) = 1/| sin [dd] = iV^ 

so dass : 



sin2 [7tdd) = 



= 1 



Demnach lautet, mit Rücksicht auf die Formeln auf Seite HO, 
zwischen den Fläcbenwinkeln (a), (^), (ö) stattfindende Beziehung*]: 



1 = 2sln2 



(y)+|{8in^M^si„. m. .:.(«) -:-W 



i 



2 + sin^ ^y I + sin ^ s«« ^ 



+ 2 jsin Y + sin ^ | si 



• (i)\ ■ (y) 

2 / ^"^ 8 



Es giebt zwei Arten von isogonalen Hexakistetra6dern. Bei d 
einen sind die Flächenwinkel (a) und (/) einander gleich, so dass: 

hh + ikl = 9ihk + ll 
oder : * 

h + l 



k = 



ist. Sie führen also das Symbol r (Ä 



h + l 



l) und entsprechen den isog 



nalen Ilexakistetra6dern. Hierher gehören t (321) und r (531), Bei d 
anderen sind die Flächenwinkel (y) und (ö) einander gleich^ so dass : 

ihk + ll = hh — 9ikl 
oder : 

h — l 



Ä: = 



ist. Sie führen also das Symbol t (h 



h — l 



l). Hierher gehört t(52<) 



') Th. L. Zeitschr. für Krystallogr. -1880, 4, 267. 



§ %i — 24. Tetraedrisch-hemi^rische Formen. 
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Symbol ; 

Sil 

531 

591 

431 

731 
11 ' 7 . 5 



21047' 12,38" 
27 39 37,56 
14 50 6,41 
32 12 15,18 
21 1^ 8,64 
10 59 38,75 



J810 47' 12,38" 
27 39 37,56 
45 84 22,79 
15 56 32,50 
43 12 46,70 
47 42 32,18 



(cT) 



690 4' 80,59" 


Fahlerz 


57 7 17,98 


Borazit. 


45 34 22,79 


Fahlerz 


67 22 48,47 


Zinkblende 


43 12 46,70 


• 


70 9 28,97 


Fahlerz 



§23. 
Die übrigen einfachen tetra^drisch - hemiädrischen 
Formen. Ist / s=s & oderft = A, so erhält man jedesmal zwei neue 
correlate formen , welche Triakistetraeder, resp. Deltoöder ge- 
nannt werden. Die Formen, bei denen / = und k <^h oder k = h ist, 
iinterscheiden sich in ihrer Gestalt nicht von den Tetrakishexaädern, 






Fig. 214. 



Fig. 215. 



Fig. 216. 



resp. dem Dodekaeder. Wenn l = k = h wird, so entstehen zwei 
Qeue correlate Formen, die beiden regulären Tetraöder. Die Form, bei 
der/=Ä;=rO ist, unterscheidet sich geometrisch nicht von dem Hexaöder. 

Triakistetraöder (Pyramidentetraöder) r(Äfefe) undrf^^^), h^k. 

\i Flächen eines Triakfstetrai^ders schneiden sich in 48 Kanten, näm- 
Hch in 6 Kanten £ und 42 Kanten /, und stossen in 8 Ecken, von denen 
vier 3 -[- 3-kantig und vier 3-kantig sind, zusammen. Die S-zähligen 
Symraelrieaxen verbinden die Mitten gegenüberliegender Kanten «, die 
^-zähligen eine 3-kantige Ecke mit einer 3 + 3-kantigen. Die begrenzen- 
den Polygone sind gleichschenklige Dreiseite. 

Die correlaten Formen t{2\\) und r(2TT), welche geometrisch aus 
dem Ikositetraöder (211) Fig. 215 abgeleitet werden können, sind in Figur 
^16 und 214 dargestellt. 

Aus den Formeln auf S. 256 erhält man für l = k: 

^hk + kk 
^^« M = hh + 2kk 

hh — 2kk 

^^,'i')- hh + Uk 
lind für (a) = die Relation : 



2sin2 



(i) 



+ 4 sin' 



(-|)+»"»(l) »'"(!)- 



Li e b i 8 c h , Geometr. Krystatlogr. 
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sein, woraus folgt: 
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Sollen die Flüchenwinkel (y) und [e] einander gleich sein, so muss 

ihk + kk = kk — ikk 

. k—k 

r(m). 

(«) 

BBOST 39,76" 
TS 18 il.SS Fehlen 
7t Si (1,61 Fahlen, Zlohblmde, Boracii 
B« S9 H,6g ZlnkblcDde ' 

S» 38 4s,Ti Fahlen, Zlokblende 
88 06 S1,B1 Fahlen, Zinkblende 
16 3< 31, ai Fahlen 
IB 16 St,00 Zinkblende. 
Deltoeder (Deltoiddodekaeder) T{hhl) und T{hhT}, A > /. I 
lä Flüchen eines Deltoeders schneiden sich in H Kamen , nUmlicb 



lierber gebOi^ 


nT[3H} um 


Symbol : 


(r) 


(331) 


480*4' S9,73" 


(9B8) 


38 86 91,91 


(m) 


38 88 36,BS 


(531) 


(8 10 80,88 


(8H) 


SO ig *8,73 


(*H) 


6» — — 


(8(1) 


69 SS 11,11 


(11- 1-1 


) SO 8 as,77 




Fig. 3IT. Fig. 31S. 

13 Kanten or and 13 Kanten d, und stossen in 14 
tigen und acht 3-kaQti^en von zweierlei Art 



sechs t + 24ai 
Die e-iahligi 




Fig. 333. 



Symmetrieuxen verbinden gegenüberliegende 3 -f- S-kantige Ecken, d 
3-ziibligen gegenüberliegende 3-kantige Ecken verschiedener Art. D 
begrenzenden Polygone sind Deitoide. 

Die in Flg. 3<9 und 217 dargestellten correlaten Formen t[2S1]u 



§ 24 — 94. Tetraädriscb-hemiddrische Formen. 
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TpT] lassen sich geometrisch aus dem Triakisoktaäder (224) Fig. 218 
ableiten. 

Aus den Formeln auf S. 256 folgt für & = A : 

hh + 2A/ 



cos (a) = 
cos (d) = 



2A'/ + // 

2ÄÄ + // 



1 



und fttr (y) = die Relation : 

4{s,w(j) + s,..(|)} + .„(|).n(|)- 

Symbol: (a) (cf) 

(332) 47020' 29,24" 97050' 19,50" Fahlerz 

(221) 27 15 57,70 90 — — Zinkblende 

(881) 87 51 49,08 80 54 54,99 Zinkblende. 

Tetraeder t (111) und r(TTl). Die 4 Flächen eines Tetraeders 
Schneiden sich in 6 Kanten , die in vier 3- 
kantigen Ecken zusammenstossen. Es ver- 
binden die 2-zähligen Symmetrieaxen ein- 
ander gegenüberliegende Rantenmitten, die 
3— zähligen Axen die Ecken mit den gegen- 
überliegenden Flächenmitten (s. Fig. 223] . 
^e4e Symmetrieebene geht durch eine Kante 
und die Mitte der gegenüberliegenden 
Kante. t(\H) (Fig. 222) und t(TTT) (Fig. 
^80) geben vereinigt das Oktaeder (i\\) 

cos (5) = — ■}■ 

(J) = 1090 28' 16,r 

§24. 
Die Flächen des einen Tetraeders stumpfen die Ecken des anderen 
gerade ab; Fig. 224 Zinkblende. Die Flächen des Hexaeders stumpfen 




Fig. 223, 






V. 



Fig. 224. 



Fig. 225. 



Fig. 226. 



die Kanten eines Tetraeders, die Flächen der letzteren Form die abwechseln- 
den Ecken der ersteren gerade ab; Fig. 225, 226, Zinkblende, Würfelerz. 
Die Flächen des Dodekaeders bilden dreiflächige Zustumpfungen der 

17* 
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Ecken' eines Tetraeders; Fig. 227 Fahlerz. Die Pläcben eines Triafcis- 
telraüders treten als ZuGtumpfuDgen der Kanten des Tetraeders gleicher 
Stellung auf; Fig. 22S r(211), t(114) Fahlerz. Oie Flächen der Triakis- 




Fig. «87. 



Fig. ns. 



Fig. 31». 




Fig. S30. 



Fig. SSI. 



lelraeder r [31 1 ) und T (STT) stumpfen die in abwechselnden Oktanten ge^ 
legenen bodeka«derkanteD gerade ab; Fig. 228 und 829 T[il11), t(110) 

Fahlerz; Fig. 831 nnd 
232 t{2T?}, »{*») 
Zinkblende; Fig. St» 
r(8?T), *(MO)Bor«h. 
Die Fläeheo der 
Triakistetraeder r{3ti} 
und t(3TT] biMeoZi- - 
stumpfuDgen der in ab- 
wechselnden OklanM 
gelegenen 3-kantigia 
' Ecken des Dodekt- 
eders, derart, dassdit 
Flüchen der ersteren beiden Formen auf den DodekaSderkaoten aufgeseilt 
sind. Die Flachen des Dodekaeders erscheinen als symmetrische Vierseile, 
die der Triakistetraeder als gleichschenklige Dreiseite. Fig. 230ir{3ll], 

t{HO) Zinkblende th 

Harzgerode ; Fig. S3I 

Zinkblende vonKapnit 

Fig. 232 und 23} 

stellen Qächenreidi« 

Combinatiooen dtr 

Zinkblende ?on Kapnik 

und des Borazils vi"> 

Lüneburg dar. iew 

zeigt T[m}, i(lTfl, 

t(<00),i(HO), r(JH), 

TßiJ) und das Teir*- 

kishexaeder T(3äO}, welches dadurch bestimmt ist, daiss seine, ie d» j 

4-kuntigen Ecken xusummenslossenden Kanten von den Flachen des Tri*- 




Fig. J9J 



Fig. 333. 
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kisletraeders t[3{4) gerade abgeslumpft wcrdon; diese wird gebildet von 
t(m],T{J11}, r{(00), t(410}, r(i(T) und dem HexakistetraBdep t(531). 

E. TetartofidrlBche Formen. 

§25. 
Die (etartoedriscben Formen besitzen 7 Symnietrieaxen : drei gleiche 
S-ilhlige Äsen parallel zu den Kanten eines WUrfels und vier gleiche 
3-zahlige polare Axen parallel 

lu den Eckendiagonalen dessel- j^ 

benW[lrfel8,aber kein Centnim 
der Symmetrie und keine Sym- 
melri sehen e. 

DieseSymmetrieverhältnisse 
nerden durch Fig. 93i veran- 
tefaaulicbt. Zu einem Flächenpol 
iiffA>A>/, in dem schraffir- 
ItD sphariscben Dreieck mit den 
Eckpunkten 400, HO, 111 ge- 
iilireo elf gleidiwerlhige Pole, 
1V0 denen sieb fünf in den 
Khratßrten spbäriscIieD Drei- 
«ken der beiden oberen , mit 

+ beieichneten Oklanten und .™* 

8«4s in den nicht diametral "^^ *"' *• 

gfiganUberl legenden unteren 
Ottanten beSndeu. Die den 12 gleichwerthigen Polen entsprechenden 

vorD-rechls-oben hkl , klh , Ikk 

hiDUn-liaks-oben hkl, Ylh, Ihk 

■ hiotMi-rechts-uiileii kkl, kth, Ihk ' ' 

vom-lioks-unten hkl, klk, Ihk 

■uudiliessen eine einfache KrystallTorm, welche tetraedrisches Pen- 
l^gondodekaeder genannt und mit 7tv(hkl) bezeichnet wird. Gehl 
man von dem Flachenpole khl füs, so erhält man ebenfalls 11 gleichwer- 
ÜiigePole. Die ihnen entsprechenden Flachen : 

vom-rechts-oben khl, hlk, Ikh 

hinlen-linka-obsn khl, klk, Ikh 

bioleD-rechts-unteo khl, hlk, Ikh 

vorn-links- unten khl, hlk, Ikh 

umschliessen das tetraedrische Pentagondcdekaßder Ttv [hkl]. 

Vergleicht man Fig. S!3i mit Fig. 19ä und Fig. 208, so ergiebl sich die 
geometrische Beztebuiig der in Hede stehenden Formen mit den penlagonal- 
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hemiedrischen und den telraedrisch-bemifldrischeD Formen. Dean maa 
findet, daaaitr (h kl) andre z(khC} aus dem HexakUtotraeder s-(A&/} oacti 




dem Principe der pentagonalen Hemiedrie, demzufolge die letttere Form 
nur mit ihren abwechselnden Flächen ausgebildet so denken ist, hervoi^ 

gehen . So entstebeii 
?rV(32() und n^T{23<J 
aus t(381) (vgl. Fignr 
235, 237, 236). Die 
telraSdrischen Penla- 
gondodekaeder mi 
also, geometrisch be- 
trachtet, HBlftfladmer 
der Hexakifitetraeder 
(Fig. 238) und dem- 
nach viertelflfichige 
oder tetartoedrische 
Formen der Hexakiaok- 
taeder (Fig. 239}. Man kann 7t i{k kl) und 7it{khl) audi aus den Diplo- 
edem 7t[hktj und ji{khl) nach dem Principe der tetrafidrischen Hemiedrie 




Fig. iS8. 





ableiten, indem man sich die beiden letzteren Formen nur mit denjenigen 
Flachen, welche in abwechselnden, aber beidemal gleichen Oktanten liegen, 



( 3&— i9. Tetartoedrtech« Fonnen. 
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wsgebildet vorstellt. So enUtobeo 7es[321j und ni{i3i} aus7C{3S1j und 
ff(!31) (vgl. Fig. äiOuDdäiJ). 

Das Hexakjfitetraeder r {hkl} liefert ebenfalls zwei tetraedriscbe Pen- 
Ugondodekafider 7t x (hkl) und tttjA k l) , die mao sich auch aus den Diploedera 
ii[hkl] und 7t{khlj ontslanden denken kann, indem man bei diesen ietitereo 
Formen diejenigen Flächen fortfalleD lässt, welche die tetraSdrischen Penta- 
goadodekaeder m{hkl) und 7tr[khl} umschliessen. Man erhült so die 
FiSclien: 

MiiieD-rechu-obeii hkl, klh, Ihk, resp, khl, lilk, Jkh 

Toro-llnkfr-aben kki, klh, Ihk, resp. khl, htk, Ikh 

vorn-racbts-nnteD hkl, klh, Ihle, resp. khl, hlk, Ikh 

lüaleii-links-niiteD kkl, klh, Jhk, resp. khl, hlk, Ikh 

Aus dem. Vergleich der Figuren 188, t93, 308, 234 ergiebt sich die 

gmiDetrische Beziehung zwischen den plagiedrisch-bemiedrischen und den 

in Rede stehenden 

letartoSdrischen For- 

meo des regulären Sy- 

stenu. Man kann sich 

die vier tetraedrischen 

Fentagondodekaeder, in 

deren Symbolen die- 
[■ selbeo Indices h, k, l 

niftrelen, auch dadurch 

K» dem Hexakisokta- 

eder (kkt\ entstanden Fig. its. Fig. U3. 

denken, dass man die 

letztere Form zuerst der plagiedrischen und darauf der pentagonalen Hemi- 
fidrie oder zuerst der plagiedrischen und darauf der tetrafidrischen Hemi- 
edrie unterwirft (s. Fig. S4S und 843). Immer erhalt man Formen, welche 
von abwechselnden Flächen abwechselnder Oktanten des HexakisoktaSders 
umschlossen sind. 

Je zwei correlate tetraedriscbe Pentagondodekaeder, welche aus einem 
und demselben Hexakistelraeder oder Dyakisdodekaeder abgeleitet werden 
können, sind enantiomorph: 




(I) 






[hkl] 



\ni{hkj) 

\m>jikl] 

Ut[hkl)+ 7tr{hkt] = 7i{hkl) 

\nT[kht) + nrijil'l) — tt[kht] 



Dagegen sind zwei tetraedriscbe Pentagondodekaeder , welche ver- 
einigt ein Pentagoaikoaitetraeder bilden, nur durch ihre Stellung von 
einander unterscbieden, wie sich aus den vorstehenden Flacbenverzeich- 
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nisseä ergieht. Durch eine DrehuDg um 900 um eine ä-sahlige Symmetrie 
axe kommt: 

' ' \7tr(kki] mit ftt{kkl] 

2ur DeckuuK- 

§26. 

Zuweilen werden zwei correlate Hemit<der als rechte und links 

Stellungen eines Haiftßachners unterschieden. Betrachtet man den vor- 

recbts-oben gelegenen Oklanlen eines Hesiikisoktaeders {kkl) von Auss^ 

30 erscheint an der borizontalea Axenebene die Fläche kkl rechts von c3 




Fig. m. Fig. S*B. Flg. 1*8, 



Flache kkl. Demgemäss bezeichnet man y {kkl) als ein linkes, y (AA/) ah 
ein rechtes Pentagon-Ikosilelraeder [s. Fig. 244 und 246) und analog Jtlhklj 
aisein linkes, 7i:[khl] als ein rechtes DiploSder (s. Fig. 247 und 249j. Zwei 
correlate Hexakistelraöder unterscheiden sich dadurch, dass eines die im 




FiR. S47. Fig. a*8. Fig. 1(9. 



Oktanten vom-links-oben gelegenen Flachen des Haxakisoktafiders {kkl 
enthalt, während das andere die FlSchen des Oktanten vorn-rechls-obei 
besitzt. Jenes, mit dem Sjmbol r {hk l) , wird ein linkes, dieses, mit der 
Zeichen T{hkl], ein rechtes Hesakistetraöder genannt (s. Fig. 250 und 252) 
IKe linken Formen heissen auch negative, die rechten positive. 
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WeDdet man diese UnlerscheiduDgen auf die Bezeichnung der tetar- 
Mlrischen Gestalten an, so ist das iclraedrische Pentagondodekaeder : 
nt{kkl) ein linkes positives 
m[khl) ein rechtes positives 
7ri:(XÄ7) ein linkes negatives 
TcrihkCj ein rechtes negatives. 




Demnach kann man die Begeln (4) — (3j des vorigen Paragraphen auch 

so aussprechen: enantiomorph sind : 

; ,. . ... j j , , /rechte positive 

eiD linkes positives und das correlale < . . 

. " . , ,. j , , , frechle positive 

em Imkes Degauv«s md das oorrelate 1^^^^^^ i^^,^ 

1«tra«dnscbe Pentagondodekaäder. Dagegen sind congruent und nur durch 

ihre Stellung von einander verschieden : 

ein linkes positives und das correlate Unke negative, 
ein rechtes positives und das correlate rechte negative 

Wraedrische Pentagondodekaeder. 

§27. 
Die 12 Flachen eines tetraüdrischen Pentagondodekaeders schneiden 
sichln 30 Kanten von dreierlei Art: 6 Kanten a, 12 Kanten ^ und 12 Kan- 
'^D l, und slossen in 20 Eckpunkten zusammen, die ebenfalls von dreierlei 
^rtsind: vier S^iantige, gebildet von je drei Kanten ^, vier 3 -kantige, 
gebildet von je drei Kanten Jl, und iv/tilf t -f- 1 + 1-kantige, gebildet von 
je einer Kante a, q, X. 

Die Kanten ^ und die Kanten £ des entsprechenden DiploSders, die 
3-fcaQtigen Eckpunkte und die 3 + 3-kantigen Eckpunkte des entsprechen- 
den Hezakistetraeders haben dieselbe Lage. 

DieS-zdhligenSymmetrieaxen verbinden die Mitten gegenüberliegender 
Kanten a. Jede 3-z&hlige Symmetrieaxe verbindet einen 3-kanttgen Eck- 
punkt ^^9 mit dem gegenüberliegenden Eckpunkte XX).. 
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Die begreozeDden Polygone sind unsymmetrische Fünbeite mit z 
Paaren von gleichen Seiten. 

kh — kk — ll 

cos (ff) = 



cos (^1 : 

cos (i.) ■■ 



hk-i-kk + a 
kl + tk + hk 

= kk + kk + ll 
— kl — lh + kk 

" hk+kk + ll 



Ertbeilt man den Indices h, k, l spedelle Werthe, so erhalt man 
übrigen einfachen Formen dieser Gruppe. Ist ft ^ /, so fallen, wie 
den Flacbentabellen S. 861 hervorgeht, die Grenzformen von srr [kkl] i 
}iT[khl) zusammen zu einer Form 7It(AAA), welche sich geometrisch 
dem Triakistetraeder mit denselben Indices nicht unterscheidet. 
Grenzformen von !cn{hkl) und itT{khl] liefern die correlale Form 7tT[hl 
In analoger Weise entstehen für h := k aus den zusammenfallenden Gre 

foroTen von 7t%(d 

undttT{khl] das» 

lofider ftT{hk{j, 

l ::= aus den zus 

menfallendea Grenz 

men von fcv {kkl] 

7tT (ÄJÜ) das Pen 

goododekaedc 

TcrihkO), für A = 

"ß""- '''8«*- =/ das Tetraec 

7ix{\\K], und zu jei 

dieser Formen gehört eine correlate Form. Ausserdem entstehen als ( 

meinschaflliche Grenzformen aller vier zusammengehöriger tetraedriscl 






Pentagondodekaeder für f = 0, h = k das Dodekaeder 7Ct(1'I0) 
für ft = i = das Hexaeder JTT (100}. 
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Ad deD in Flg. 253 und 254 dargestellten Krystallen des Natrium- 
chlorats NaClOi tritt neben dem Hexaeder 7t% (400) und dem Dodekaeder 
;rf(HOj dasselbe Tetraeder 7rir(TTT] auf^ wahrend das entgegengesetzte 
Tetraeder fehlt. Dagegen sind die Pentagondodekaeder der beiden Krystalle 
von entgegengesetzter Stellung : in Fig. 253 erscheint links von der Fläche 
110 die Fläche 240, in Fig. 254 rechts von 4 40 die Fläche 420. 

Der in Fig. 255 in einer orthogonalen Projection auf eine Würfelfläche 
abgebildete flächenreiche Krystall des Baryumnitrats^a (iV03)2 ist eine 
Combination folgender Formen*): 

Hexaeder a = tt r (4 00) 

Tetraeder o = m (TTT) 

Triakistetraeder / = ttt (34 4) 

Triakistetraeder s= itr {2TT) 
Tetraedrisches Pentagondodekaeder t = /rr (424) 
Tetraedrisches Pentagondodekaeder h = tvt (IST) 
Tetraedrisches Pentagondodekaeder n = ttt (354) 

t und h sind correlate enantiomorphe Formen , welche combinirt das 
Oyakisdodekaeder n (424) geben ; doch zeigt die Verschiedenheit der Aus- 
)ildung und Beschaffenheit ihrer Flächen deutlich die Tetartoedrie : die 
'beben von h sind gross und glatt, die von t klein und rauh, t ist ein 
inkes positives, h ein rechtes negatives, n ein rechtes positives tetrae- 
Irisches Pentagondodekaeder. 

Fig. 256 stellt einen Krystall des Bleinitrats Pb (N0^)2 dar, der eine 
Combination folgender einfacher Formen ist"^"^): 

Hexaeder Ä =7rr(400) 

Tetraeder o = zr t (4 4 4 ) 

Tetraeder o, = tvt (TTT) 

Pentagondodekaeder p = tt r (4 20) 

Bechtes + tetraedr. Pentagondod. q = 7tT[khl) 

§28. 

Können in der Gruppe der tetartoedrischen Formen Combinationen 
auftreten, welche sich geometrisch von Vereinigungen pentagonal-hemie- 
(irischer und tetraedrisch-hemiedrischer Formen nicht unterscheiden, so 
ist es, wie H. Marbach***) gezeigt hat, möglich, den Gegensatz correlater 
enaotiomorpher Combinationen unabhängig von ihrer Stellung zu bezeichnen 

*) Nach W.J.Lewis. Krystallographische Notizen über Barynmnitrat und Spben. 
Zeitschr. f. Krystallogr. 1878, 2, 64. 

*^) Nach L. Wulff. Ueb. die Krystallformen der isomorphen Nitrate der Blei- 
•iuppe. Zeitschr. f. Krystallogr. 4880, 4, 4 29. 

***) Die circulare Polarisation des Lichts durch chlorsaures Natron. Pogg. Ann. 
$54, 91, 482. Optische Eigenschaften einiger Krystalle des tesseralen Systems, ib. 4855, 
1, 441. Ueber die Enantiomorpbte und die optischen Eigenschaften von Krystallen des 
«eralen Systems, ib. 4856, 99, 454. — Ann. chim. phys. [8], 48, 252; 44, 44. 
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und «uf dpn GegensHtz der Wendunii zu beziehen, der in den Theilen einer 
penlagonai-hemiedrischen Form schon einhalten isl. Die Ecken an den 
Enden der einseiligen 3'Eilhligon Symmelrieaxen einer pentagonal- 
hemiedri sehen Form sind von zweierlei Art. Legt man den Kanten ß eines 
Diploeders (s. Fig. 257) Richtungssinne bei, indem man festsetzt, dass jede 





Fig. 957. 



Fig. 3t8. 



solche Kante, welche einen S + 1 4- ^-itautig^n Eckpunkt mit einepi 
2 -|- 2-kantigen verbindet, in der Richtung von dem ersteren nach dem 
letzteren durchlaufen werden soll, und betrachtet man dann die S-Qachigen 
Ecken von Aussen, so findet man bei vier Ecken tlber abwechselnden 
Oktanten auf den die Ecke bildenden Flächen die Riebtungen der Ksnlen ß 




Fig. 859. 

dem Bewegungssinne des Uhrzeigers gleich, bei den vier anderen Ecken eot' 
gegengeselzt. Denselben Unterschied in der Wendung bieten die S-flflchige'' 
Ecken eines Penlagondodekaeders dar. Den Kanten ß der Diploöder e»l' 
sprechen hier die Normalen, welche man von den Spitaen der symmetriscbß'* 
Pentagone auf die Grundlinien derselben fallen kann {s. Fig. 258}. Die Eck*** 
der ersten Art nennt Marbaeb rechte [H), die der zweiten Art linke [/•)• 
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Hieraus ergiebt sich, dass eine tetra^drisch-hemi^drische Form mit 
einer pentegoDal-hemiedriscben in zweierlei Weise combinirt sein kann : 
sie modificirl entweder die vier Ecken der ersten oder die der zweilen Art. 
Marbech unterscheidet die beiden Combinationen als rechte und linke. 
Inder, durch Figur 253 dargestellten Combination /rc[100j, n:T(410), 
^i[S10j, ^t[TTT) des Chlorsäuren Natrons werden die linken Ecken des 
Penlagoododekaeders durch die Flächen des Tetraeders abgestumpft; 
dsgegea modificiren in der Combination 7It(100j, itr{ii<i), 7ct{120), 
nT(TTT) (s. Fig. 25i] dieTetraederflüchen die rechten Ecken des Peutagon- 
dodekaeders. Jene ist daher eine linke, diese eine rechte Combination. 



§29. 
Id einer Linearprajeclion wird ein geneigtflächiger HalftOächner einer 
Kryslallform mit derselben Anzahl der Schnittlinien wie diese letztere, ein 
parallelflaofaiger HalftQachner da- 
gegen nur mit der halben Anzahl 
von Schnittlinien dargestellt. Um 
nan auch in einer Linearprojection 
einen Unterschied zwischen holo- 
Edrischeu Formen und ihren geneigt- 
obigen Hemiedern hervortreten zu 
Itssea und um lu veranschaulichen, 
dass beiden lelzlerengewisse Flachen 
noabiiängig von ihren Gegenflacfaen 
sind, bat H. Marbach folgendes 
Verfebren angewendet") . Man wähle 
die Projectionsebene parallel einer 
Ebene der Symmetrie oder einer, zu 
einer Symmetrieaxe senkrechten 
Ebene; dann sind die Flachen der 
•»loedrischenundderparalielflüchig- 
•'emiedrischen Formen wie gewöhn- 
lich, die der gen eigtfiäcb igen Formen 
^r durch enge Doppellinien 
danustellen. Diese Doppellinien 
Werden von einer vollen und einer punktirlen oder einer schwächeren und 
einer stärkeren Linie gebildet. Dadurch erhält die Schnittlinie einer Flache, 

Welche von ihrer Gegenflache unabhängig ist, zwei unterschiedene Seiten. 
Nach dieser Methode sind die Linea rprojectionen der in Fig. 253 und 

'^^ dargestellten Krystalle des Chlorsäuren Natrons entworfen worden 

(s- Fig. 859 und 260) : 

I superpoaable« oder «gewendete Kryala II forme n«. Pro- 
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Linksdrehend : 7rir(TTT), 7rir(400), 7rr(440), 7rT(2H0) 
Rechtsdrehend: tttItTT), 7rr(400), 7rr(440), 7rTr(420) 
Da die beiden Rrystalle enantiomorpb sind, mttssen es natürlich aii< 
ihre Linea rprojectionen sein. 

Die theoretische Möglichkeit tetartoädrischer Formen im regulären System won 
von Fr. Mo h s dargethan. Er führte die Bezeichnung »tetraSdrische Pentagondodeka^e 
für die Viertelflächner des Hexakisokta^ers ein , lehrte ihre Entstehung aus den dn 
hemi^drischen Formen : dem Diploeder, Hexakistetraöder und Pentagon-IkositetraMe 
kennen , hob die Verschiedenheit des rechts und links gebildeten in correfaten Formei 
hervor und gab den vier zusammengehörigen tetartoödrischen Formen die Symbole : 

Tn Tn Tn Tn 

(Leichtfassliche Anfangsgründe der Naturgeschichte des Mineralreichs. Wien 1838. 
2. Aufl. 2 Thle. 1836 — 39.) Das Vorkommen tetarto^rischer Krystalle wurde zuerst 
von C. Rammeisberg beobachtet, der am Natriumchlorat das gleichzeitige Auftreten 
eines Tetraeders und eines Pentagondodekaäders entdeckte (Ghemisch-krystallographische 
Untersuchungen. Pogg. Ann. 1858, 90, 15). Die gegenseitige Lage dieser Formen wnrde 
darauf genauer von H. Marbach untersucht (s. die auf S. 267 cit. Abhandl.). Im An- 
schlüsse hieran gab Naumann eine Darstellung der Tetartoödrie im regulären Systeme. 
Er ermittelte nach dem Princip , welches Mobs zur Ableitung der tetraädrischen Penta- 
gondodekaäder benutzt hatte , die übrigen einfachen tetartoädrischen Formen und ^b 
die Formeln für ihre Flächen winkel (Ueber die TetartoSdrie im Tesseralsysteme. Pogg. 
Ann. 4855, 95, 465. Elemente der theoret. Krystallogr. Leipzig. 1856, 103). 

H. Marbach hat die Entdeckung gemacht, dass die Krystalle des Natriumcblorats 
NaClOs, des Natriumbromats Na Br O3 und des essigsauren Uranoxydnatrons Na UOi 
(C2i7302)3 circularpolarisirend sind. Mit Benutzung der von Him eingeführten, 
in § 28 erläuterten Bezeichnungen wird der Zusammenhang zwischen dem Sinne des 
optischen Drehungsvermögens und der Krystallform durch den Satz ausgesprochen: die 
rechten Combinationen drehen die Polarisationsebene des Lichtes nach rechts, die linkAB 
nach links. 

Unter der Voraussetzung , dass die am Quarz nachgewiesene gesetzmässige Be- 
ziehung zwischen dem Sinne der Drehung der Polarisationsebene und dem Auftreten 
enantiomorpher tetartoädrischer Krystallformen auch für die circularpolarisirenden tetar- 
to^drischen Krystalle des regulären Systems gelte, würden die rechtsdrehenden Krystalle 
nur rechte positive und linke negative, die linksdrehenden nur linke positive und rechte 
negative tetraödrische Pentagondodekaäder zeigen können , so dass die tetraSd fischen 
Pentagondodekaäder eines und desselben Oktanten niemals an einem und demselben 
Krystalle vorkommen (vgl. P. Groth. Physikal. Krystallogr. Leipzig. 1876, 248). 

Die Nitrate des Bleis Pb {N0z)2, Baryums Ba {N0s)2 und Strontiums Sr(N(h)i «*** 
regulär tetarto^drisch, aber nicht circularpolarisirend (vgl. Wulff, a. a. 0.). 

§30. 

Die wichtigsten Zonen des regulären Systems sind die der Symm^ 
trieaxen *) . 



*) Vgl. über diese und andere, weniger häufig entwickelte Zonen: Naumann 
Lehrb. der rein. u. angew. Krystallogr. 1830. I, 178 f. Elem. der theoret. Kryst. 185( 
120. Chr. S. Weiss. Theorie der Hexakisoktaeder. Abhandl. Berl. Akad. ISS' 



} !•. Zonen, 
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1] In den Zonen der drei gleichen Axen : 

711 = [(00], „i^[(no], ^s=[00(] 
iSddod nur solche Fläcben liegen, bei denen wenigstens ein Index gleich 
lull ist. Denn die Bedingungsgleichung für die Indices einer Fläche hkl, 
ie einer dieser Axen 
iratlel gehen soll , ist 
ach § 5, Kap. S eine 
ar folgenden Glei- 
Irangen : 
.J4.A.0 + i.0 = 

.a-[-fc-< +/-o = o 

.0-1_A.O+/.1 =0 

Demnach liegen in 
lesen Zonen die Tetra- Fig. ut. Fig. iflt. 

ishexaeder [hkO], 

>it, and deren Grenzformen, das Dodekaeder (110) und daä Hexaeder [1 00] , 
iroer die Pentagondodekaeder erster und zweiter Stellung 7t{kkQ] und 
(tAO). Man kann daher diese Zonen auch bezeichnen als die Zonen der 
anlen y des Hexaeders, der 
nrzen Diagonalen der Dode- 
aederflachen, der Kanten y der 
etrakishexaeder und der Kan- 
n ^ der Pentagondodekseder. 
- Id den nebenstehenden Fi- 
iren sind einige hierher ge- 
Inge Gombinationen darge- 
elll: Fig. «61 (100), (HO), 
läO) Kupfer, Flussspath. — 
ig. 262 rtr[100), 7rT(110], 

f (180) chlorsaures Natron. — Fig. 263 n (100), ?r (120) Koballglanz. — 
ig.i6( ^(110), n:(210) Eisenkies. 

Die trigonometrische Tangente eines Fläcbenwinkels ans der Zone 
'»er Axe TT ist eine rationale Zahl. Es ist z. B. in der Zone [001] : 

tan(AA0'AT0)=f*'"'^*' 

isbesondere ; 

tan(IOO'AÄO)^-^ 

Die folgende Tabelle enthalt die von den am häufigsten vorkommenden 




Fig. 363. 



" hk' +kk- 



Fig. i«K. 



■ ihia. Mineralogische Milth. Jhb. Hin. tS7i, ISS. Einleitg. in d. Kryslallberechn. 
'", 87. Eine storeogr^tblsch« Projeclion der Polfiguren regulärer FormoD, in der die 
oenverbHnde Uberaichtlich dergeslailt sind, ßndet Hieb beiDesCloizeaux. Maonel 
HinäMl. 4861. I. pag. a. 
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Flächen dieser Zonen eingeschlossenen Flächenwinkel. Die Syml 
ziehen sich auf Flachen aus der Zone [001]. 
Symbol : tan : 



ll 



i 


HOlS'SS.Vfl" 


^ 


a iS 3f,TS 


A 


1 S( 33,9B 


A 


1 19 li,39 


iV 


a 3< 59,3S 


Vi 


i 33 56,34 


,v 


S iS 34,Ta 


A 


3 10 47,39 


a-i 


) 47 23,68 


A 


t 8 44,75 


Vi 


— (7 44,61 


Vs, 


4 23 SS,34 




Fig. 265. 



Fig. ise. 



Dodekaeder 

2) In den Zonen der sechs ä-zähligen SymmelrieaxeD : 
ei=[04i], eS=[401], e^ = [HO] 
«1=[01T], s'' = [JO\], c«=[<T0] . 
können nui* solche Flachen liegen, bei denen zwei der Indices e 
_ gleich, resp. en 

gesetzt sind, a 
Flächen der Iki 
Üder (AAft), A; 
Triakisoktaeder 
k > /, des Ol 
(1H),Hezaedei 
Dodekaeders (1 ^ 
nerderTriakisti 
T(Ajtft)undT(Ä; 

Deltoeder i(A//)und rffi//) und der Telraöder T[m] und x(TTT 
kann daher diese Zonen auch bezeichnen als Zonen der Kanten ß 
taüders und der E. 
eines Tetraeders, dei 
naien der Hexaeder 
der langen Diagona 
DodekaMerllachen, d 
ten ß der Triakisol 
der Kanten e der ' 
tetraeder, . derjenigen 
aalen der Ikosite 
flächen und der De 
flächen, welche diese 
nicht symmetrisch theilen. — Die nebenstehenden Figuren stelle 
hierher gehörige Combinationon dar: Fig. 365 (111), [üi), (331 




Fig. 267. 



Fig. 208. 



§ 80. Zonen. 
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Bleiglanx von Harzgerode. — Fig. 266 ir (411), t(110), r(211) Fablerz Yon 
Diilenburg. — Fig. 267 t (1 4 1 ) , tr (TTT) , r (1 00) , t (1 1 0) , r (31 j ) Zinkblende 
vonKapnik. — Fig. 268f:(441), ir(TTT), r(400), r(110), t(2T1), r(344), 
t(320) Zinkblende von Kapnik. 

Die trigonometrische Tangente eines FlHchenwinkels aus der Zone 

einer Axe s ist gleich dem Product von Vi in eine rationale Zahl. Es ist 
z.B. in der Zone [4T0] : 

tan {hhth'h7) =}/2 . ^^' "" '^' 



Insbesondere : 



2ÄÄ' + //' 



^ n 

tan (140 mmn) = ^7=" 



m 



tan (1 1 4*m mn) == y2 



m 



n 



2m + 71 

Nach diesen Formeln sind die in der folgenden Tabelle enthaltenen 
Winkel berechnet. Die Symbole beziehen sich auf Flächen aus der Zone 

[UO]. 

tan : 



Symbol 

Dodekaeder 410 

Triakisoktaöder (hht\ und t 334 

Deltoäder der I. Stellung \ 221 






%(hhl) 

Okta&der 



Ikositetraöder (hhk) und 

Triakistetra^der der I. 

Stellang T(ftfcik) 



Hexaeder 






382 

334 
223 
112 
225 
113 
114 
115 
001 



1 _ 
TT 

i - 

1 _ 
TT 

A- 

t _ 

T^ 

1 _ 

4 - 



13015'45,63" 
6 12 30,76 
5 46 5,45 

10 1 29,96 
8 2 58,06 

3 22 20,25 
8 2 58,06 
5 46 5,45 

4 15 24,50 

5 46 5,45 
3 40 40,99 

15 47 35,41 



(110^111) = 
350 15' 51,81" 



(1lA01) = 
540 44' 8,19" 



3) In den Zonen der vier 3-zilhligen Symmetrieaxen : 

ö^^[h\\], 5»=[T11], d2=[lTl], (53= [^^T] 

können nur solche Flächen liegen, bei denen ein Index gleich der Summe 
^er der Differenz der beiden anderen Indices ist. Demnach gehören 
*iierher die parallelkantigen Hexakisokta^der oder Tetrakisdodeka^der 
(*•*—/• /), Ä > /, das Ikositetraöder (211) und das Dodekaeder (110), 

"fe Hexakistetraeder r (ä • ä — / • /) und r (ä • / — A • /) und die Triakis- 
letraeder ir(241) und r(2TT), endlich die Diploöder n [h - h — l - l) und 
^(A — l'h'l). Man kann daher diese Zonen auch bezeichnen als 
^neii der DodekaSdeilLanten a, derjenigen Diagonalen^ welche die Flächen 
des Ikositetraäders (244) oder der entsprechenden Triakistetraäder sym- 
metrisch theilen, der Kanten a der Tetrakisdodekaäder u. s. w. — Die 
ffiDStehenden Figuren veranschaulichen einige hierher gehörige Combi- 

Liebiseli, Geometr. Erystallogr. 
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nationen: Fig. S69 (110), (k-k — /./). — Fig. 270 (110), [m), [h-k—l-l) 
Granat. — Fig. 271 t(<11), t[HO), t(211) Fahierz von Dillenburg. — 
Fig. 272t(H0), t(2H),t(332) Fahlere vod Horhausen. 

Die trigonometrische Tangente eines Flachenwinkels aus der Zone 





Fig. 169. Flg. ITO. 

einer Axe S ist gleich dem Product von VS in eine rationale Zahl. Es ist 
z. B. in der Zone [TU] : 

insbesondere : 



tan (HO'/i-A -/■;) = V'S - ^^^^ 



Hiernach sind die in d^r folgenden Tabelle enthaltenen Winkel aus 
der Zone (Hl] berechnet. 

Symbol : tan : 
Dodekaeder ItO _ 

parallelkantige HeiakisokUBder (A-A , t V^ ia083'8i,S9" j 

— i-l) und die entsprechenden Hexa- J , k •« «i «ti [ itia'-^iit — iinn 

kistetraeder u.Diploeder der [.Stellt 32, ^ B (» 8*,89 > (110 2H) = 31)0 

lkositetraeder(311) und-TrIakistetra- i - fO 53 36,M | 

<ider 1(311) dor I.Stellung ^^^ 

parallelkantige HexakisoktaSder {h ■ h i s,} 

— (-i) und die enUprechenden Hexa- ! j_ - K IS 81,S9 J (Hl "l 01) = 80" 
kistetraeder I. Stellung und Diploeder I *<3 ' 

I.Stellung I - «3 5s sa.ie 

Dodekaeder 1 01 
parsllelkantige Heiakisoklaeder (A . A i - 18 SS 51,>B 

— I.l) unddie entgprecheaden Hexa- I '3* , 
kistetraeder II. Stellung und Diplaeder\ i^j tb ' 

I. Stellung I 

Ikositetraeder (311) und Triakistetra- 17g 
eder z(211) der II. Steilang 

§31. 

Die allgemeinen Methoden zur Berechnung der Indices einer Flache 

sind in Kap. 10, § 8 — 11 dargelegt worden. Sind zur Bestimmung einer 

Flache ihre Winkel mit zwei der Axenebenen gegeben, so vereinfacbt sich 

die Berechnung ihrer Indices. Denn im regulären System sind die Aien 



S 11 31,39 
10 BS 3«,S1 
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Tt^Tflit^ zugleich die Normalen der Axenebenen p^p'^p^ und zwischen den 
Winkeln, die eine Fläche h mit den Axenebenen einschliesst, besteht nach 
der Formel auf Seile 240 für : 

J=\, sin (p«) = 1, [vv^) = [hp*] 
die Relation : 

(1) i = cos2 {hp^) + cos^ (Äp2) + cos2 (hp^) 

welche aus den Winkeln zwischen h und zwei der Axenebenen den Winkel 





Fig. Ä71. Fig. 272. 

von h mit der dritten Axenebene zu berechnen gestattet. Zu diesem Zweck 
kann (1) in die logarithmisch bequemeren Formen : 

C0S2 (hp^) = — COS [(Äp2) 4- [hp^)] cos [(h p^) — (Ä/)»)] 

(1*) cos2 (A/)2) = — cos [(Äp3) + {hp^)] cos [{hp^) — (Äpi) 

C0S2 (Äp3) = _ COS [(Äpl) -t- (Äp2)] coS [(hp^) — (hp'^) 

übergeführt werden. Darauf findet man die Indices der Fläche h aus : 

(2) Ai : Äj : A3 = cos (hp^) : cos (hp'^) : cos [hp^) 

Beispiel. Zur Bestimmung der Indices einer Fläche s seien gegeben : 
(*p2) -a 570 44' i8,5", (sp^) = 740 29' 55,1" 

Man erhält : 

C0s2(*pi) = — cos 182011' 13,6". COS 160 48' 36,6" 

cos(sp<)= 0,8017839 
cos(5p2)= 0,5345233 
C0S(sp3)= 0,2672612 



Nun ist 



folglich ergiebt sich : 



3 • 0,2672612 = 0,8017836 
2 * 0,2672612 = 0,5345224 

s = 321. 



§32. 

Die perspectivische Construction desAxensystems der re- 
gulären Krystallformen ist in §3 des neunten Kapitels beschrieben worden. 
Trägt man in eine Zeichnung dieses Axensystems die Kanten des Oktaeders 
ein i so kann man leicht die Richtungen der 2-zUhligen und der 3-zähligen 
Sj^metrieaxen construiren, indem man die Mitten gegenüberliegender Kan- 
ten und die Mitten gegenüberliegender Flächen verbindet (s. Fig. 273, S. 276). 

18* 
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Sollen einfache reguläre FormeD gezeichnet werden, so bedient 
man sich zur Gonstruction des Kantennetzes an Stelle des auf 
S. 4S4 heschriebenen Verrahrens zweckmüssig folgender Methode, welche 
darauf ausgebt, zunächst sämmtlichc Eckpunkte aufzusuchen, um dann 
durch passende Verbindung derselben die Kanten zu finden*]. 

Die Eckpunkte eines Hesakiaoktaüders (A/ci), A]>Ä>i, sind von 
dreierlei Art und liegen in den dreierlei Symmetrieaxen 31, e, &. Ihre Ent- 
fernungen von dem geometrischen Hittelpunkte sind den Abschnitten gleich, 
welche die Flache hkl auf den drei benachbarten Symmetrieaxen : 

nrl = [100], «ä = [HO], 5'>=[\\\\ 
bildet. Wir wollen diese Abschnitte mit Hulfe der Transformationsformeln 1, 
S. 53, berechnen. Demgemass müssen wir an Stelle der Axenebenen ; 

pi = 100, pi = 010, p3 = 001 
für den Augenblick die Flächen: 

rfä = {e3, do}=aO, di={.i», /r'}=0lT, p» = (7C',.«ä)= 004 
als neue Axenebenen einfuhren. Die positiven Axenrichtungen und die 
Axeneinheiten sollen dagegen nach wie vor durch die Fläche 111 des 
Oktaeders bestimmt werden. Dann erhalten die neuen Indices der FIScbe 
hkl folgende Werthe: 

U \ k a 

U 1 7 A 

U T 1 . M 




10 
110 

1 T 1 



1 h 

T t k 

1 1 

T 1 1 



Die neuen Axeneinheiten verhalten sich wie die Verbindungslinie 
gegenüberliegender Ecken, Kantenmitten und Flächenmitten des OktaSdei 
d. h. wie: 



1 1 
r 1 



k-k-k 



Folglich verhalten sich di 
, e», ö» wie : 



\ Abschnitte der Fläche hkl auf den Axen 



n 



h ' h-^kk-\-k + 1 



•) Vgl. Naumann. Lehrb. d. reinen u 

**] Dieses Resultat ergiebt sich euch au 

i einer Transforraation der Indices, S. § 1 



angew.Krystallogr. Leipzig. 1830,-2, ttst. 
I den Formeln für die oeueii Axeoeif^etten 
1, Kap. 6. " 
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Wir wollen annehmen, dass die 4 -4- 4-kantigen Eckpunkte des Hexe- 
kisoktaäders (hklj mit den Eckpunkten des Oktaäders zusammenfallen; 
dann erhalten die in Rede stehenden Abschnitte die Werlhe : 

Man construirt nun die S + S-kantigen Eckpunkte des Hexakisoktaäders, 
indem man auf den S-zähligen Symmetrieaxen vom Mittelpunkte aus Strecken 
abträgt, welche sich zu den entsprechenden, vom Oktaeder begrenzten 
Strecken dieser Axen verhalten wie : 



h + k vä 

oder wie : 

U 

h + k' 

In analoger Weise findet man die 3 + 3-kantigen Eckpunkte des 
Hexakisoktaeders, indem man auf den 3-zähligen Symmetrieaxen vom 
Mittelpunkte aus Strecken abträgt, welche sich zu den entsprechenden, vom 
Oktaeder begrenzten Strecken dieser Axen verhalten wie : 



h + k + r 1/3 

oder wie : 

3Ä 



h + k + l 



i 



Hat man auf dem hierdurch vorgeschriebenen Wege die Lage der 
^6 Eckpunkte des Hexakisokta^ders in der Projection ermittelt, so con- 
struirt man durch passende Verbindung dieser Punkte die Projection des 
Kantennetzes. Will man dieses Verfahren auf die Construction des Kanten- 
öelzes einer der ttbrigen vollflächigen Formen anwenden, so sind nur den 
Indices h, k, l die entsprechenden besonderen Werthe zu geben. 

Die Eckpunkte eines Hexakistetra^ders ir(ÄfcZ), ä > ä > /, sind 
ßhenfalls von dreierlei Art. Sie liegen in den Symmetrieaxen tt und d. 
^bre Entfernungen von dem geometrischen Mittelpunkte sind den Abschnitten 
S^eich, welche die Fläche hkl auf den drei Symmetrieaxen : 

Tri = [400], s^ = [Mf], d^ = [M\] 

^Met. Wir berechnen diese Abschnitte wieder mit Hülfe der Transforma- 
'^onsformeln I, S. 53, indem wir an Stelle der Axenebenen: 

pi = 100, p2 — 010, /?3 = 001 

^^ den Augenblick die Flächen : 

d^=z {53, d^] = ITO, d^ = [ä% 7t^} = 01 T, d^ = {7t\ d^} = 01 1 

^s neue Axenebenen einführen und dabei die positiven Axenrichtungen 
^^d die Axeneinheiten nach wie vor durch die Fläche 1 1 1 des Tetraeders 
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erster Stellung bestimmen. Dann erhalten wir für die neuen Indices der 
Fläche hk l folgende Werthe : 



^00 




i h 


k \ i 




T k 1 


l 1 \ 


-h, 


; 1 


1 


1 i 


1 1 \ 




T 1 1 


1 T 1 

■ 




1 1 



= h-^k—l 



i h 


T 1 Ä: 


1 / 


i 1 


T 1 1 


T 1 



h + k + l 



Die neuen Axeneinheiten verhalten sich zu einander wie die Strecken 
von dem Mittelpunkte eines Tetraeders nach einer Kantenmitte, einem 
Eckpunkte und einer Flächenmitte desselben, d. h. wie : 

1 



1 : Va 



>3 



Folglich verhalten sich die Abschnitte der Fläche hkl auf den Axen 
Tt^j 53, (Jo wie : 

h ' h +1 — Z • A + A: + / 

Wir wollen annehmen, dass die 2 + 2-kantigen Eckpunkte des Hexa- 
kistetra^ders % [hkl) mit den Kantenmitten des Tetraeders r(111) zusam- 
menfallen. In diesem Falle haben die in Rede stehenden Abschnitte die 
Werthe : 

^' h + k — i^^' /rqpm^^ 

Man construirt nun die 3 -{- 3-kantigen Eckpunkte des Hexakistetrae- 
ders, die von zweierlei Art sind, indem man 1) auf den 3-zähligen Sym- 
metrieaxen des Tetraeders in den Richtungen nach den Flächenmitten 
dieser Form von dem Mittelpunkte aus Strecken abträgt, welche sich ^u 
den, von den Tetraederflächen bestimmten Abschnitten dieser Axen ver- 
halten wie : 



oder wie : 



h + k + l V^ 



3Ä 



h + k + r 

und indem man 2) auf denselben Symmetrieaxeb, aber in den Richtungen 
nach den Ecken des Tetraeders von dem Mittelpunkte desselben aus 
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Strecken abträgt, weiche sich zu den, von den Tetra^derecken bestimmten 
Abschnitten dieser Axen verhalten wie : 

h 



oder wie : 



1/3 : V¥ 



1 



h + k — l ' 

Die Eckpunkte eines Diploöders 7t{hkl), ä>ä:>/, sind eben- 
falls von dreierlei Art. Die 2 + 2-kantigen Eckpunkte liegen in den Sym- 
metrieaxen 7t, die 3-kantigen in den Symmetrieaxen d. Ihre Entfernungen 
von dem geometrischen Mittelpunkte verhalten sich wie die Abschnitte der 
Fläche hkl auf den Symmetrieaxen : 

TT» = [400], 50= [111] 
d. h. wie : 

h ' h + k + l 

Diese Eckpunkte werden also construirt wie die entsprechenden Eck- 
punkte des Hexakisoktaäders [hkl). Die 2 -}- 1 + 1 -kantigen Eckpunkte 
liegen in den drei Symmetrieebenen, aber nicht in Symmetrieaxen. Man 
findet sie daher erst als Durchschnittspunkte der in den Symmetrieebenen 
gelegenen und mitHtÜfe ihrer Axenabschnitte leicht einzutragenden Kanten 
des in Rede stehenden Diploäders. 
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II. Das hexagonale System. 

§ 1. Allgemeine geometrische Eigenschaften. § 2—4. Holoedrische For- 
men. § 5. Trapezoedrische Hemiedrie. § 6. Pyramidale Hemiedrie. § 7 — 
11. Rhomboedrische Hemiedrie. § 12—15. Trapezoedrische Tetartoedrie. 
§ 16. Rhomboedrische Tetartoedrie. § 17. Hemimorphe Formen. § 18— 
21. Berechnung der Axeneinheit c. § 22. Construction des hexagonalen 

Axensystems. 



§1. 

Die Formen des hexagonalen Systems besitzen eine Symmetrieaxe, 
welche in physikalischer und geometrischer Beziehung eine Hauptaxe ist. 
S»e ist entweder 6-zählig oder 3-zählig. Demgemäss sind zwei, durch ab- 
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weichende Symmetrieeigenscbalten charakterisirle Abtheilungen zu unlei 
scheiden. Obwohl die Gesammtheit der bexagonalen Formen unter eic 
gemeinsame Definition nicht gebracht werden kann, sind wir doch berec^ 
tigt, sie in ein System zusammenzufassen, da sie auf dieselben krystalV 
graphischen Axen bezogen werden können und überdies unter einander 
einem geometrischen Zusammenhange stehen, derart, dass die wenig, 
symmetrischen Forme, 
aus den bocbsl symmetn- 
sehen durch HemiMria 
oder Tetartoedrie geome- 
trisch abgeleitet werdn 






'""■-•- 


\ 


/ 






A 


f 


1 




^/. 


'■ '', 









In der zur Haupt- 
ase senkrecht steheaden 
Ebene sind drei gleidie, 
unter einander 66* ein- 
schliessende KanteDiicIh 
tungen vorhanden, die bei 
gewissen Krystallen dieM 
Systems S-zahlige Sjid- 
metrieaxen sind. Wir be- 
zeichnen sie als primlr» 
Nebeoaxea ot, ixj, o,. Ivr 
Berechnung der heiago- 
nalen Formen genUgt es, 
die Flächen derselben auf die Hauptaxe y und zwei der Nebenaxen zu b^ 
ziehen. Dabei ist indessen der Uebelstand unvermeidlich , dass in den 
Symbolen gleichwerthiger Flychen verschiedene Zahlen als Indices aufbin. 
Deshalb hat zuerst Chr. S, Weiss**) noch den Axenabschnitt auf der 
dritten Nebenaxe in das Symbol einer Flüche aufgenommen. Bezeichnen 
wir die Axeneinheit der Hauptaxe mit c, die der gleichen Nebenaxen ail 
a, so erzeugt eine Fläche, deren Abschnitte auf otj, «j, y die Werthe: 



Fig. 37*. 



hkl 
haben, worin A > A ist, auf «i den Abschnitt: 



wie aus einem, auf S. 108 bewiesenen Satze hervorgeht und auci »'^ 
Figur S74 leicht zu entnehmen ist. FUr A = A: ist x = 0, d. h. die FUche 



*) Nach Hauy, Chr. S. Weiss u. A. bilden die Fonneo der zweiten AbUHilnne 
eiD besonderes System : das rhomboedrische. 

*') Ueber eine verbesserte Methode Tür die Bezeichnung der verschiedenen fücb'" 
eines Kryatallsystemes. Abhandl. Berlin. Akad. 1816 — 17, Itf . 
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gehl der Nebenaxe a^ parallel. Für A = 2 fc ist a; = Ä und die Fläche steht 

senkrecht auf der durch y und a^i gehenden Ebene. Demnach bestehen die 

Ungleichheiten : 

2fc>Ä>fc, a;<A- 

hi dem Weiss'schen Symbol der Fläche: 



[o.aac\ 
\x' h' k' li 



folgen also auf einander der grösste, kleinste und mittlere Abschnitt auf den 
Nebenaxen. Vereinigt man die Indices dieser Fläche in ein Symbol, so er- 
hält man das von P. Groth*) vorgeschlagene Zeichen: 

[xhkl) 

Das Bra vais^sche Zeichen**) einer Fläche eines hexagonalen Krystalles 
enthält dieselben Indices wie das Groth'sche, nur in anderer Reihenfolge 
Qnd mit anderen Vorzeichen. Es 
entsprechen den Nebenaxen «3, 
^1, ^2 die Bravais'schen Axen 
f^i V) t (s. Fig. 875) . Demgemäss 
^st also bei der UeberfUhrung des 
Symbols xhkl in das entspre- 
chende Bravais'sche nur die 
Reihenfolge der ersten drei Indi- 
ens und das Vorzeichen eines der- 
selben abzuändern : 

^hkl=^UQöhl Bravais***) 

Wir haben in dem hexago- 
y^^len Systeme ebensowenig wie 

^o einem der übrigen Systeme eine Veranlassung gefunden, die älteste, 
^on Weiss begründete Reihenfolge der Axen abzuändern und bedienen 
^1^ daher in der Folge ausschliesslich der auf die Weiss 'sehen Axen be- 
logenen Indices. 

BieHalbinmgslinien der von den primären Nebenaxen eingeschlossenen 

^^inkel, welche für gewisse hexagonale Krystalle ebenfalls 2-zählige Sym- 

*öelrieaxen sind, bezeichnen wir als secundäre Nebenaxen ß^^ ß^^ ß^. Wir 

Nehmen an, dass die Abschnitte auf den Axen ß gemessen werden durch 

die Länge 6, welche man auf einer Axe ß erhält, indem man durch die 

Endpunkte der Längeneinheit a auf den, diese] Axe einschliessenden 

primären Nebenaxen Parallelen zu den letzleren legt (s. Fig. 274, S. 280). 




Fig. 276. 



I 



*) Ueber die Bezeichnung der hexagonalen Krystallformen. In : Tschermak's Mine- 
^og. MiUh. 4874, 228. 

^) Et\ides cristallographiques. Journ. de r^cole polytechn. 1851. t. XX, cahier 
^XlV,p. -ijo, 426, 129, etc. PI. XI, Fig. 1, PI. XII, Fig. 11. 
***) Vgl. Kap. XX, $ 6. 
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Demnach ist: 

Die Abschnitte der Fläche [xhkl) auf den Nebenaxen ß^, /?2, ßz liegen 
beziehungsweise zwischen den Abschnitten auf: 

«3 und «1, d. h. zwischen y und 



k, h — k 

«1 und «o, d. h. zwischen t r und -r 

^ ^' h — k h 

«2 und «3, d. h. zwischen -r und -r 

Daher haben diese Abschnitte nach einem auf S. 108 bewiesenen Satze 
die Werthe : 

b b b 

h — W 2h — V h + k 

worin der erste Werth negativ ist, dah<^2k. Vereinigt man die Alv- 
schnitte der Fläche auf sämmtlichen Nebenaxen und auf der Hauptaxe zu 
einem Symbol, so erhält man das von Chr. S. Weiss eingeführte, für die 
geometrische Betrachtung nützliche »vollständige« Zeichen der Fläche [xhkl): 

f b a b a b a c\ 

Xh^Jk ' IT^k '' %h — k • h * F+1 ' ft ' 7/ 

Hierin ist der Index in Bezug auf eine Axe ß gleich der Summe der 
Indices in Bezug auf die beiden benachbarten Axen a und der Index in 
Bezug auf eine Axe a gleich \ der Summe der Indices in Bezug auf die 
beiden benachbarten Axen ß. Sind zwei von den, auf die Nebenaxen be^ 
züglichen Indices gegeben, so können die anderen vier berechnet werden. 

Ein hexagonaler Krystall besitzt eine geometrische Gonstante: das 
Verhältniss der Axeneinheiten a : c. Die trigonometrischen Functionen der 
Flächen- und Kantenwinkel, ausgedrückt durch die geometrische Gonstante 
und die Indices, erhält man aus den allgemeinen Formeln in § 7 — 8 des 
sechsten Kapitels, indem man setzt : 

a^ = f*2 = ^ > a3 = c 

[Tt'^Tt^) = [7t^ 7t^) = 900, (j^l ^2) = 600 
Cii = C22 = C33 = 1 



^23 ^31 ^? 


C12 — h 


^11 —^22 — ^ 


^33 — |- 


^23 — ^31 — Ö, 


A2— i 


^ -l 





Dann ist: 

3 

«k=: 1 
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i J; 



*:t *':t 



2 ^ hih\ = A,A', + A,A', + I ULI» _ I |A,A', + A,A',) 

= j^ (acc(«A,A', + 8A,A', - A,A', - A,A',) + 3A,A',} 

folglich: 

(1) m(Tft,ft,ft;T'ft^y,ft^)-'"'^<'^^''+^*'*^~^'^|i''~*»^''^+^*''*'» 



worin : 



H =4CC(A,Ä|+Ä2Ä2 — Ä|Ä2)+3Ä3Ä3 

tf' = 4cc (A'iA', + A'jA'j — A', A'j) + A'jA'a 



* „' f f L» 



sin (xA| Aj A3 .t' A'i A'2A'3) 
__ 2cV3"V^^)t(AA^)i +(AA^)2(AA-)2 + cc{hh'),(hh% + {hh'U(hh')^ 

(S) lan(irAi AjAß^cc' A', A'jA'j) 

_ 2cl/3l/(AA^)t(Ay)i +(AA^)2(AA^)2 + cc{hhy,(hh'U +(hh'U(hh')^ 
2cc(2 A|A'| + 2A2A'2 — Aj A'2 — ^2^\) "H ^^^'3 

Hieraus ergiebt sich^ dass dio trigonomct rischon Functionen der 
Flächenwiokel aus der Zone der Hauptaxe Quadratwurzeln aus rationalen 
Wahlen sind. Denn es ist : 

2 A] A I + 2 A2 A'2 — Aj A'2 — A2 A j 
iV(ht A, + Aj A, — A, A,) (A'i h\ + h\ A'j — h\ h\) 



i»8(a;A,A,0*x'A',A',0) = 



{i]sx 



sin 



= V3- 



Ai A'2 — A2 A'i 



Um 



2K (Ai Ai + A2A2— A| A2) (A't A'i + A'j A'j— A't A'J 

_ ^3 A*'2 ~ ^2 h\ 

2Ai A'i 4" 2A2 A'2 — Aj A'2 — A2A'j 



Zu jeder Fläche aus der Zone der Hauptaxe ist in dieser Zone eine senk- 
rechte Fläche krystallographisch möglich ; denn es ist : 



veno: 
der: 
h. w^enn: 



tan (acAi Aj 0*a?' A'^ A'2 0) = tan 90« = 00 

2 A| A'i + 2 A2 A'2 — Aj A'2 — A2 h\ = 

A', (2 Ai — A2) + A'2 (2A2 — A,) = 

A'i == Ai — 2 A2 
A'2 = 2Ai — A2 



t. — Für den Winkel, den eine Fläche mit der Basis einschliesst, er- 
\\i man : 
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cos(000ra;Ä,Ä2A3)= V^ 



(6) sin 



tan 



r 4 cc (Äj Äj 4" ^ ^ — hl Ä2) + 3 A3 A3 

9icVhihi + A2Ä2 — h^ 
Vi cc (Ai Ai + A2 A2 — Ai A2) 4- 3 A3 A3 

2 c VAj Aj + A2 A2 — Aj A2 



Da hierin (iie Quadratwurzeln stets mit positivem Vorzeichen zu ne 
men sind, so ergiebt sich aus der letzten Formel ein einwerthigerAu 
druck für die Axeneinheit c durch die Indices einer Fläche A und die Ta 
gente des Winkels zwischen dieser Fläche und der Basis : 

,„, ^hn tan (OODI^ojAi A2 Ao) 

(7) c=yz , 

2 VAj Aj -|- A2 A2 — Aj A2 

Zwischen den Winkeln, welche eine Fläche A einerseits mit der Basi 
andererseits mit einer Fläche h' aus der Zone der Hauptaxe einschliesj 
besteht eine Beziehung, die man mit Vortheil zur Berechnung der Axe 
einholt c verwenden kann (vgl. den folgenden § 48). Es ist: 

/«x / />/ w /vA , , , N c(2Ai A'i + 2AoA'2 — Ai A'2 — AoA 

8 cos (T A'iA'20 ojAi A2A3 = ; ' ^^ ^ ^ ^ ^ ^ 

^ ^ ^ ' ' ' ^ '^ V[h\h\ + A'2 A'2 - A'i A'2) H 

2 Aj h\ + ^h^h'i — Aj A'2 -^ h2h\ ^ 

^ y (Ai Aj -f- A2 Ä2 — Ai A2) (A'i h\ + A'2 A'2 — A'i A'2) 



Erste Abtheilnng. 

Die hierher gehörigen Krystailformen sind durch das Yorhandensei 
einer 6-zähligen Symmetrieaxe charakterisirt. 

A. Holoedrische Formen. 

§2. 
Die vollflächigen Formen des hexagonalen Systems besitzen ein Gen 
trum der Symmetrie und 7 Symmetrieaxen : ausser der 6-zähligen Haupt 
axe y noch 3 + 3 2-zählige Nebenaxen a^a 20^3 und ßiß^ßz 7 welche auf 
senkrecht stehen und die Winkel : 

(a2«3)=- • •=(/^»/^3)=- • - = 600, (ai/Ji)=-- -=300 . 

einschliessen. Demnach sind die auf diesen 7 Axen senkrecht stehend< 
Ebenen Symmetrieebenen. 

Die Symmetrieaxen bilden 24 Winkelräume, in denen : 

(a /?) = 300, [ß y) = (y «) = 900 

cos [aß] = -J-V^, cos [ßy] == cos (y a) = 
sin [aß) = \ , sin' iß y) = sin (y a) = 4 



§ 2 — 4. Holoedrische Formen. 
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so dass : 



sin^ {aßy) = 



\V3 1 
4 



1 

4 



Zu einem Flächenpol xhkl, x = h — k, 2Ä > Ä > ä, gehören 23 
gleichwerlhige Pole (vgl. die stereographische Projection auf die Ebene der 




JIOO 

Fig. 176. 

Nebenaxen Fig. 276). Die allgemeinste Form wird also von 24 Flächen be- 
grenzt. Sie wird dihexagonale Pyramide genannt und führt das Sym- 
bol {xhklj. Sie besitzt 36 Kanten (s. Fig. 277, S. 286) . Von diesen liegen 
^8 in der horizontalen Hauptsymmetrieebene {a/?}, 42 in den primären 
Symmetrieebenen {ya} und 42 in den secundären Symmetrieebenen 
Ifß], Wir bezeichnen diese Kanten beziehungsweise mit C, rj^ ^. Sie 
sUiSsen in 44 Ecken zusammen : zwei 6 -j- 6-kantigen an den Enden der 
Bauptaxe, sechs 2 4- 2-kantigen an den primären und sechs 2 + 2-kan- 
ti^en an den secundären Nebenaxen. Die 24 begrenzenden Polygone sind 
ungleichseitige Dreiseite. 

Für die Cosinus der Flächenwinkel einer dihexagonalen Pyramide er- 
hält man aus Formel (4), Seite 283, wenn man: 

{^ = {xhkl"xkhl) 
(rj) = {xhktkhxl) 

{i) = {xhktxhkJ) 
setzt : 
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005(1) = =!~^j ^ 

_ icc{hh+ihk — ikk)+3U 

N 

4cc(tH —kk + kk)—3ll 

X 



cos {t}) = 
coa(£) = 



Daraus fol^t : 



N= icc{hh — hk + kk} + 3ll 



(S^ 3cc[ l,-k}' 
2 JV 



« (»i — ft|' 



-f=^ 



Aus der Formel auf Seite 210 ergiebt sieh folgende Relation zwischen 
den Flachenwinkeln*): 

n'fismiS) 
8 2 




(|l + sm=®+tV3.i 



Dibexagonale Pyramiden, 
bei denen (^ := {»;) ist, sind 
als Kry stall formen unmög- 
lich; denn, wie aus (4) her- 
vorgeht, mUssle in diesem 
Falle: 

h_ i±VZ 
k~ i 
also irrational sein. 

Ptlr die Grenz werthe von 

k reducirt sich die Anzahl der 

gleichwerthigen Flachen auf 

ii: für h = k erhalt man 

eine hexagonale Pyramide 

erster Ordnung (OA&Q, ßir 

h ^ik eine hexagonale Py- 

ramide zweiler Ordnung (k ■ ik ■ k ■ l). Ist /^ 0, so entstehen dihexago- 

nale Prismen [xhkO), das hexagonale Prisma erster Ordnung (0110) und 

das zweiter Ordnung (1210). Für A = A: = resultirt die Basis (OOOI). 

Hexagonale Pyramide erster Ordnung [Ohhl] — wird von 



Fig. 377. 



*) Tb. L. Zeitschr. f. Krystallogr. 1S80, 4, 369. 
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zwölf gleichschenkligen Dreiseiten umschlossen (s. Fig. 278) , deren Ebenen 
deo primllren Nebenaxen parallel laufen. Von den 18 Kanten liegen 6 in 
der Hauptsymmetrieebene und 42 in den primären Symmetrieebenen. 

, , %cchh + 3// 



cos (C) = 



4 



icchh — ^ll 
4ccAA + 3/Z 

4sin2^ + sin2|l 



3 = 4 cos (i/) + cos (C) 

Ist h^ ly so ist die hexagonale Pyramide (Oh hl) stumpfer, resp. spitzer 
als die Grundform (0441). 

Hexagonale Pyramide zweiter Ordnung [Je • 2fc - k - l) — 
^^ird ebenfalls von zwölf gleichschenkligen Dreiseiten umschlossen (siehe 





Flg. 278. 



Fig. 279. 



Fig. 279) ; die Ebenen derselben gehen aber den seeundaren Nebenaxen 
parallel und die Endkanten liegen in den seeundüren Symmetrieebeneu. 

,^, 2>cckk + // 

""^ (^' = kcckk + ll 

4 =4sin2'|l + sin2i|) 

3 = 4 cos (I) + cos (C) 

Ist Ar ^ /, so ist die Pyramide [k - %k - k - l) stumpfer, resp. spitzer 
als die primäre hexagonale Pyramide zweiter Ordnung (424 4). 

Dihexagonales Prisma (aöÄfcO), (r = Ä — Ä:, 2Ä\>A>>A', — wird 
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von 1 8 der Hauptaxe parallelen Flachen gebildel (s. Fig. 280) , deren W 
unabhängig von dem Werthe c sind. 

,^ hh + ihk — ikk 

cos(g= — 



cos (jj) = 



! (ftft — A* + *t] 
— hh + ihk — kt 
l{hk — hk + kkj 
Aus Formel (3), Seite 286, ergiebt sich : 

< _ 4 sin' 'I + » sin' '|' + » VI sin ^ sin fj 



,|_>^sln| = 



:2sinM 



(S + H = 60» 

Hexagonales Prisma erster Ordnung [0110] — wird 



Fig. 2S0. 



Fig. 38t . 



Fig. as«. 



sechs der Hauptaxe und je einer primären Nebenaxe a parallelen Fli 
gebildet (s. Fig. 284). 

Hesagoual 65 Prisma zweiter Ordnung (1210) — besteh 
den sechs der Hauptaxe und je einer secundaren Nebenaxe ß paral 
Flächen (s. Fig. 282). 



Die Basis (0001) erscheint in Corobinatiouen mit den übrigen einü 
Formen durch ein Sechsseit . oder ZwUlfseit begrenzt (Fig. 280, 284, 
285, 295). Ein hexagonales Prisma stumpft die Miltelkanten einer 1 
gonalen Pyramide derselben Art, dieMittelecken einer hexagonalenPyra 
der anderen Art und die abwechselnden Hitteleckeo einer dihexago 
Pyramide gerade ab. Fig. 283 und 28i stellen die Combinatipn des Pr 
erster Art mit einer Pyramide erster und zweiter Art dar. Ein dil 
gonales Prisma bildet an einem hexagonalen Prisma erster oder av 



1» 
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Art Zoschärfungen der Kanten. Fig. 285 stellt eine am Beryll auftretende 
CombinatioQ der Prismen (4320) und (0410) mit der Basis (0004) dar. 

Zwei hexagonale Pyramiden derselben Ordnung bilden horiiontale 
Combinalionskanlen (s.Fig. 286). Treten zwei bexagonale Pyramiden ver- 






schiedener Ordnung in Gombination, so erscheinen die Flücben der einen 
anfdie Kanten der anderen gerade aurgesetzt [s. Fig. 287). 

Zwei dibexagonale Pyramiden haben dieselbe Basis, wenn ihre Symbole 




Fig. «8«. 



Fig. 3B7. 



Fig. sas. 



^hkl) und {xhkr) sind, worin l' ein rationales Vielfaches von / ist. Treten 
iwei solche Pyramiden in Combination, so bilden sie horizontale Combina- 
'ioBskanten (s. Fig. 288) . 

Jeder hexagonalen Pyramide kfinnen zwei andere bexagonale Pyramiden 
nmgesthrieben und eingeschrieben werden. Setzen wir die Abschnitte 
^mr drei Formen auf den Hauptaxen einander gleich, so sind die Quer- 
Kbnilte in den Hauptsymmetrieebenen der beiden letzteren Formen dem 
Querschnitt der ersteren Form umgeschrieben und eingeschrieben (siehe 

l<tebiieli, a>oii«tr. KrjitallDgT. |9 



^90 
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Figur 289) . Die Flachen der umgeschriebenen oder nächst stumpferen 

Pyramide stumpfen die Endkunten der j^egebeuen gerade ab; die Endkanten 

der etageschriebenen oder nüchsl spitzeren Pyramide werden von den 

Flachender gegebenen Pyramide 

gerade Hbgeslumpft [s. Fig. ä90 

und 291). 

Wir leiten die Symbole der 
in Rede stehenden Formen ab 
und gehen dabei aus von der 
hesagonalen Pyramide erster An 
(OAA/). Die über «j gelegene 
Endkanle ^ derselben wird ge- 
bildet von den Flächen Okhl 
und khOl und demnach gerade 
abgestumpft von der Fläche 
h ■ ik • k ■ il der umgeschrie- 
benen Pyramide zweiter Art: 
Ih 2h h 21) 
Die oben rechts Über /!jj 
gelegene Endkante ij der ein- 
gescbriebenen Pyramide wird 
'''S***- gebildet von den Flachen: 

M ■ 2u ■«■ V und ü .u-2uv, 
worin u und v dadurch bestimmt sind, dass die Fläche Okhl der gegebenen 
Pyramide die Kante i; gerade absluinpfen soll.. Dann ist: 






= A, V + V!= l 

h _l 
'3' " 2 
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Die eingeschriebene Pyramide ist also ebenfalls zweiter Art und 
trägt das Symbol : 

{2h 4/1. 2h ' il) 

Hieraus ergiebt sieh, dass insbesondere der Grundform (0411) die 
Pyramide (1212) umgeschrieben und die Pyramide (2423) eingeschrieben 
ist. Die letzteren beiden Formen finden sich z. B. am Beryll. 

§4. 

Wir wollen jetzt die Formen, welche in die Endkantenzonen der 
hexagonalen Pyramide (Ohhl) gehören, aufsuchen. Die über der 



JUL## 



S110 



Z0J0 



laa^?— 




ofl20 



•Xf 



Nebenaxe ct^ gelegene Endkante wird gebildet von den Flächen ^ ^ / und 
h^hl (s. Fig. 292) und hat daher die Indices: 

hhl 



0hl 



==[0/Ä] 



In die Zone dieser Endkante fallen also zunächst die Prismenflache 1100 
und deren Gegenfläche TTOO. Dieselbe Endkante wird gerade abgestumpft 

durch die Fläche A • A • 2Ä • 2 / der umgeschriebenen oder nächst stumpferen 

Pyramide : 

(A . 2Ä -Ä . 2/) 

Durch die Zone der in Rede stehenden Endkante und der ihr benach- 

4 9* 



292 



Vierzehntes Kapitel. 



baiieo, über deo Nebeoaxen cr^ und — Oi gelegenen Endkanten der Pyru 
mide [Ob hl) sind die Flachen: 

h-ih-h- lundthk -h- l 
der Pyramide: 

{h-%h -k- l) 
bestimmt (s. Fig. 293) . Wir bedienen ans der KUrze wegen für dies 
Flächen der Bezeichnungen: 

g = {i<Hi, s = k ■ 2h ■ k ■ l, r = Qhhl, 5 = Ä-A 2A-2/, 
p = ftOA/, s' = %h-lfh-l, 3' = n00 
Die Flache einer dihesagonaten Pyramide {x' h' k' C] , welche der v 
Bede stehenden Zone angehören und zwischen der Prismenfläche g un 

der Flüche s liegen soll 
bat, wie ein Blick au 
Fig. 276 lehrt, da 
Symbot k'k'x't'; als 
müssen ihre Indices di 
Bedingung erfüllen : 

oder: 

(1) l{h'—k'} = hl 
Eine zwischen dei 
Flächen s und r in de 
fraglichen Zone ge 
legene Flache hat da 
Symbol x'k'k'l'j als 
unterliegen ihre IndL 
ces der Bedingung: 




oder: 

12] 



oA' — ik' + kr : 



= 



Ik' ^hl' 

Zwischen r und ^ liegen Flachen mit dem Symbol x' k' h' t' , wobei: 
OÄ' — tk' -\- hl' = 
oder: 
(3) lh' = hl' 

Die Indices der zwischen ^ und p, p und s', s' und g' gelegene 
Flachen mit den Symbolen k'cc'h'l', h'x'k't', h'k'x' l' mUssen die Bedin- 
gungen (3j, (2), [1) befriedigen. Die dihexagonalen Pyramiden, derei 
Flijchen zwischen r und ^, ^ und p liegen, treten in ihren Combinationei 
mit der Pyramide (Qhhl) als Zusehe rfun gen der Endkanten derselben au 
(vgl. Fig. 29ij ; bezeichnet man das aus (3) folgende Verhallniss ; 

a; _ r _ 
k i ^ 
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so ist das allgemeine Symbol dieser Formen : 

(ph — k' ' vh ' k' ' vi) 

Hieraus erhält man für >/ = 2, k' = h die Fläche § der umgeschrie- 
benen Pyramide (Ä • 2Ä • Ä • 2/) und für it' = 1, A' = Ä die Fläche r der 
Pyramide [Oh hl), > 

Setzen wir A == ä: = / = 1 , so erhalten wir aus (1) , (2) und (3) die Sym- 
bole der dihexagonalen Pyramiden, welche in die Endkantenzonen 
der Grundform (Olli) fallen. Es liegen zwischen dem Prisma erster 
Arl(1100j und der in abwechselnde Endkantenzonen der Grundform fal- 
lenden hexagonalen Pyramide (1211) die dihexagonalen Pyramiden: 

(h — k'h'k'h — k) 

zwischen (1211) und der Grundform (Olli) die Pyramiden: 

(h — k'h^k'k) 

zwischen der Grundform und deren erster stumpferer Pyramide (1212) die 
Pyramiden : 

[h — k'h'k'h) 

Wir wollen noch angeben , in welcher Weise die Berechnung der 
dihexagonalen Pyramiden aus den Endkantenzonen der Grundform (Olli) 
mit Hülfe der Formeln (3) und (4), Seile 40—41, auszuführen ist. Wir 
setzen: 

h = g=\\00, Ä' = r==0111, Ä" = 5 = 1211 
so dass : 

Ä, Ä2 A3 = 1 00, A'i Ä'2 A'3 = 1 1 1 , h\ h'\ h\ = 211 

Dann ist der Werth des Doppelverhältnisses : 

Sl = (AÄ'A"Ä'")= [grsh'") 
ausgedrückt durch Indices für e = d = 3 : 

_ h^h"2 — h2h'\ h\h"\ — h'^h"\ _ h"\ — h"\ 
h\ h'\ — h'^K j A| h' \ — h2h' \ h''^ 

^nd daraus folgt : 

1 +21 = ^ ' 



h'" 



2 

Sind die Indices der Fläche h"' bekannt, so berechnet man den Winkel 
zwischen dieser Fläche und der Prismenfläche g nach dem auf Seite 40 be- 
schriebenen Verfahren aus der Formel : 

(I) cot iah"') = ^-^f-^ cot lar) + ^ '-y coi(gs) 

Sind die Winkel zwischen der Fläche A'" und den Flächen g, r, s be- 
tanot, so findet man die Indices von h'" nach der auf Seite 41 angegebenen 
Äegel aus der Formel : 

' ' ^ sm (r5) • sm [gh ] 
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Je nachdem die Fläche ä'" zwischen den Flächen g und s, s und r, 
r und ^ = T122 liegt, ist in (1) und (2) zu setzen : 

h"\ h*'\h"''^ z= hxl 
= hkl 
= khl 

Beispiel. Am Beryll treten mehrere dihexagonale Pyramiden aus den End- 
kantenzonen der Grundform r (a : c = i : 0,49886) auf. Zwi- 
schen dem Prisma g = (1100) und der Pyramide zweiter Stel- 
lung 5 = (1211) liegen: 

(1321), (1431), (1871), (1.12.11.1), (1- 14- 13.1), 
(I • 20 • 19 . 1), (2 .13 .11-2) 

Zur Berechnung der Indices einer Fläche V" sei gemes- 
sen der Winkel: 

(V"*)= 140 28' 40" 

Aus dem angegebenen Axenverhältniss findet man : 

[gs)^ 520 n' 22", («r)= 230 ^5' 34" 
so da SS: 

[gh'") =^{gs)-{- [sh'") = 370 48' 42" 

(rh"') = {rs)-^{sh"') = Zl 44 11 
Demnach ist nach (2): 




220Z 



Jtiffü 




azzo 



Fig. 295. 



h"\ 



."/, 



sin 52017' 22". sin 37044' 11" .... 

Ä Q = 1- 1 : 1:1 N 

^ sin 23 15 31 . sin 37 48 42 ^ 

= 3,00002 : 1: 1 
= 3:1:1 

Die in Rede stehende Fläche gehört also der dihexagonalen Pyramide (1321) 
an (s. Fig. 295). 

Umgekehrt findet man : 

(h'"s)^(sg)-\-(gh'") 
und nach (1): 

cot ig h"')= 2 cot(öfs)— cot(ö'r) 

= 2 cot 520 17' 22" — cot 750 33' 53" 

{gh'"} = 370 48' 43" 



B. Trapezoedrische Hemiödrie. 

§5- 
Die trapezoedrisch-hemiödrischen Formen des hexagonalen Systems 
besitzen eine 6-zählige Hauptaxe und zu dieser senkrecht stehend sechs 
2-zählige Nebenaxen wie die holoädrischen Formen; sie unterscheiden sich 
von den letzteren durch das Fehlen des Centrums der Symmetrie und der 
Svmmetrieebenen. Flächen, deren Pole in benachbarten Sectoren der 
Fig. 296 liegen, sowie eine Fläche und deren Gegenfläche sind demnach 
unabhängig von einander. Daraus folgt, dass die allgemeinste Form dieser 
Gruppe geometrisch aus einer dihexagonalen Pyramide hervorgeht, indem 
die abwechselnden Flächen derselben verschwinden und die übrig blei- 
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benden sich ausdehneo. So oalstebeu aus der Pyramide [xhkl] Fig. 398 
die correlalea PormeD Fig. 297 und Fig. 399, wolclte Naumann hexa- 




Fig. 398. 



gon ale Trapezoöder genannt hat. Von zwei Flüchen der Pyramide, 
welche über einem oberen Sextanten der Nebenaxen «, ajOg liegen, eut- 




halt das eine Trapezoeder die rechleo (in Fig. 298 weiss gelassenen), das 
andere die linlten (schraffirlen) Flächen. Demnach bezeichnen wir diese 
Farmen ais'. 
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rechtes Trapezoöder r^[xhkl) Fig. 299 
linkes Trapezo^der ri[xhkl) - 297 

Correlate Trapezo^der sind enantiomorph , da sie kein Centrum 
und keine Ebene der Symmetrie haben und eines das Spiegelbild des an- 
deren ist. Ein Trapezoäder besitzt 12 gleiche Endkanten a und 6 -|- 6 
Seitenkanten ju und v. Aus (1), Seite 283, erhält man: 

, , 2cc(ÄÄ — M + Äft) + 3// 
cos [a] = 

cos (jU) = 





N 






2 


cc(—hh + khk 


kk)- 


— 3// 




N 






2 


cc(hh + ihk — 


ikk) — 


■3» 



COS {v) = ^^ 



worin 



iV=4cc(ÄÄ — ÄÄ + kk) + ^ll 
gesetzt ist. Hieraus folgt: 

^ (* p h. k 

COS (a) + cos (/i) = — ^ 

(^) c(h + k) 

(p) Vdch 
cos -^ = -_ 

Demnach besteht die Relation : 

cos (or) + cos (|u) = 2 cos M \VJ cos -|^ — cos -^1 

Die übrigen einfachen Formen dieser Gruppe unterscheiden sich geo- 
metrisch nicht von den entsprechenden holoedrischen Gestalten. 



C. Pyramidale Hemi6dr!ie. 

§6- 
Die Formen dieser Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie, eine 
einseitige 6-zählige Hauptaxe und eine zu dieser senkrecht stehende 
Syrametrieebene. Sie unterscheiden sich also von den holoedrischen Formen 
geometrisch durch das Fehlen der verticalen Symmetrieebenen und der 
2-zähligen Symmetrieaxen. Die in benachbarten Sectoren der stereogra- 
phischen Projection Fig. 300 liegenden Flächenpole sind demnach unab- 
hängig von einander, aber zu jeder Fläche gehört eine Gegenfläche. Hier- 
aus folgt, dass die allgemeinste Form eine hexagonale Pyramide ist, 
die man geometrisch aus einer dihexagonalen Pyramide dadurch ableiten 
kann, dass man die an abwechselnden Seitenkanten der letzteren gele- 
genen Flächenpaare fortlässt oder allein übrig behält. So entsteht aus den 
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in Fig. 301 weiss gelasseneo Flachen die Pyramide Fig. 302, deren Quer- 
schnitt ein regelmässiges Secbsseit ist, welches zwischen die Querschoilte 




der Pyramiden erster Art uud der Pyramiden zweiler Art falll (s. Fig. 303}. 
Man nennt daher die neue Form eine Pyramide dritter Art oder der 





Zwischanslellung. Die in Fig. 30t schraffirten Flüchen umschliessen eben- 
falls eine Pyramide dritter Art; sie kommt mit der vorigen durch eine 
Drehung um 180* um eine der Nebenaxen a oder ß zur Deckung. Von den 
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Flächen einer dihexagonalen Pyramide, welche über den oberen Sextanten 
der Nebenaxen a, «2^3 liegen, enthält die eine der aus ihr hervorgehenden 
Pyramiden dritter Art die rechten^ die andere die linken Flächen. Man 
unterscheidet daher correlate Pyramiden dritter Art als : 

rechte Pyramide dritter Art 7t^,[xhkl) Fig. 302 
linke - - - 7ti[xhkl) 

Da die Uauptaxe einseitig ist, so hat diese Unterscheidung nur für 
eine bestimmte Stellung derselben Gültigkeit. Die Flächen einer hexago- 
nalen Pyramide dritter Art sind gleichschenklige, aber krystallographisch 





Fig. 304 



Fig. 303. 



unsymmetrische Dreiseile. Die 12 gleichen Endkanten a fallen zwischen 
die sechs durch die Hauplaxe und je eine der Nebenaxen gelegten Ebenen. 
Aus (i), Seite 283, erhält man : 

%cc[hh — hk + kk)+ Sil 



cos [a) = 
cos (Q = 



N 

!^cc{hh — hk + kk)— 311 

N 



worin : 



N= kcc [hh — hk + kk) + 3// 

gesetzt ist. Daraus folgt: 

cos (^) + 4 cos [o] = 3 

Ist/ = 0, so entstehen zwei correlate hexagonale Prismen 
dritter Art oder der Zwischenstellung : 

7r^(ccÄA0), 7ti[xhk^) 

Die übrigen einfachen Formen dieser Gruppe unterscheiden sich nur 
durch ihre, erst in den Combinationen mit den schon genannten Formea 
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hervortretenden krystallographischen SymmetrieverhältDisse von den der 
Gestalt nach mit ihnen Übereinstimmenden holoedrischen Formen : den 
hexagonalen Pyramiden erster und zweiter Art : 

7r(0ÄÄ/), 7r(Ä . 2Ä. Ä . /) 

dem hexagonalen Prisma erster und dem zweiter Art und der Basis : 

7ir(0110), 7r(l210), 7r(0001) 

Fig. 304 stellt einen Apatilkry stall mit folgenden einfachen Formen dar: 

Basis 71 (0001) 

Prisma erster Art tt (OHO) 
Pyramide erster Art n(OiM] 

- 71(022«) 
zweiter Art 7r(i2H) 

Rechte Pyramide dritter Art 7r,.(182<), schiefe Abstumpfungen der rechts über 
einer Prismenfläche liegenden Combinationskanten von 7t{0i\0) und 77(1211} bildend. 

Linkes Prisma dritter Art ttj (1320), die Kanten des ersten Prismas derart schief 
abstumpfend, dass die stumpferen inneren Flächenwinkel an den Combinationskanten 
links von den Flächen des ersten Prismas liegen. 

Geht man von der Grundform 7r (Olli) aus, so sind, wie aus der Figur zu er- 
sehen ist, alle Flächen mit Ausnahme des Prismas dritter Art durch Zonen bestimmt. 



Zweite Abtheilung. 

(Rhomboedrisches System.) 

Für alle Formen dieser Abtheilung ist die Hauptaxe eine 3-zahlige 
Symmetrieaxe. 

D. Rbomboedrische Hemiödrie des hexagonalen Systems. 

(Holoedrische Formen des rhomboedrischen Systems.) 

§7. 

Die Formen dieser Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie, vier 

Symmetrieaxen : eine 3-zählige Hauptaxe y und drei gleiche 2-zählige, 

auf y senkrecht stehende, unter einander 60 ^ einschliessende Nebenaxen 

«iö2«3 und drei gleiche Symmetrieebenen, welche sich in y schneiden und 

beziehungsweise auf a^ ^2^3 senkrecht stehen. 

Stellen wir die rhomboedrischen Formen so, dass a^ 02 cc^ mitdengleich- 
i^amigen Nebenaxen der Formen aus der ersten Abtheilung zusammenfallen, 
so entsprechen den Schnittgeraden der drei Syrametrieebenen mit der auf 
y senkrecht stehenden Ebene die Nebenaxen /?, ^2 ßs ^^^ letzteren Formen 
(s.Fig. 305, S. 300) . Wir bestimmen die Lage der Flächen rhomboödrischer 
Formen durch ihre Abschnitte auf den Axen a, «2 «3 und y. Um dann das 
Symbol der rhomboödrischen Form, welche von den mit der Fläche [xhkl) 
gleich werth igen Flächen gebildet wird, von dem Symbol der vollflächigen 
hexagonalen Form [xhkl) zu unterscheiden, soll die Charakteristik ^voran- 
gestellt werden : 

Q(xhkl] 
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Unter deo von den Nebenaxen a, a^ 03 in ihrer Ebene gebildeten 
Sextanten sind nur die abwechselnden einander gleich. Die in Fig. 305 
schraffirten Sextanten und die ihnen diametral gegenüberliegenden sollen 
inverse genannt werden, wahrend die weiss gelassenen und die ihnen 
diametral gegeDüberliegenden als direele bezeichnet werden solleo. 

Die Symmetrie Verhältnisse bedingen, dass zu dem Flachenpot xkkl, 
2 1 >. A > ft, k\ gleichwerlhige Flaehenpole gehören : 
. xhkl, xkfil, hkacl, khxl, kxhl, hxkl 

' ' xkkT, xkkT, hkxJ, khxl, kxhl, hxkl 

welche sämmtlich Über den inversen Sextanten liegen. Daher heisst die 




von den entsprechenden Flächen umschlossene Form ein inverses 
SkaleooSder e,(a;ftÄ:;). Die Flachen: 
,.. xkJl, xkhl, kkxl, khxl, kxhl, kxkl 

* ' xhkJ, xkhl, hkxl, Ihxl, kxkl, hxkl 

deren Pole über den directen Sextanten liegen, bilden ein direcles 
Skalenoeder q^[xhkl) (Fig. 306). Diese beiden Formen unterscheiden 
sich geometrisch nur durch ihre Stellung von einander : nach einer Drebaog 
um 60° oder \ SO'' um die llauptaxe fallt die eine mit der anderen zusammen - 
Aus dem Vergleich der Figuren 276 und 305 ergiebt sich eine geo- 
metrische Beziehung zwischen den holoedrischen und den rhomboedrisch— 
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hemiedrischea Formen des hesagonalen Systems: lässt man in einei* 
dihexagonalen Pyramide die über abwechselnden durch die Axea aj 1x20» 
und y bestimmten Dodekanlen gelegenen Flachenpaare fori, so bilden die 
Übrigbleibenden Flacbenpaare ein Slcalenoeder. Auf diese Weise enlslebl 
das Skalenoeder Figur 307 aus der dibexagonalen Pyramide Figur 308, 
wenn die schrafßnen Flüchen der letzteren fortfallen. Stellen wir uns vor, 






Fig. 106. 



Fig. s«7. 



Fig. 108. 



dass die Nebenaxe a^ auf den Beobachter zulaufe, so enthält das inverse 
Skalenoeder ^^{xhkl) das obenrechts von a^ gelegene Flachenpaar, da 
direcle Skalenoßder q^ [xkkl] dagegen das obenlinks liegende Fläcbenpaar 
derdibexagonalen Pyramide {xhkl). 



Skalenoeder e(a!A&i),a: = A — k, 2A\>A>ft, — wird begrenzt 
'|>D 18 ungleichseitigen Dreiseiten, welche in 18 Kanten an einander stossen; 
VOD den letzteren liegen die IS Endkanlen in den Symmetrieebenen. Nur 
<lie abwechselnden Endkanten sind gieichwerlhig ; die 6 längeren.^ ent- 
^precben abwechselnden Kanten $ der dihexagonalen Pyramide {xhkt)\ die 
^ kürzeren sollen mit ä bezeichnet werden. Durch die Milien der 6 Seiten- 
^nt«D e geben die Nebenaxen Oi a^a.^. Die langereu Endkanten § liegen 
D'i einem directen Skalenotjder (Fig. 306) über den directen , bei einem 
>nvereen Skalenoeder über den inversen Sextanten der Nebenaxen*] . 

Ein SkalenoSder besitzt 8 Ecken : zwei sechsflächige, 3 -l~ 3-kantige 



') Die Kanten £, S, e werden % 



B mit Y, X, 
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Endecken und sechs vierflächige 2t + 1 + 1 -kantige Seitenecken, deren 
Eckpunkte in den drei Symmetrieebenen liegen. 

Für die Cosinus der Flächenwinkel (§) (3) («) an den Kanten ^öe er- 
hält man aus (1), Seite 283, wenn man z. B. : 

^ = [xhkl j xkhl] 

d = [xhkl, hxkl] 

e = [xhklj khxl] 
und der Kürze wegen : 

4cc(— hk + ÄÄ -h kk)-+- 3// = iV 
setzt : 

^cc(^hk — hh — kk) + Sil 



(1) 



cos (g) = 



cos [d) = 
cos [e] = 



N 

2cc(—2hk -h ^hh — A:A:) + Sil 

N 

^cc(^hk + hh — ^kk)—3ll 



N 



y^ 



Hieraus ist ersichtlich, dass cos (^) > cos [Si] ist, so lange %k^h bleibt. 
Wird 2ft =^ Ä; so ist cos (^) = cos [Si) und wir erhalten eine Grenzform : 

[k . 2i . A • /) 

der Skalenoäder mit unter einander gleichen Flächenwinkeln an den End- 
kanten. Bei den eigentlichen Skaienoödern ist also stets der Flächenwinkel 
(b) <C (^)) folglich der innere Winkel an der längeren Endkante ^ stumpfer 
als der an der kürzeren Endkante d. Aus (1) folgt: 

'^\ i — cos (?) 3 cc (Ä — k] [h — k) 



(2) 



^^'(2)= 2 ^ iV 

d\ 1 — cos [d) Scckk 



»' (I) - 



2 iST 

i -\- cos (fi) Scchh 

2 ~~ iV 



sin(f) + sin(|) = cos(|) 



2sin| 



^+«51 



und demnach : 

(3) 

oder: 

(3*) ._._. ^ ,_...^ ^ 

d.h. 6e^' emem Skaleno&der ist der Cosinus des halben Flächenwinkels an dßt 
Mittelkante gleich der Summe der Sinus der halben Flächenwinkel an dm 
Endkanten. Diese Relation gestattet aus je zwei Flächenwinkeln den drittes 
zu berechnen.*) Es ergiebt sich ferner hieraus die zur Berechnung dei 
Indiees geeignete Relation: 



)sin(_-) = cos(|) 



♦) C. Fr. Naumann. Lehrb. d. Krystallogr. 4830, 1, 421. 



§7 — H. Rhomboedrische Hemiedrie. 303 

sin Uj : sin |-| : cos rj = h—k:k:h 
Aus (S) leitet man ab : 

\2/ \ — cos (^) 3cc (Ä — k) (h — k) 

i±) cni'> /^'\ - ^ + ^^"(^) _ - CC(gA - k) (U - k)+ m 

'^ \%l~\ -cos(d)~ 3cckk 

2 JB\ \ + COS (fc) 3cchh 

\V~ ^ — eos (e) ~" cc(Ä — 2Ä) ih — 2Ä) + 3// 



and hieraus : 



(5) 



1 = ||/(Ä _ A) [h - A) cot^d) - i(Ä + i) (Ä + Ä) 
= j |/h- cot2 (I) - 4 (2Ä - A) (2Ä - Ä) 
= I y ÄÄ tan2/|\ — i (Ä — 2Aj (Ä — 2Aj 



Es sind also die Cotangenlen der halben Flächenwinkel noch etwas 
einfacher als die vorhin angeführten Cosinus und daher geeigneter als diese 
zur Berechnung der Flächenwinkel aus den Indices hkl und der Axen- 
einheit c. Umgekehrt kann die Axeneinheit c aus den Indices hkl und je 
einem der Flächenwinkel (^) (d) (e) mit Hülfe einer der zuletzt aufgestellten 
Formeln berechnet werden*). 

§9. 

Für die Grenzwerthe k und 2A von h erhält man die Rhomboäder 
Q^[Ohh l) und q^ (0 hh l) und eine sechsseitige Pyramide q {k - ^k • k - l). Ist 
/ == 0, so entstehen zwölfseitige Prismen q [xhkO), das sechsseitige Prisma 
erster Stellung p(01iO) und das zweiter Stellung ^(1210). Für Ä = A==0 
resultirt die Basis q (0001). 

Rhombo(^der^(OA/it{) — wird begrenzt von 6 Rhomben, deren ge- 
neigte, in den Symmetrieebenen gelegenen Diagonalen die krystallogra- 
phisehen Symmetrielinien der Rhomben sind. Die 6 Flächen stossen in 
42 Kanten zusammen : die 6 Endkanten d liegen in den Symmetrieebenen ; 
von den 6 Seitenkanten e gehen je zwei mit zwei Endkanten parallel, so 
dass im Ganzen nur drei verschiedene Kanlenrichtungen vorhanden sind. 
Durch die Mittelpunkte der Seitenkanten gehen die Nebenaxen. Ein Rhom- 
iMi^der besitzt 8 Ecken : zwei dreiflächige und 3-kantige Endecken und 
sechs dreiflächige Sl 4~ 1 -kantige Seitenecken, deren Eckpunkte in den 



*) Vgl. den folgenden § 24. 
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Symnietrieebenen liegen. Fig. 311 und 309 stellen die beiden correlaten, 
geometrisch aus der hexagonalen Pyramide erster Stellung (Ohhl), Fig. 310, 
hervorgehenden Rhomboöder ^^(Oää/) und p,(OÄ/i/) dar. Die Flächen 
eines directen Rhombo^ders liegen über den directen, die eines inversen 
über den inversen Sextanten der Nebenaxen. Die längeren Endkanten 
eines Skalenoäders liegen über den geneigten Flächendiagonalen eines 
Rhombo^ders gleicher Stellung. 

Die Schnittlinie der Fläche Ohhl mit der Ebene der Nebenaxen er- 
zeugt, wie aus Fig. 274 zu entnehmen ist, auf /?2 ^^^ Abschnitt j- und auf 

/?3 den Abschnitt ^t. Die Endpunkte dieser Abschnitte sind die Schnitt- 
punkte einer Endkante und einer geneigten Flächendiagonale des Rhom- 






Fig. 309. 



Fig. 310. 



Fig. 3H 



bo^ders q (Ohhl) mit derselben Ebene. Rezeichnet man nun mit ip und q) 
die Neigungen dieser Kante und dieser Diagonale gegen die Hauptaxe, auf 

Q 

der die Fläche Ohhl den Abschnitt j bestimmt, so ist : 

6/ lV3 

tan W = —r =: -r 

^ ch hc 
. , bl il/3 

und daraus folgt die Relation : 

tan 9) = 2 tan ifj 

In einer von den Endkanten d gebildeten Endecke sind die drei. 
Flächenwinkel (d) und ebenso die drei Kanten winkel, welche wir mit [cty 
bezeichnen wollen, einander gleich. Folglich ist nach (1), Seite 70: 

cos2 [d) — cos (d) = sin^ [d] cos [d) 
cos2 [d) — cos (d) = sin2 [d) cos (<J) 
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und demnach (indet zwischen dem Flächenwinkel und dem Kantenwinkel 
an der Endecke eines Rhombo^ders folgende einfache Beziehung statt : 

— cos [d) 



cos [d) = j 



1 + <50S (d) 

— cos (d) 



cos (d) = -;—; ^-~ 

^ ^ i + COS (a) 



Für die Cosinus der Flächenwinkel (d) und {e) erhält man aus (1] 

Seite 283 : 

,., —2cchh + 3ll 

^"^(^)= 4cc/rÄ + 37r 



(1) 



cos (e) = 



^cchh — ^ll 



kcchh + 3// 
folglich : 

cos [S] == — cos [e) 

d. h. [S] und [e] sind Supplementwinkel. Ferner folgt hieraus: 

/^\ _ i 4- cos [6] _ cchh + 3 11 
\Jf ~ (— cos (d) ~ 3cchh 



cot^ 



oder 



= .an»(|) 



l=IMI)-*=IV""'({)- 



i 



Mit Hülfe dieser Formel wird aus den Indices hl und einem der 
Flächenwinkel (d) (e) die Axeneinheit c berechnet. Führt man den Hülfs- 
winkel g) ein, indem man : 

lV3 

— = cot CD 

hc ^ 

setzt, so findet man aus : 

cot2 (p + i = -T-V- = 3 cot2/-\ 

cot (p = j/s cot2 1 \ _ i 
die zur logarithmischen Berechnung geeignete Formel : 

Man berechnet nämlich aus : i 



sin g) = 
<ien Winkel g) und darauf aus : 



V3- 



y c = 1^3 tan 9) 



^ieMscli, Geometr. Krystallogr. 
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die Axeneinheit c, wenn j bekannt ist, oder das VerhäUniss der Indices 

y, wenn c bekannt ist. 

Das Rhomboöder p^(O'lll) wird Grundrhomboöder genannt. Be- 
zeichnet man seine Flächenwinkel mit [d') und (e'), so findet nach (1), 
Seite 305, folgende Beziehung zwischen diesen Winkeln und der Axenein- 
heit c statt: 



und: 



fst\ — aCC -f- 6 f ,. 

«°«('^)- 4CC + 3 =->^»M0 



Wird hierin : 



V3 , , 

— = cot y 



gesetzt, so erhält man : 

tan (I) = 1/3" sin 9,' = cot (1^) 

Die Grundform trennt die beiden Schaaren von Rhomboödern, deren 
allgemeines Symbol Q{Ohhl) und bei denen h <^ l oder A ]> / ist. Die 
inneren Winkel an den Endkanten sind bei den ersteren stumpfer, bei den 
letzteren spitzer als bei der Grundform. 

Sechsseitige Pyramide q [k - 2k - Je - l), Biese schon auf 
Seite 302 erwähnte Grenzform unterscheidet sich nicht in ihrer Gestalt, 
sondern nur durch ihre Symmetrieeigenschaften von der hexagonalcn Pyra- 
mide zweiter Ordnung [k-^k-k • /). ihre 12 Flächen sind geometrisch' 
gleichschenklige, krystallographisch unsymmetrische Dreiseite. Nur ihre 
abwechselnden Endkanten sind gleichwerthig ; demnach sind die beiden 
Endecken 3 -f 3-kantig, die sechs Seitenecken 2 -|- 1 + 1 -kantig. 

Die Prismen QlxhkO]^ ^(0110), ^(1210) unterscheiden sich nur 
durch ihre abweichende krystallographische Symmetrie, nicht durch ihre 
geometrische Gestalt von den entsprechenden vollflächigen hexagonalen 
Formen (s. Seite 288). 

§10. 

Die Basis ^(0001) bildet an einem Rhomboäder eine als gleichseitiges 
Dreiseit und an einem Skalenoäder eine als symmetrisches Sechsseit er- 
scheinende Abstumpfung der Endecken. Fig. 312 stellt eine nach der Basis 
tafelförmige Combination der Basis und eines Rhomboäders dar.. 

Das sechsseitige Prisma erster Art bildet an einem directen oder it^" 
Versen Rhomboöder Abstumpfungen der Seitenecken ; auf jeder PrismeO"' 
fläche liegt abwechselnd oben und unten eine horizontale Combination 
kante (s. Fig. 313 und 314). 
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Das sechsseitige Prismasweiler Art stumpft die SeitenkanteD eines direö- 




jnoder iuversenBboiiiboedersderartab, dassdieBhomboSderflächenaufdeD 

bwechseioden Prismenkanten gerade aufgesetzt sind (s. Fig. 315 und 316). 

An eineoi Skaleaoeder stumpft das sechsseitige Prisma erster Art die 




% 315. 



Fig. 318. 



t-f I -|- l-kantigeu Seiteoecken, dasjenige zweiter Art die Seitenkanten 
ab (8. Fig. 317 und 348). 

Zwei Rhomboeder gleicher Stellung bilden horizontale Combinations- 
kanten [s. Fig. 3<9, S. 308). Treten zwei correlate Rhomboeder in Com- 
"ination, so stumpft das eine die Seitenecken des anderen derart ab, dass 
■ÜeCombinations-Endkanten parallel den Verbindungslinien der Endecken 
■nit den Mitten der Seitenkanten gehen [s. Fig. 3ä0, S. 308). Diese Com- 
bination tritt z. B. am Kalkspath mit p^ (0^ ^ 1 ) "id p; (0411] auf. 

2u jedem Rhomboeder gehört ein umgeschriebenes oder nächst stum- 
pEeni uDil eh) eingeschriebenes oder nächst spitzeres Bhoioboeder. Beide 
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sind invers, wenn das gegebene Rhombo6der ein directes ist, und um- 
gekehrt. Die Flächen des umgeschriebenen Rhomboöders stumpfen die 
Endkanten des gegebenen gerade ab; die Endkanten des eingeschriebenen 
Rhombo^ders werden von den FlHchen des gegebenen gerade abgestumpft. 
Ist das gegebene Rhombo^der ein inverses mit dem Symbol : 

?,(OAÄ/) 

SO wird, wie aus Fig. 311 hervorgeht, die vordere obere Endkante des- 
selben gebildet von den Flüchen Ohhl und hOhl und demnach gerade 

abgestumpft durch die Fläche 
h ' h - ' 2 /des umgeschriebe- 
nen Rhombo(^ders : 

Pd (0 • Ä • Ä . 2 /) 

Hieraus ergiebt sich auch 
sofort das Symbol des einge- 
schriebenen Rbombo^ders : 

^^(0 . 2Ä . 2Ä . /) 

Fig. 321 stellt die Combi- 
nation Q^iOi^^) und ?.• (0112) 
des Kalkspaths, Fig. 322 die 
Gombination Qd(^^^^)jQi(0\^^) 
Fig. 349. Fig. 320. unj ^.(0221) des Ghabasits 

dar. 
Die Verhältnisse der Indices und der Axenabschnitte einer Reihe von 
eingeschriebenen und umgeschriebenen Rhombo^dern, welche aus einem 
gegebenen Rhombo6der abgeleitet ist, überblickt man sehr leicht an dem 
System der Schnittlinien, das in der Ebene der Nebenaxen entseht, wenn 
man die Abschnitte auf den Hauptaxen dieser Rhomboäder sämmtlich 
gleich c setzt. Gehen wir z. B. von dem Rhombo^der p,- (Olli) aus, so 

erhalten wir die Reihe 
(vgl. Fig. 323): 







Fig. 324. 



Fig. 322. 



• • 

oo a : 


• • 

ia: 


• • 


• 

c 


a 

m 

2 ■ 


a 

m 

2 ■ 


oo a : 


: C 


ooa : 


a : 


a : 


: c 


2o: 


2a : 


oo a : 


: c 


ooa : 

• • 


4a : 

• • 


4a 

• • 


: c 

• 



Es stehen also die Nebenaxen dieser Rhombo^der bei gleichen Haup 
axen in dem Verhältniss : 

Eine sechsseitige Pyramide zweiter Art bildet an den Rhombo^d 
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gerade oder schiefe ZusohBrfuDgen der Eodkaoten. An dem GniDdrbom- 
bosder (dC^^^^) °^^' dessen GegenrhomboSder pi(OHI) bildet die Pyra- 
mide ^(I213j gerade Zuscharfungen der Endkanteo (s. die CotnbinatioD 




des Pheoakits Fig. 324] und die Pyramide ^ (2423) schiefe Zuschürfungen 
von der Beschaffenheil, dass die Combinations-Endkanten zu je zweien 
einaader und der geneiglen Diagonale einer Bhomboederfläcbe parallel 




Fig. 32*. 



Fig. 3S6, 



in dem letzteren Falle stumpft also jedes der beiden Bhomboeder 
abwechselnde Endkanten der Pyramide g(2i23) gerade ab. Diese Combi- 
oation findet man am Eisenglanz Fig. 3SÜ und am Korund Fig. 326. 

Tritt ein RhomboSder mit einem Skalenoeder in Combimition, so er- 
scbeineo die Flttcfaeu des Rbomboßders auf den längeren Endkanten ^ dea 
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Skalenoeders gerade aufgesetzt, wenn beide Pornten direot oder beide ii 
verssiad; sosiadaDdemKalkspatt 
ki-yslall Fig. 327 die Flachen vo 
ßrt(om) und 9^(0i4() beziehuDg: 
weise auf den längeren Endkante 
von ed(1321) undßrf(S53i) gerac 
aufgesetzt. Dagegen erscheinen i 
den Fällen, wo ein inverses BboD 
boeder mit einem directen Skalt 
noSder oder ein directes Rhombi 
eder mit einem inversen Skalem 
eder in Combination tritt , di 
B ho m beider flachen auf den kUi 
zeren Eudkanten ö des Skaienc 
eders gerade aufgesetzt; vgl. Fif 
328ei(0H2) unded(1324). 




Zu einem Skalenoäder gehören fünf Rhomboeder; die Flachen de 
ersten stumpfen die längeren Endkanten ^ gerade ab, die des zweite 
stumpfen die ktlrzeren Endkanlen d gerade ab, die des dritten gehe 




Flg. 189. 




Flg. 330. 




Flg. 331. 



durch je zwei längere Endkanten ^, die des vierten gehen durch je zw« 
kürzere Endkanten d und die des fünften gehen durch je zwei Seilem 
kanten e des SkalenoSders. Die beiden ersteren Rhomboeder sind dea 
Skalenoeder umgeschrieben, die drei letzteren eingeschrieben. Um ei 
r Äugen zu führen, sind die drei dem directen Skal^noeds 
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Fig. 307 eingescbriebenen Rhomboäder in Fig. 329, 330 und 331 dar- 
gestellt. 

Wir wollen jetzt die Symbole dieser Rhomboöder ableiten und dabei von 
dem inversen Skalenoöder Q^(xhkl) ausgehen. Die über ß^ gelegene Kante 

^desselben wird gebildet von den Flächen xhkl und xkhl (vgl. Fig. 305) 
und demnach gerade abgestumpft durch die Fläche • Ä + A* • Ä + /c • 2 ) 
des inversen Rhomboöders : 

Qi(0 ' h + k ' h + k'2l) 

Die über ß2 gelegene Kante d desselben wird gebildet von den Flächen 

xhkl und hxkl und demnach gerade abgestumpft durch die Fläche 
U — k'2h — A: • • 2 / des directen Rhombo^ders : 

Qa [0 2h — k 2h — k 21) 

Zwei Kanten ^ des Skalenoeders, welche von den Flächen : 

xhkl und xkhl , kxhl und hxkl 
gebildet werden, haben die Indices : 

X h l \ 
X k l \ 

hat die durch sie bestimmte Fläche die Indices : 



h k l 
k h l 



= 1 ^i^ h+k, 



= l^^hh-{-k 



l 
l 



l 
21 



h + k 



h -\-k ' ' l 



und das Symbol h-\-k'h-\--k'0-l. Das dritte der genannten Rhom- 
boeder ist also ein directes : 

QdiO ' h + k ' h + k' l) 

Zwei Kanten ö des Skalenoöders, welche von den Flächen : 

xhkl und hxkl, xkhl und hkxl 
{ebildet werden, haben die Indices : 



h k l 
X k l 



= 21' l '%h + k, 



k h l 
k X l 



= 1 '2l'2h —k 



^lieb hat die durch sie bestimmte Fläche die Indices: 

2/ 7 2Ä + A 
/ 2/ 2h — k 



= 2h — k'2h — k'l 



^»iddas Symbol 0-2Ä — k - 2h — k - l. Demnach ist das vierte Rhom- 
"Oöder ein inverses : 

^,(0 2h— k 2h — kl) 

Aus den vorstehenden Symbolen folgt, dass das erste Rhomboöder 
dem dritten und das zweite dem vierten umschrieben ist. Zwei Kanten 
* des Skalenoöders, welche von den Flächen: 

xhkl und khxl , xkhl und kxhl 
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gebildet werdeu, haben die Indices : 



il-h — ik, 



I ^ ''" ' — 7 

\ h xl "'■ 



\ k h l 



= ii-i- 2Ä- 



\ X k t \ 
folglich bat die durch sie bestimmte Flifche die Indices : 

I 7 2/ A — SÄ I 

I 8/ l ik— h\ 
und das Symbol ■ tk — ft ■ SA — k ■ t. Demnach ist das fünfte Rhoin- 



= 2ft — A- ik — h- l 



botider ein inverses : 



^i (0 - 2k 



2k~hl] 




Fis. SSI. 

Es ist DttliHcfa. die Beiiehungen cwischen den in Rede stehenden For- 
men*' noch an einer Linearprojeclion lu überblicken (Fig. 332), Die 

* Div BciiehuDK^D i« iscben einem äkaleDoeder uitd deo lugebttrigen Hbamboedrf d 
nurJen unirrsucbt von Uohs. Grundrisis der Mioeralt^c. I81i.l,<»t. Cbr.S.Weisi. 
Gniniltu^e d«r Theorie der S<^.-hsund$<>cbsk«olner elc. .Xbbaodl. Berlin. Akad. 1811. 
ttit. Neue BeslimmuDg einer Hhombttederfl. am Kalkspalh. ib. (SS8. Naumtna. 
tirundriüs der Kr^-slalloe^. IMC. S9S. L«brb. d. Kn'»l- <<>•■ 1. m- Anfanflsgr. d. 
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Fläche xhkl des Skalenoäders Qi{xhkl) erzeugt, wie wir gesehen haben, 
auf ßi ax ßi^iß^^zY die Abschnitte : 

ha b a b a c 

h — U ' fT^k ' 2h — k ' A" ' h + k '' k ' 1 ' 

Die in dieser Fläche gelegenen Kantenrichtungen ^de, d. h. die Rich- 
tungen ihrer Durchschnittslinien mit den Flächen xkhlj hxkl, khxl 
gehen von der Endecke nach den Punkten : 

6 6 6J_ 

h + k' th-k' h — Ü 

in der Linea rprojection. An der Hand der letzteren und mit Hülfe des voll- 
ständigen Weiss'schen Zeichens überzeugt man sich leicht von der Rich- 
tigkeit der vorhin für die fünf Rhomboöder aufgestellten Symbole, die der 
Uebersichtlichkeit wegen in die Figur eingetragen worden sind. Ausser- 
dem sind in diese Linearprojection aufgenommen worden die Schnittlinien 
und die Symbole der Rhombo^der, welche durch die Axenabschnitte des 
gegebenen Skaleno^ders auf den Nebenaxen aia2^3) oder» mit anderen 
Worten durch die Zonen der Combinationskanten zwischen dem Skale- 
noöder Q^{xhkl) und dem sechsseitigen Prisma erster Art p(OliO) be- 
stimmt sind, nämlich : 

Qi(Ohhl), QiiOkkl), Qi{0 • h — k ' h — k 4) 

und deren Gegenrhomboeder : 

^^(OÄÄ/), Qa(Okkl), Qa{0 • h — k ' h — k ' l) 

Endlich findet man in der Figur noch die Schnittlinien des dem Rhom- 
boöder der Seitenkanten umschriebenen Rhombodders : 

Qa[0 ' U — h ' 2k — h ' 21) 

Als Beispiel wählen wir das am häufigsten vorkommende Skalenoeder ^^(1321) 
desKalkspatbs. Die längeren Endkanten desselben werden gerade abgestumpft durch : 

1 = orf (0552) 

Die kürzeren Endkanten werden gerade abgestumpft durch : 

f= ^»(0221) S. Fig. 335, S. 3U. 

Das eingeschriebene Rhombo^der der längeren Endkanten ist: 

s = ^,(0551) 
<^as der kürzeren Endkanten : 

m = ^rf(044i) s. Fig. 834, S. 3U. 

d^ der Seitenkanten : 

P = ^d(OHI) s. Fig. 333, S. 314. 

^Hfst. <854, 177. Elem. d. theoret. Kryst. 1856, 211. Zippe, üebersicht der Krystall- 
S^stalten des rbombo6drischen Kalkhaloides. Denkschr. math. naturw. Classe. Wien. 
^Hl851, S. C. Klein. Einleitung in d. Krystallberechn. 1876, 831, 
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Die Buohatabeabezeichnungen dieser Formen siDd die von Zippe*) beoulzten. 

Fig. 335 stell! einen KalkspathhrystBll dar, welcher neben dem gewöhnlichen Sha- 
lenoMer p^(<Si<) noch das Skalenoeder ^^(1 UIJ zeigt. Letzteres ist, wie aus der Fig. 
ersichtlich, dadurch bestimmt, dass seine kürzeren Endtanlen den längeren Endkanten 
des ersleren SkalenoBders parallel gehen und die Endkanten seines Seilenkantenrhom- 
boSders von dem Seitenkantenrbooiboäder des ersteren Skalenoeders gerade abgestumpft 
werden. Dia fünf dem Skalenoäder q^ (UB1) zugehörigen RhomhoSder sind: 
ei(077a), pdlOSSä], erfl0771), ei(055l), ej(Oä*<) 

Demnach stumpft das Rhomhoeder ^,j |'05S9) die längeren Endkanten von ^^(1321) 





Fig. 333. 



Fig. 3S4. 



Fig. 335. 



n Endkanten von ^^(U3t) gerade ab; pj(05si] ist das eingeschriebene 
Rhombo^der der längeren Endkanten von ^d|l3i1) und der kürzeren Endkanlen von 
^^(1431); fj(oiSi) stumpft die kürzeren Endkanten von ^dl*''^^] gerade ab und ist das 
Seitenkanlenrhomboäder von ^,- (1 tSI). 



E. Trapezoedrische Tetartoedrie. 
§ 12. 
Die trapezoedrisch-tetarloedrischen Formea des hexagonalen Systems 
besitzen eine S-zühüge Uauptaxe y nnd drei S-z9hlige polare Queraxen 
ajajcr;,. Diese SymmetrieeigeDschaften werden durch Fig. 336 veranschau- 
licht. Zu einem Plüchenpol kkxl gehCi'en S gleichwerthige Pole: 
oben: kkxl, hxkl, xkkl 
unten: xkkl, hkxl, kxhj 
welche mit jenem über den directen Sextanten der Nebenaxen liegen. 
Die entsprecbenden Flächen umschiiessen ein trigonales Trapezoeder- 
Fig. 338. Gehl man von dem mit khxl in demselben Sextanten liegendei^^ 
Flüchenpol hkxl aus, so erhält man die gleichwerlhigen Pole: 

*) a. a. 0. Vgl. namentlich Fig. 29, 33, 41, 48, Sfl, 61 und viele andere. 
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oben: kkxl, kxhl, xhkl 
unter.: hxkl, xkhl, HxT 
Die ihnen entsprechenden Flachen bilden ebenfalls ein TrapezoSder 
Fig. 337, S. 316. Man ersieht ausdem Vergleich von Fig. 336 und 305, dassaus 




der Vereinigung dieser beiden Trapezoeder das directe Sfcalenoeder 
fli[xhkll entsteht. Umi^ekehrl gehen jene Formen aus dem Skalenoed^r 
bervor, indem die an abwechselnden Seilenkanten desselben gelegenen 
Hächenpaare fortfallen oder itllein Übrig bleiben, d. h. indem das Skale- 
Wder der trapezo^dri sehen flemiödrie unterworfen wird. Von den Flächen 
des Skalenoeders, welche Über den oberen direuten Sextanten der Neben- 
aieo a, a^og liegen, enlbalt das ersle TrapezoMer die rechten, das zweite 
dielioken Flächen. Demgemüss bezeichnen wir diese Formen als: 

rechtes directes Trapeioeder ß^d (3=*^') Pig- 338, S. 316. 
linkes - . - p,^ {xhkl) Fig. 337, S. 316. 

Da die Hauptaxe zweiseilig ist, bleibt diese Unterscheidung bei jeder 
wllung der Hauptaxe gültig. In analoger Weise gehen aus dem inversen 
"wlenoeder pj (aAA'i) zwei correlale Trapezoüder hervor, welche wir be- 

«iclmeii als: 

rechtes inverses Trapezoeder ^^^{xkkl] Fig. .1(0, S. 316. 
linkes - - ^^ {xhkl) Fig. 339, 8. 316. 
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Sie werden beziehungsweise umschlossen von den Flächen : 



xkhl, 
kxhl, 



khxl, 
xhkl, 



hxkl 
hkxl 



xhkl, 
khxl. 



hkxl, 
Hxkl, 



kxhl 
x%hi 



Die in Rede siehenden Formen besitzen weder eine Symmetrieebene, 
noch ein Centrum der Symmetrie. Dagegen ist von correlaten directen 




oder inversen Trapezoedern eines das Spiegelbild des anderen, denn sie 
entstehen durch Zerfällung einer Form, welche Symmetrieebeneo besitzt. 
Folglich sind correlate trigonale Trapezoeder enantiomorph. 



§13. 

Die sechs Flachen eines Trapezoeders schneiden sich in 12 Kanten: 
3 oberen und 3 unteren gleichen Endkanten ^ und 3 -]- 3 im Zickzack 
auf- und absteigenden Seitenkanten £ und t. Die Kanten e sind den 
gleichnamigen Kanten des entsprechenden SkalenoSders gleich. Die Mitten, 
gegenüberliegender ungleicher Seitenkanten werden durch die polares:» 
Nebenaxen verbunden. Die Hauptaxe ist zweiseitig: dreht man ein Trape — 
zoäder um eine seiner Nebenaxen um 180", so fällt es in allen seiD&«i 
Punkten mit Punkten seiner anfänglichen Lage zusammen. Die 8 Eck^-» 
sind von zweierlei Art; zwei 3-kantige Endecken uud sechs 1 + 1 + ^ - 
kantige Seilenecken. Die begrenzenden Polygone sind unsymmelriset-^e 
Vierseite . 
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(1) 



worin : 



cos [q) = - 



%cc (— hh + hk — kk) + 3 // 



N 



cos («) = — 



2cc(AÄ + %hk — 2I*Ä) — 3 // 



N 



cos (t) = 



2cc(— 2/i/i + 2AA: + At) — 3// 



N=icc{hh — hk + AA) + 3 // 



gesetzt ist. Folglich : 



. Jö) ^cc(hh — hk + kk) 



Sin 



^^ 



ie) 



cos^ ^ ^ 



3cchh 



(t) 3cckk 



cos^ --- = 



A^ 



Demnach besteht zwischen den Flachenwinkeln eines trigonalen Trape- 
zoöders die Relation*) : 



(2) 



sin2 (|1 = cos-i (^' - cos ^4 ^os ^4 + cos'^ 4 



§14. 

Für den unteren Grenzwerth k von h erhalt man directe und inverse 
Rhoniboöder; tritt der obere Grenzwerth h = 9ik ein, so entstehen 
irigonale Pyramiden. Die gemeinsame Grenzform der rechten 




i-lk-aM 




Fig. 341. 



Fig. 342. 



fecten und der linken inversen Trapezoöder ist eine rechte trigonale 
^»^mide (s. Fig. 342), welche von den Flächen : 

k 'U ' k ' l, 2k 'k ' k ' l, k -k 'Ü . l 
k 'U ' k 'T, U 'k ' k 'l, k 'k 'U '1 



") Th. L. Zeitschr. f. Krystallogr. 4880. 4, 270. 
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umschlossen wird und mit ^f[k-ik-k-l] bezeichnet werden mOge. Die 
Grenzform der linken directen und der rechten mversen TrapezoSder ist 
eine linke trigonale Pyramide Qi{k ■ ik ■ k ■ /) mit den Flachen [s. Fig. 341): 



ik-k- k- l, 
ik-kk-T, 



k -k-U- l, 
k -kik-l, 



k-ik ■ k- l 
k-ik-k-T 



Die 6 Flächen einer trigonalen Pyramide stossen in 9 Kanten zusammen : 
3 oberen und 3 unteren gleichen Endkanten ^ und 3 horizontalen Seiten- 
kanten e; die letzleren bilden ein gleichseitiges Dreiseit und stehen auf 
den Queraxen, welche ihre Mitten mit den gegenüberliegenden Seitenecken 
verbinden, senkrecht, ttie begrenzenden Polygone sind gleichschenklige 



Fig. 3*3. 



Fig. 344. 



Dreiseite. Correlate trigonale Pyramiden sind nur krystallographiscb, 
nicht auch geometrisch enantiomorph ; denn jede von ihnen kann durch 
eine Drehung um 60'^ oder 180'' um die Hanptaxe mit der anderen zur 
Deckung gebracht werden. Aus (1), S. 317, folgt: 

-%cckk + tl 



cos (p) = 

cos (e) = 



icckk - 
icckk — 



i-ll 

II 



cos' 



w. 



icckk + 11 

icckk 

~lcckk + II 

^'° 2 ^ icckk — II 
und hieraus ergiebt sich die Relation : 



cos (ß) = — -^ cos^ -^ - 
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oder: 



C0S2 ^^ + -J C0S2 i^ = i 



Für / = erhalt man ditrigonale Prismen. Fig. 343 stellt ein 
rechtes Prisma q^ [xhkO] mit den Flächen : 

xhkO, hkxOj kxJiOj khxO, hxkO, xkhO 

dar, eine Grenzform der rechten direclen und linken inversen Trapezoöder. 
Das entsprechende linke Prisma wird von den Gegenflächen der soeben 
genannten Flächen umschlossen. Von den 3+3 Kanten § und l eines 
ditrigonalen Prismas entsprechen die Kanten ^ gleichnamigen Kanten des 
dihexagonalen Prismas [xhkO). 

hh -i-^hk — kk 

""""^^^^—^{hh — hk + kk) 

— 2hh + 2hk + kk 

cos (A) = 



folglich : 



^[hh — hk + kk] 



|. = cos^ -— — cos -^ cos -^ + cos^ ^— ^ 



2 



% 



(A) 

2 



IMJl 



2Ü7- 



Diese Relation erhält man auch aus (2), Seite 317, wenn man berück- 
sichtigt, dass bei dem Ueber- 
gange ' von q^^ (xhkl) in 
Q^(aohkO):[e) in (?), (r) in (A) 
übergebt und cos (q) = — ^, 
also Q = 120^ wird. 

Ist / = und h = Ä:, so 
entsteht ein sechsseitiges Prisma, 
w^elcfaes sich geometrisch nicht 
von dem Prisma (0110) unter- 
scheidet. 

Für / = und Ä = 2i- er- 
hält man zwei trigonale 
Prismen ^^(1210) und 
^l(l2l40), welche vereinigt das 

sechsseitige Prisma zweiter Art (1210) bilden. Ersteres ist in Figur 344 
dargestellt; es ist die Grenzform der rechten trigonalen Pyramiden. 

Ist Ä = A: = 0, so erhält man die Basis. 





Fig. 345. 



Fig. 346. 



§15. 

Am Quarz (a : c = 1 : 1,0999) treten neben dem Grundrhomboeder 
^^(0141), dem Gegenrhomboeder (>, (Olli) und dem sechsseitigen Prisma 
^ (01 i 0) sehr häufig die correlaten trigonalen Pyramiden 5 = (>^ (121 1) und 
5 = ^^ (1211) auf, deren Flächen oft parallel den Gombinationskanten mit 
dem Gnmdrhomboöder gestreift sind. Optisch rechtsdrehende Krystalle 
zeigen die rechte, linksdrehende die linke Pyramide (s. Fig. 346 und 345). 
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Die Flächen einer solchen Pyramide erscheinen an den abwechselnden 
Prismenkanten, oben und unten^ und sind in ihrer Lage dadurch bestimmt, 
dass sie in die Zonen abwechselnder Combinationskanten des Grund- 
rhombo^ders und Gegenrhomboöders fallen ; es fällt z.B.: 



21 Tl in die Zonen 



\2\\ in die Zonen 



1401 
Olli 

1101 
10T1 



und 



und 



OTTl 
lOTl 

T011 
Olli 



Denselben Zonen gehört die Mehrzahl der trigonalen Trapezo^der des 
Quarzes an. Die Symbole dieser Formen sind aus §4, S. 291, zu ent- 



JOM 




Jan 



oxa 



lOZL 




zon 




Fig. 847. 



Fig. 348. 



Fig. 349. 



nehmen (vgl. Fig. 292 und die folgende Tabelle). Am häufigsten treten die 
correlaten Trapezoöder: 

X = Qrd['^^^^) ""d X = Qi^ (1651) 

auf (s. Fig. 348 und 347). Die Combinationskanten von x und s gehen der 
Streifung auf 5 nicht parallel. Optisch rechtsdrehende Krystalie zeigen 
rechte directe und linke inverse, linksdrehende linke directe und rechtej 
inverse Trapezoöder.*) Die dreiseitigen Prismen finden sich, wenn auci 
nur in geringer Ausdehnung, als Abstumpfungen derjenigen Kanten des^ 
sechsseitigen Prismas, an denen die Trapezo^derflächen nicht liegen (siebe 
Fig. 349, Quarz von Carrara**). 



*) Vgl. G. Rose. Ueber das Krystallisationssystem des Quarzes. Abhandl. Berlin. 
Akad. 1846. P. Groth. Ueber Krystallform und Circularpolarisation und über den Zo- 
sammenhang beider beim Quarz und Überjodsauren Natron. Monatsber. Berlin. Akad. 
1869, UO. Pogg. Ann. 1869, 187, 433. 

"**) G. Rose a. a. 0. Seite 4 5 des Sep.-Abdr. nach einer Beobachtung von W. Ha!-^ 
dinger. 
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Tabellarische Uebersicht der trigonalen Trapezoöder des Quarzes aus den Zonen 
ler Combinationskanten des Grundrhomboöders ^4^(04 4 4) und des Gegenrhomboeders 

• (0M4)*). 



Prisma : 

Rechte directe Trapezo^er: 

qrd(h — k ' h - k ' h — k) 
»Untere« Trapezoöder, zwi- 
schen g und der Fläche 8 
= 4244 der rechten trigo- 
nalen Pyramide : 
^^(4244) 



Linke inverse Trapezo^der: 

Qii(h — k- h-k' k') 
»Mittlere« Trapezoöder, zwi- 
schen s und der Fläche r <" 
s= 044 4 des inversen Rhom- 
boöders : 

^^(0444) 



Flächen aus der Zone 




0444 

T04 4 


= [0T4] 


g = 4400 


V4 = 35 • 36 • 4 . 4 


t;3 = 23 • 24 • 4 -4 


1^2= 47 . 48 . 4 . 4 


Vi = 42 . 43 . 4 . 4 


V = 7844 


X = 5644 


y = 4544 


u = 3444 


8 ^ 4244 


<ri = 5 .44 .6.6 


ff2 = 4955 


<r3 = 5 . 4 2 • 7 . 7 


L =4322 


T = 4433 


Ti =4544 


T2 = 4655 


T3 — 4766 


T4 = 4877 


T5 = 4 .40.9.9 


T6=4 • 42. 44 .44 


T7 = 4 


.45.^ 


14.44 



r =0444 



Rechte inverse Trapezoöder : 

Q^{h — k'h'k'h) 
»Obere« Trapezoöder, zwi- 
schen r und der Fläche | 
s3 T4 22 der linken trigonalen 
Pyramide : 

^,(424 2) 

Linke directe Trapezoöder: 

Qld(^ — k' h'k'h) 
»Obere« Trapezoöder, zwi- 
schen I und der Fläche p < 
ssT04 4 des directen Rhom- 
boMers: 

^il(0444) 



die 
dg 
ß 
d2 

n 



8 = 



4 . 43 . 44 . 44 
4 . 9 . 40 .40 

i. 7. 9. 9 

3 . 7 . 40 . 40 
4233 



I =T422 



y =1433 
d3 = 3444 
jy=TI.8 . 47 



47 



*) Vgl. B. Weiss. Ueber die krystallographische Entwicklung des Quarzsystems. 
bhandl. Naturf. Ges. lu Halle. Bd. 6. 4860. Sep.-Abdr. S. 25—27. 
LieliiBOli, Oeometr. KrystallognT* 2 4 



322 



Vierzehntes Kapitel. 



Rechte directe Trapezoöder: 

9rd(^ — * • Ä • & • fc) 
»Mittlere« Trapezo^der, zwi- 
schen p und s' e=WiH. 



Linke directe Trapezoöder: 
Qldih — k-h 'k'h — k) 

»untere« Trapezoöder, zwi- 
schen *' und flf' = TTOO. 



P = 

t = 

N 
Ni 

n 
e 

w 



T8-T 
Tö-T 

4433 
5T22 
gf33 

TT- 5 
2TU 



9 



47 

44 

9 



6 -6 



i3 -TI- 44 .44 
T6 • 9 . 7 • 7 
T5 . 7 . ;i . 5 
8533 
5214 



= TÖ . 7 . 3 . 3 
q = TT . 8 • 3 . 3 
(LI =4344 
^1 = 5722 
^2 = 26 . iT • 5 . 5 
^ =6544 
Xi = 34 . 15 • 5 . 5 
X =^-38 »S'S 
n «3 T3 • T2 • 4 . 4 
♦H B 51 * IT • 4 • 4 
n2 = 28 • 17 . 4 • 4 

flf' =TTOO 

Von den in der Natur vorkommenden kry stall isirten Substanzen gehört 
noch der Zinnober hierher. Gewöhnlich treten an den Krystalien desselben 
nur Rhomboöder, die Basis und das erste sechsseitige Prisma auf (Fig. 350) . 
Trigonale Trapezoöder und Prismen sind nur sehr selten und untergeordnet 
vorhanden*) . 

F. RhomboödrischeTetartoödrie. 

§16. 

Die Formen dieser Gruppe besitzen eine einseitige 3-zahlige Hauptaxe 
und ein Centrum der Symmetrie. Zu einem Flächenpol khxl gehören 
5 gleichwerthige Pole : 

oben: khxl, hxkl, xkhl 

unten: khxl, hxkl, xkhl 
von denen die unteren den oberen diametral gegendberliegen. Die ent- 



*) J. Schab US, lieber die Krystaliformen des Zinnobers. Sitznngsber. Wien. 
Akad. Math, naturw. Ciasse. 4854, 6, 63 — 88. Vgl. auch D'Achiardi, Zeitschr. für 
Kryst. 4 878, 2, 207. — Die Circularpolarisation des Zinnobers wurde von Des Cloi- 
z e aux entdeckt : Note sur l'existence de la Polarisation rotatoire dans le cinabre. Compt. 
Rend. XLIV, 870. Ann. de chim. et de phys. 4857, [3], 61, 864. 
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sprechenden Flachen umschliessen einRhomboeder, welches weder in 
die Reihe der directen nnd inversen Rhomboäder erster Art, die in der 
vorigen Gruppe auftraten, noch in die Reihe der sogleich zu erwähnenden 
Rhombo^der zweiter Art gehört, sondern eine Zwischenstellung einnimmt. 
Geht man von dem mit khxl in demselben Sextanten liegenden Flächenpol 

hkxl aus, so erhält man die gleichwerthigen Pole: 

Qbea: hkxl, kxhl, xhkl 

unten: hkxlj kxhl, xhkl 

• * 

welche ebenfalls ein Rhombö^er bilden. Aus dem Vergleich dieser Symbole 
mit den auf Seite 300 angeführten Symbolen 

(d) geht hervor, dass aus der Vereinigung . ;,._^ 

dieser Rhomboöder dritter Art das directe u^^^^^'T^^^ 
Skalenoed^r p^ (05 Afci) entsteht. Umgekehrt ji -— i^_/^ ^ . v^ \ 
gehen jene Formen aus dem Skaleno^der \\jo£ J f'ioo \ ^ \ 

hervor, indem die abwechselnden Flächen \ T "T^ — \ \ 

desselben fortfallen oder allein übrig blei- V^'^^^---/ /- '"- 

ben, d. h. indem das Skaleno6der der pyra- \ää>/ - ' ^'^^~^'- 

midalen Hemiödrie (S. 296) unterworfen \y''/ uos \f ^^ 

wird. Von den Flächen des Skalenoöders, 

welche über den oberen directen Sextan- ^^' ^ * 

ten der Nebenaxen (x^ ol^ «3 liegen, enthält 

das erste Rhomboöder die rechten, das zweite die linken Flächen. Demge- 

mäss bezeichnen wir diese correlaten Formen als : 

rechtes directes Rhomboäder 7t^^ [x h k l) 
linkes directes Rhomboöder tt^^ (xhkl) 

Da die Hauptaxe einseitig ist, so hat diese Unterscheidung nur für eine 
bestimmte Stellung derselben Gültigkeit. In analoger Weise gehen aus 
dem iinversen Skalenoöder q^ (xhkl) zwei correlate Rhomboeder dritter Art 
hervor, das: 

rechte inverse Rhomboöder 7r^,(a;Ä/:/) 
linke inverse Rhomboöder tc^ (xhkl) 
mit den Flächen : 



und 



oben : 


xkhl^ 


khxl, 


hxkl 


unten ; 


xkhT, 


khxl, 


hxkl 


oben: 


xhkl, 


Tikxl, 


kxhl 


unten: 


xhül, 


hkxl, 


kxhl 



Da diese Formen ein Centrum der Symmetrie besitzen, so sind, trotzdem 
keine Symmetrieebene vorhanden ist, correlate Formen nicht enantio- 
morph, sondern nur durch ihre Stellung von einander zu unterscheiden. 

Ertheilt man den Indices specielle Werthe, so erhält man für h = k 
Rhomboeder erster Art: 

ifdiOhhl), Q.(Ohhl) 

21* 
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für h = ik Rhomboeder zweiter Art, welche geometrisch durdi An- 
wendung der pyramidalen Hemi^rie auf die hexagonalen Pyramiden zweiter 
Art entstehen : 

TT^ (Ä . 2fc . A . /), 7ti{k 'ik . k ' l) 

fUr/=::0 hexagonalePrismendritterArt: 

7t^(xhkO), 7ti(xhkO) 

ferner das hexagonale Prisma erster und das zweiter Art und endlich die 
Basis. 

Die fttr diese Gruppe charakteristischen Formen sind die Rhomboäder 
zweiter und diejenigen dritter Art. 

Der Dioptas = H^CuSiO* (a : c ^ 4 : 0,5844<8) zeigt gewöhnlich die Combina- 
tion des sechsseitigen Prismas zweiter Art (424 0) und des inversen Rhombo^ers ^^(0221), 

dessen Endkanten von dem zur Grundform gewählten Spaltungs- 
rhomboMer gerade abgestumpft werden. Die rhomboädrisch- 
tetartoödrische Natur dieses Minerals giebt sich durch das 
Auftreten von Rhomboödern dritter Art und die damit im Zu- 
sammenhang stehende Flächenstreifung zu erkennen. In der 
Endkantenzone des Rhomboöders ^^(022 4) liegen das in Fig. 354 
dargestellte Rhomboöder : 

s =7^^(4.44.486) 

und die von M. Websky*) beobachteten Rhombo^der: 

a;Bs 7fy^(4-4.8.4) 
z = 7f^(4 • 8 • 7 . 8) 

Die Flächen des Rhomboöders ^^(0224) sind parallel den 
Endkanten desselben gestreift, aber jede Fläche nur nach einer 
Richtung, nämlich parallel zu den Combinationskanten mit jenen 
Rhomboödem dritter Art. Auch die. Prismenflächen sind in 
diesen Richtungen und ausserdem auch noch vertical gestreift. 
Am Phenakit = Be^SiO* {a : c sst i : 0,6640) sind neben Rhomboödem dritter 




Fig. 854. 




Jäja 



Fig. 852. 
Art auch solche zweiter Art beobachtet worden. Der in Fig. 352 und 358 dar- 



*) Beitrag zur Charakteristik des Dioptas. Pogg. Ann. 4846, 69, 543, Tafel V. 
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g««leUle Kryatall aus dem llmengebirge ist eine Comblnation (olgendar eiofacben 






" 


= (?j(<mi) 


»homboeder erster Art 


{•■ 


= 5^(0111) 




l- 


= ed(oi)4] 




\p 


= w,|iau) 


Rhomboeder zweiter Ar 


ip 




RhotDboeder dritter Art 


i: 


= jtrt()8aa) 
= Trt|ä4a8) 


Sechsseitige Prismen 


ii 


= (8H0) 

= [laioi 



§<7. 
Die in Bezag auf die Hauptaxe heinimorphen Kryslalle des hexago- 
Dalen Systems gehBren drei verschiedenen Gruppen an. 

(1) Eine polare 6-zühlige Hauptaxe und sechs durch diese Äxe ge- 
bende Symmetrieebeoen besitsen die Krystalle des Scbwefelcadmiums 
^Greenockits] = CdS{a: c = 1 : 0,8U7}. Fig. 35i, Seite 3S6, zeigt neben 
dem sechsseitigen Prisma p ^(0110) am oberen Pol c = (0001) klein, o' 
= (0112), o = [0111), o"= [0221) und am unleren Pol c = [0001) gross, 
o' =(0118). Gleichen Symmetriecharakter besitzt Wurtzlt ^ ZnS"*]. 



*)ToiiKokscbarow. Mal. znr Min. Russlands. Petersburg l8St- 
'»M,»,8(. Tafel XUn, Fig. as. Ubi; 

**\ Vgl. H. Foerstner. Zeitschr. tttr Kryst. 4S81, 6, S<S. 



-18S7, 2, 808. 
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(2) Die zweite Gruppe cnlhült rhomboödriscb-tietniedrisdie Krfsta 
welche eine polare 3-z3hlige Uauptaxe und drei durch diese Axe ig«hei 
Symmelrieebenen hesilzen. Hierher gefaörcD : Turmalin = [3fj, Fe, 
K"^, Jtfai]3 ^/*ß2Si* 020 [«: c= 1 : 0,4474), An timonsilberblen 
= Ag'^Sb^S^{a: c=^< : 0,7880) und Arsensilberblende =^3«^«: 
(a:c = 1: 0,7801), Toi ylphenylketon *) = CH7/i30[a: c = 1 : !,*«£ 
Von den geschlossenen rbomboedrischen F 
men erecheinV gewöhnlich nur die eine (ob 
oder unlere] Hälfte der Flachen; sind be 
HalflcD gleichzeitig vorhanden, so ist die e 
physikalisch verschieden von der anderen. 1 
sechsseitige Prisma erster Art zerfallt du 
die Qemimorphie in zwei trigonalePrism 
welche unabhängig von einander sind. Hi 
durch unterscheidet sich also das erste sec 
seitige Prisma der rhombofidrischen Krysta 
welches eine Grenzform der ßhomboSder 
von dem entsprechenden Prisma der vi 
flücbigen hexagonalen Krystalle, welches 
Grenzform der hexagonalen Pyramiden erster Art durch Hemimorpbie 
Bezug auf die Hauplaxe nicht verändert werden kann. In analoger W( 
zerfallen die zwölfseiligen Prismen, welche Grenzformen der SkalenoS 
sind, im Falle der Hemimorphie in zwei ditrigonale Prismen, 
sechsseitige Prisma zweiler Art bleibt unverändert. 

Die Hemimorphie des Turma [ins ist vorzüglich ansgebildeL An den bei 
Enden erscheinen verschiedene Flächen oder gleiche Flächen mit abweichei 
Beschaffen heil ; von den prismatischen Formen tritt mweilen nur ein trigon 
Prisma auf. Ist die Basis an beiden Enden vorhanden «o ist sie an dem einen B 
weniger ontwiclielt, aber glänzender als an dem anderen Die Rhombopdernät 
des einen Endes sind weniger gestreif^,als die gleichen Flachen des anderen K 




Fig. 3Si. 




men die beiden Irigonalen Prismen zusammen vor, so sind die Flächen des ei 
grösser als die des anderen. Die nebenstehenden Figuren sind der ausgezeichai 



oth, Physikal. Kryslallogr. 1S76, 4SS. 
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Abhandlung von G. Rose*) über den Zusammenbang zwischen der Form und der 
elektrischen Polarität des Turmalins entnommen. Die Kry stalle von der Kenlie- 
Grube bei Arendal zeigen am antilogen Pole (Fig. 356) die Flächen des Grundrhom- 
boäders, dessen Flächenwinkel an den Endkanten 40® 40' beträgt, über den Kanten 
eines trigonalen Prismas und daneben untergeordnet das erste spitzere Rhombo^der 
^j(01t4); dagegen am analogen Pole (Fig. 365) die Flächen des Grundrhomboöders 
auf den Flächen des trigonalen Prismas und daneben untergeordnet das erste 
stumpfere Rhomboöder ^(i(01 4S). An den Krystallen von Chursdorf in Sachsen treten 
an dem antilogen Pole (Fig. 358) häufig die Skalenoöder ^|(1321) und ^^(1322) auf, 
während sie an dem analogen Pole (Fig. 857) fehlen. 

(3) Sind trapezoödrisch-tetarto^driscbe Krystalle heroimorph nach 
der Hauptaxe, so besitzen sie ausser einer polaren 3-zähligen Symmetrie- 
aie keine weiteren Symmetrieelemente. 

Hierher gehört das über jodsaure Na- 
trium = NaJO* -h 3H20 {a:c ^ i: 4,094), 
dessen Krystalle an dem einen Ende nur die Basis, 
an dem anderen Ende neben dem vorherrschen- 
sehen Grundrhomboöder r untergeordnet das 
erste spitzere Rhomboöder 3r, das erste stumpfere 

Rhombo^der ~- und ein inverses Trapezoöder z 

wahrnehmen lassen (Fig. 359). Je nachdem z ein 
rechtes oder ein linkes inverses Trapezoiider ist, 
sind die Krystalle optisch links- oder rechts- 
drehend. Die nebenstehende Figur stellt einen 
lioksdrehenden Krystall dar*^). 




Fig. 359. 



§18. 

Zur Berechnung der Axeneinheit c ist die Kenntniss eines 
Winkels zwischen zwei Flächen, deren Indices gegeben sind, erforderlich. 
Dabei ist die Wahl der Flächen zunächst der Beschränkung unterworfen, 
dass nicht beide Flächen in die Zone der Hauptaxe y ==[001] fallen dürfen, 
da alle Winkel zwischen Flächen aus dieser Zone von der Axeneinheit c 
unabhängig sind. Eine weitere Beschränkung ergiebt sich im Verlauf der 
folgenden Betrachtung. 

Aus der Relation zwischen einer trigonometrischen Function eines 
Flächenwinkels, den Indices der Flächen und der Axeneinheit c (s. S. 283) 
erhalten wir im Allgemeinen eine Gleichung des zweiten Grades zur Be- 
stimmung von c. Nur in dem besonderen Falle, wo eine der beiden 
Flächen, welche den Winkel einschliessen, die Basis p^ = (0001} ist, er- 
liallen wir sofort : 



*) Pogg. Ann. 4 836, 89, 285. Vgl. über die physilcalischen Eigenschaften des Tur- 
die wichtige Abhandlung von Thompson und Lodge, Phil. Mag. London (5) 
Muly ^879. Zeitschr. für Kryst. 4, 538. 

**)P. Groth, Monatsber. Berlin. Altad. 4869, 442. Pogg. Ann. 4869, 137, 436. 
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^ ^ yj A3t^n(0004\TAi^2^) 

worin die Quadratwurzeln mit positiven Vorzeichen zu nehmen sind. Dem- 
gemäss müssen wir bei der Berechnung der Axeneinbeit c zunächst darauf 
ausgehen, aus dem gegebenen Flächenwinkel einen Winkel zwischen der 
Basis und einer Fläche mit bekannten Indices, welche nur nicht in der 
Zone der Hauptaxe liegen darf, abzuleiten. Nun haben wir in § 1, S. 284, 
gesehen, dass zwischen dem Winkel : 

(OOOl^ajAiAaAg) 
und dem Winkel, den die Fläche A = {XA1A2A3} mit irgend einer Fläche 
h' == {x'h\h!2h'^ aus der Zone der Hauptaxe einschliesst, die Beziehung: 

(2) r.-r^) ^ U,h\+^h^h\-h,h\-Yi .fnr^^l*^) 

2! y (Aj A| 4" A2 A2 — Aj A2) \h\ h\ -\- h\ h\ — h\ A'2) 

stattfindet, worin die Axeneinheit c nicht auftritt. Da nun aus dem 
Winkel, den die Fläche A mit irgend einer, nicht in der Zone der Haupte 
axe gelegenen Fläche einschliesst, ein Winkel (A'*A) auf Grund der im Fol- 
genden zu beweisenden Eigenschaft der hexagonalen Krystalle immer ab- 
geleitet werden kann, so ist aus (2) auch der Winkel (0001 ^A) stets zu 
berechnen. 

Die hierbei in Betracht kommende Eigenschaft der hexagonalen Kry- 
stalle ergiebt sich aus folgender Erwägung. Es seien : 

9 = {y9\ 92 9z} j 9' = {y' 9\ 9\ »'3} 
worin : 

y=9i—92y y=9\—9\ 

zu setzen ist, zwei Flächen eines hexagonalen Krystalles und m diejenige 
Fläche aus ihrer Zone, welche gleichzeitig der Zone der Hauptaxe y = [0004] 
angehört, so dass : 

worin : 

Dann ist nach § 4, S. 283, in der Zone der Hauptaxe eine zu m senk- 
recht stehende Fläche q mit dem Symbol : 

worin: 

^ = [99\ — i99'h 
ist, vorhanden (s. Fig. 360). Daraus folgt, dass die den Zonen: 

0^9]» [99'] 
gemeinsame Fläche s mit dem Symbol : 

s = {u'M3m99li+i99')2]'Wh[(99')i + %»')2]-2[(??')i (99')x 

+ (99li{99')2 + {99')2(99')2]} 
worin : 



§ 18 — 84. Berechnung der Axeneinbeit c. 
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XOÄ» 



«ÜZO 



welche ebenfalls senkrecht zur Fläche m steht, krystallographisch möglich 
ist. Wir können also den Satz aussprechen : 

In jeder Zone eines hexagoncUen Krystalles sind %wei %u einander senk- 
rechte Flächen vorhanden^ von 

denen die eine gleichzeitig der S99 

Zone der Hauptaxe angehört. 
Hierin ist offenbar eine 
weitere Beschränkung für die 
Wahl der beiden Flachen, 
ans deren Winkel die Axen- 
einheit c berechnet werden 
kann, begründet. 

Sind nun die Indices 
der Flächen 9, g' und der von 
ien eingeschlossene Winkel 
fgD gegeben, so sind uns 
der Zone [gg^] die Indices 
vier Flächen : 

und zwei Winkel: 

bekannt. Folglich können wir nach dem auf Seite 40 beschriebenen Ver- 
[fahren den zur Berechnung der Axeneinheit c erforderlichen Winkel (m g), 
), {fn^g')j ermitteln. Bezeichnet man zu diesem Zwecke das durch die 
idices von g und g' auszudrückende Doppelverhältniss : 

(mgg's) = A 
ist: 

(4 — A) cot (mg) + A coi [mg') = cot [ms) = 

ler, wenn wir für: 

{mg') = [mg) + {gg') 
einführen: 

iau[{mg) + {gg')] = j—-^ tan (mg) 

Wenn man zu dieser Gleichung : 

tan (mg) = lan (mg) 

addirt und subtrahirt und darauf den Quotienten der so entstehenden Aus- 
drücke bildet: 

fpx tan [(mg] + (g^^)] + tan (yw^) ^ sin [2 (mg) + (g/)] ^ 2i — 1 

^ ' tan[(mg) + (gg')] — tan (mg) sin (gg') 

80 hat man damit die Relation gewonnen, aus der (m^g) berechnet werden 
iann. Es ergiebt sich dann der Winkel zwischen der Basis p^ und der 
Plädie g aus der oben angeführten Formel (2) : 



i 
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^ ^ ^^ ^^ (i/^')i i9i - ^9t) -f (tf^Os («öl - iy«) ' ^^ 

und schtiesslieh erhält man die Axeneinheit c aus der oben angeführten 

Formel (1): 

(3*) ,_^/T jy3tan(p3g) 

2Vffift + 9292 — 9192 

Wir wollen noch den Werth des in der Formel (i*) auftretenden Dop- 
pelverhältnisses A ausrechnen. Bezeichnen wir die drei letzten Indices der 
Flächen m und s für den Augenblick mit : 

SO ist : 

und für € = 5 = 4 erhält man : 



I, 



^2^3 — ^3S'2 92h ^3*2 



929^—9^9 2 rn^s^ — m^S2 
oder, wenn man die Wertbe für rn^im^ s^s^ einträgt und berücksichtigt, dass : 

9\ {99')\ + 92 [99)2 + 9^ {99!^ = ^ 



ist: 



ji^9^ . i99li (^92 — 9i) + (99')2 (92 — ^gi) 
2 ' (gg')i (gg')i + {99)1 [99)1 + (gg )2 (?9')2 



Folglich ist: 

lämm ^A i _ 9'z9\{9i9i—9\92+9292)—9z9d{9'i9A — 9\9'2 + 9'29'2) 

^ ^ [99')x 'mli + {99li {99')2 + [99')%{99')2 

Um ein bestimmtes Beispiel für die allgemeine Methode zur Berechnung der 

Axeneinheit c vor Augen zu haben, nehmen wir an , dass an einem ApatitkrystuP 

(s. Fig. 361): 

/^= 1211^0411= 260 54' 

gemessen sei. Dann ist nach Formel (1**): 

2.4 — « = 2 

und nach Formel (4*): 

sin [2 (mflr) + (flför')]= 2 sin föTöT') 

worin m die Fläche TToo bedeutet. Die Ausrechnung 
ergiebt, dass entweder: 

2 (mg) + (gg*) = 640 35' 49" 

oder : 

2 (Wöf) + (gg') = 4800 — 640 35' 49" 

Demnach erhalten wir für (mg) zwei Werthe: 

4 80ö2'24i" 
44 4 6 35i 

Aus einer, wenn auch nur angenäherten Messung des "V^inkels [mg] ersehen 
wir, dass nur der zweite Werth in Betracht kommt. Darauf ergiebt sich aus Foi^ 

mel (2*): 




Fig. 364. 



{Wflf) = 
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sin (p3 flf) = — cos (m flf) 

und schliesslich erhält man die Axeneinheit c aus der Formel (3*): 

ten(p3flf ) 

"^ 2 

log tan 650 45' 58" = 0,<67 n«0 
log 2 = 0,301 0300 



logc= 0,866 U20 — \ 
c = 0,734754 

Es sei gestattet, noch ein zweites Beispiel anzuführen. Nach N. von Kok- 
scharow*) bilden am Phenakit (s. Fig. 352 auf Seite 824) die Flächen: 

O = 2423 = g 

p = 1218 = flf' 
den Winkel: 

(5fflr')= 170 86' 30" 

Es soll hieraus die Axeneinheit c berechnet werden. Man findet für die Fläche 

tn das Symbol : 

a = liio = m 
und aus (1**; den Werth: 

2J — 1= 3 

Demnach ist nach (1*): 

sin[2(w^)+(^^')]= 3 sin 170 36' 30" 

und daraus folgt, dass entweder : 

2 (Wöf;+(yöf';= 650 9' 56,22" 
oder : 

8 (w^) + (o' «7')== ^ 800— 660 9' 56,22" 
d. h. entweder: 

(mflf;= 4 70 33' 26,22" 
oder : 

(möf)= 48 36 46,89 

ist. Die beiden Werthe von [mg) liegen also einander bedeutend näher als in dem 
vorigen, Beispiel. Die Messung des in Rede stehenden Winkels ergiebt, dass der 
zweite Werth in Betracht kommt. Darauf findet man aus (2*): 

sin(p3öf) = — cos(mflf) 
(p3^)= 410 23' 13,11" 
und aus (3*): 

c = I tan(p3^) 

c = 0,660911 

§19. 

Fällt die Fläche s mit der Basis p^ zusammen, so vereinfachen sich die 
Formeln des vorigen Paragraphen, namentlich in den beiden Fällen, wo 
ausserdem : 

9\ = »2, ff'l = 9 2 

resp. : 

______^ 9\ = 2^/2, 9\ = "^9 2 

*) Materialien zur Mineralogie Kusslands. Petersburg 1854 — 1857. 2, 380. 
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ist, d. h. wo der zur Berechnung der Axeneinhelt c gegebene Winkel von 
correspondirenden Flächen zweier hexagonalen Pyramiden erster Art, resp. 
zweiter Art gebildet wird. Im ersteren Falle ist : 

{99li = — i99l2 
m = 0440 

sin [2 [mg) + (gg')] = f ;> + ;^;> sin {gg') 

929 z — 9z92 

{P^9) + [9^] = 900 
c = ^|tan(p3s) 

^{99')i = -i99')2 
m = 4240 



im letzteren Falle : 



sm 



[2 [mg) + igg')] = f;>+f;> sin {gg') 

929 z — 9z92 

{p^9) + (9^)=^^^' 
c = i f tan (p^g) 

92 



§20. 

Den Ergebnissen des § 48 entnehmen wir jetzt die Relationen, weldie 
zur Berechnung der Axeneinheitc aus Flächenwinkeln ein- 
facher Formen dienen. Der in Formel (4) des §48: 

,/-/tan{0004*a?AÄ:0 
^Yhh + kk — hk 

auftretende Winkel zwischen der Basis p3 = 0004 und der Fläche xhkl 
ist gleich dem halben inneren Winkel der Flächen : 

xhkl und xhkl 

an einer Kanle C der dihexagonalen Pyramide [xhkl) (s. Fig. 277, 

(n 

Seite 268), oder gleich dem Complementwinkel von ^: 



so dass : 



(I) 



{000ra;Aft/) = 90» 



/ cot (|> 

2 



2 






2 Yhh + kk — hk 



Beispiel. Beträgt der Fiaclienwinkel {ij der bexagonalen Pyramide dritter 
Art n(443«) des Apatits 86« 18' 44", so ist: 
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Vi 

s 0,784604 

Soll die Axeneinheit c aus dem Fiächenwinkel (ri) der dihexagonalen 
Pyramide [xhkt] berechnet werden; so ist: 

and demnach : 

m = {\ OTO} 

zu setzen. Man erhält in diesem Falle aus der Formel [h**] des § 48 : 

Slil — 1 =0 
also I 

sm[^[mg) + [gg')]=(S 
folglich entweder: 

2 [mg] + [gg') = 
oder: 

^[mg) + {gg')=m^ 

Von diesen beiden Werthen kommt, wie aus dem Anblick der Zone 
ISi ^7 9'] erhellt, nur der zweite in Betracht. Also ist: 

[mg) = 900 _ i|) 
und demgemäss nach Formel (2*) in § 18 : 



(«) 



.... %Vhh + kk — hk . [ri) 
S'°(P'i?) = HZZÜ ''" 2 

Darauf findet man die Axeneinheit c aus. der Formel (3"^] in § 18 : 

V^ l tan [p^g] 



(II») c = 



2 y'hh + kk — hk 



Beispiel. Am Apatit misst der Winkel (rj) an der dihexagonalen Pyramide 

(U84): 

(J7)= 800 34' 40" 
Folglich ist : _ 

sin (p3^) = }/43 sin 450 47' 5" 

(P*fl'r*= 740 58' 86,74" 
und demnach : 

c = -f7=r tan (p3flr) 
C s 0,7845885 

Soll die Axeneinheit c aus dem Fiächenwinkel (^) der dihexagonalen 
Pyramide [xhkl) berechnet werden, so ist: 

g=i[xhkl)^ g' = {xhkl) 
und demnach: 

m = {24T0} 

zu setzen. Man erhält auch in diesem Falle aus der Formel {\**] des § 48: 
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2.4 — 1 =0 
und: 

ii) 



{mg) = SO" — 



i 



Denigemüss ist nach Formel (i*) : 



(III) Sin ip^g) = -^ ^_^ sin 



2 Vhh + kk — hk . (^ 

7= -L 1 sin ^ 

y3 Ä — k 2 

und nach (3*) : 

(IIP) c = ^ ^»«"(P'S') 



..I 



2 yhh + kk — hk 

Beispiel. Ist an der dihexagonalen Pyramide (U34) des Apatits: 

(I) = 260 23' 37" 



und darau3 : 



) , 



so erhält man : 

sin (p3^) = y^ sin 430 H' 48,5" 

■j/s 

{jßg)= 740 53' 32,65" 

Vi 

2')/43 
c = 0,734539 

Aus den Formeln (I) — (III) erhält man als specißlle Falle die :^iir Be.- 
rechnung der Axeneinheit c aus den Flächenwrnkeln hexagonaler 
Pyramiden dienenden Relationen. Zunächst ergiebt sich für die hexar 
gonale Pyramide [OhhJ] (s. Fig. 278, S. 287), aus (I) : 

• ■ • y3 f ^ (^ ' ■ ■■ " ■ '■■ ■ ■■' 

^ = Tä^^'2 ,. 

und aus (IIj : 

cos ^ = 2 sin %' *) ;, . . 

Andererseits findet man filr die Pyramide (h-th-h-J) (s. Fig. 279, 

S. 287), aus (I): •. . - 

c-lcotiä 

.*) Diese Relation zwischen den Flächen winkeln (0 und (37)- einer b^agbiia Jen "t^yra- 
mide erster Stellung wird auf die früher (S. 287) angegebene Gestalt durch folgende Umr 
formung zurückgeführt: 

'^ cos2 ^4 = 4 sin2 ^4 

2 2 

\ 4- CO« (0 i= 4i4 — cos (17)] 

3 e= 4 cos (J?) 4- cos (Cj» '..■ . 
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und aus (III] : 

cos i^ = 2sin ^ 

Beispiele. An der hexagonalen Pyramide (0831) des Apatits ist: 

folglich : 

cos Y = 1 sin «70 hK\ ^'^ *^® 2*^' ^^'^^" 

C «= J— cot — , C = 0,7346888 
6 2 

An der hexagonalen Pyramide (2428) des Phenakits ist: 

(1) = 880 86' 48" 
folglich: 

co«i|i « 2 sin 4»0 48' 24,5", ~ = 48« 36' 23,74 
I C = fC0t^, c = 0,6640605 

Zur Berechnung der Axeneinheit c aus dem Fiächenwinkel (C) einer 
hexagonalen Pyramide dritter Art 7t[xhkl) (s. Fig. 302, S. 297) 
dient die Formel (Ij auf S. 332. Soll dagegen c aus dem Flüchenwinkel [a] 
\ berechnet werden^ so müssen wir auf die allgemeinen Formeln des § 48 
zurttekgreifen. Aus (4**) ergiebt sich für: 

g = {xkhl)^ g' =^{khxl] 
m = [h'h — Ä: • A: • 0} 



dass: 

also entweder 

oder: 



2^ — 1 =0 

2 [mg) + {39'] — 






ist. Der Anblick der Zone [^, m, g'] lehrt, dass nur der zweite Werth in 
Betracht kommt. Demnach ist: 

[mg] = 900 -- i|) 

und folglich nach Formel (2"^) in § 18: 

sin(jp^)=2sin ^^ 

oder: 

(IV) cos ^ = 2sin i|-' 

und nach Formel (3*) desselben Paragraphen : 

- icot© 
|/3 2 

(IV) c = "^ 



2 y'hh + kk — hk 
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§21. 
Wir wenden jelzl die allgemeinen Formeln zur Berechnung der Axen- 
einbeit c auf die rhomboßdriscben Formen an. Soll c aus dem 
Flachenwinkel (^) des Skaleooüders ^ (a:At/} (s. Fig. 362) berechnet 
werden, so hal man die Formeln (111} auf S. 334 zu benutzen. 

Beispiel. An dem io Fig. S«3 dargBsl«llteD Skaleoo&ier ^(4311) des Kelk- 
Bpatbs ist: 

(£)=3äOSS'4t'' 
Setzt mao in der Formel (III): 

h = S, k=i, t 3> 1 




aiifig): 



"Vi 



sin 17» *T 5S" 



- tan 69« S' 8" 



(puff)« 89« a' 

Ferner ist nach Formet (Uta); 

logc = l),S3)fl(0S — t 

c = ),8S(lS9e 

Um die Axeueinheit c aus demFlScbeiiwinkel {S\ 
zu berechnen, setzen wir in den allgemeinen Foi^ 
mein des § 1 8 i 

und demnach : 

)n={i?10) 
Dann ist nach (**"): 



also oach (I*) auch : 

sra[a(ms) + |jj')] = 

und, wie der Anblick der Zone [g, m, g'] ergiebt : 



[mg] — 90 - 



Folglich ist nach (2*) 
(V) sin Ip'g] : 

und nach (3*} : 

(V) C : 



a Vhh + kk — lik 

■ -F^ i S 

yf * 

yä l tan If '}! 



* Vlih + kk — llk 
ispiel. Ist am Sbalenoäder ^(1924] des Katkspatbs: 
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so erhttlt man : 

sin(p3fir)= ll'sin 870 44' 5" 

(p8flf)= 690 2' 6,79" 

Vi 

c = -^-— = tan (p3^; 
>2)/7 

c = 0,85*285 

Zur Berechnung von c aus dem Flächenwinkel (e) setzen wir : 

g = [khxl}. g' ^={xhkl} 
und demnach: 

m = {4210} 

Dann ergiebt sich aus (1**): 

2^ — 4 =0 
folglich ist entweder : 

oder r 

Der Anblick der Zone [g^ m, j'] lehrt, dass nur der erste Werth in 
Betracht kommt : 

[mg) = I 



Für diesen Fall erhalten wir aus (2*) : 



(VI) 

und aus (3*) : 



. , , , 2 Vhh + kk — hk [e] 

sm [p^q] = -T= —i cos ^ 

y3 Ä 2 

_ V3 / tan (p3g) 



2 Yhh + kk — hk 

Beispiel. Legt man für [e) am Skalenoö- 
der ^(4 824) des Kalkspaths den Werth: 

(8}= 470 4' 28" 

zu Grunde, so ergiebt sich : 

sin ijp^g) = ?J-L cos 230 30' 44" 

(p3^)— 690 2' 7,4" 

c a» J---= tan (p^^r) 
2]/7 

c = 0,854292 




Fig. 863. 



Aus den Formeln (V) und (VI) erhält man für ä = ä; die zur Berechnung 
der Axeneinheit aus den Flächenwinkeln {d) oder [e) eines Rh ombo6ders 
(s. Fig. 363) dienenden Formeln. Aus (V) ergiebt sich: 

Liebiseli, Oeometr. Krystallogr. 22 
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und aus (VI) folgt : 






sm (/)V = ysT *'" "2 
c = -^ ^ lan ip^g) 



sin(p3j)= _cos^ 






Beispiel. An dem Rhomboeder ^(0235) des Kalkspaths ist 

(<f) = 370 4' 6" 



denoDach 



8in(p3flf)= -^sin iS^ SV 3" 
V3 

5 yr 






tan{p3^) 



c= 0,8542613 



§22. 

Um das Axensystem (X\(X2Cc^'y eines hexagonalen Krystalles nach den 
Regeln des Kapitel 9 zu zeichnen, geht man zweckmässig von dem recht* 

winkligen Axensystem aus, welches von 
er den Nebenaxen ß^ a^ und der Hauptaxe/ 

gebildet wird. Die Einheiten dieser 
Axen verhalten sich wie: " 

a V3 : a : c 

worin a = 4 gesetzt werden kann (siehe 
Seite 282). Es seien OA, OB, OC die 
Projectionen dreier auf einander senk- 
recht stehender Axen, deren wirkliche 
langen = a sind (s. Fig. 364). Dann 
fallen die Projectionen von ß2 und y ihrer 
Fig. 364. Richtung nach mit OA und OCj die Pro- 

jection von a^ ihrer Richtung und Läng^ 
nach mit OB zusammen. Man bestimme zunächst die Endpunkte der posi' 
tiven und der negativen Einheit auf ß2 , deren Entfernungen von ^^ 

Wirklichkeit = ± aV^, in der Projection : 

= dz 0^11/3 = ±0^1.1,73206 

sind. Die Verbindungslinien dieser Punkte mit den Endpunkten d^^ 
positiven und der negativen Einheit von a^ bilden einen Rhombus, dess^^ 




§ 82. Construction des heiagoaalen Axeasystems. 
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iDnereWinkel in Wirklichkeit 4 SQO und 60<) betragen. Darauf ziehe man durch 
die Halbirungspunkte der Einheiten von ß2 Parallelen zu a^, welche auf den 
Seiten des Rhombus die Endpunkte der Einheiten a der Nebenaxen a^ und a2 
bestimmen. Schliesslich sind noch die Endpunkte der Einheiten auf der 
Hauptaxe zu ermitteln (s. S. 415, § 6, 4)*). 



FünüEehntes Kapitel. 

m. Das tetragonale System. 

i § 1. Allgemeine geometrische Eigenschaften. § 2—3. Holoedrische Formen. 
§ 4. Trapezoedrische Hemiädrie. § 5. Pyramidale Hemigdrie. § 6. Sphe- 
noidische Hemigdrie. § 7. Rhombotype Tetartoödrie. § 8. Sphenoidische 
Tetartoedrie. § 9. Hemimorphe Formen. § 10—13. Berechnung der 

Axeneinheit c. 



Die Formen des tetragonalen Systems besitzen eine physikalische und 
geometrische Hauptaxe, welche entweder eine 4-zählige oder eine S-zählige 
Symmetrieaxe ist. Sie zerfallen demnach ebenso wie die hexagonalen 
Formen in zwei, durch verschiedene Symmetrieeigenschaften charakterisirte 
Abtheilungen. Trotzdem gehören sie aus den, auf S. 280 bei der Betrach- 
tung der hexagonalen Formen geltend gemachten Gründen zu einem und 
demselben System. 

In der zur Hauptaxe y senkrecht stehenden Ebene sind zwei gleiche, 
auf einander senkrechte Kantenrichtungen vorhanden, die bei gewissen 
Irystallen des Systems S-zählige Symmetrieaxen sind. Wir bezeichnen 
sie als primäre Nebenaxen aia2. Diese Axen bilden zusammen mit der 
Bauptaxe / das krystallographische Axensystem der in Rede stehenden 
Formen. Die Halbiiningslinien der von den primären Nebenaxen einge- 
schlossenen Winkel, welche für gewisse tetragonale Krystalle ebenfalls 
M''Zäh]ige Symmetrieaxen sind, nennen wir secundäre Nebenaxen ß\ß2' 
>ie Einheiten der gleichen primären Nebenaxen und der Hauptaxe be- 
zeichnen wir allgemein mit a und c. Ein tetragonaler Erystall besitzt eine 
geometrische Gonstante : das Verhältniss der Axeneinheiten a : c. 

Die trigonometrischen Functionen der Flächen- und Kantenwinkel, 



*) lieber Naumann 's Construction des hexagonalen Axensystems vgl. dessen 
Lehrb. der rein. u. angew. Kryst. 4880, 2, 443. 
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ausgedrückt durch die geometrische Constante und die Indices, erhält man 
aus den allgemeinen Formeln, Seite 483 — 484, indem man setzt: 

ai = 02 = 4 , 03 == C , (TC'^Tt^) = [Tt^TC^) = (tT^ TT«) = 90» 

Cll = C22 = C33 = ^ > C23 = C31 = Ci3 = 
^11 = ^21 = -^33 = ^ ^23 = ^31 = -^12 = 0, -^ = 4 

Dann ist: 

3 

•k = l 

ik = ia^ajg cc 

Demnach: 

C C (Äi Ä'i + ^2 Ä'2) + A3 A'3 



COS (AA') = 



y{c c (Ai Ai H- A2 Ä2) + A3 A3} [c c [h\ h\ + A'2 A'2) + A3' A'3} 

^i;. smi/./i;_c p^ {ffc(A, A^ + Ä2A2) + A3A3}(cc(A'iA'i + A2'A'2) + A'jA'g} 

_ c y(AA')^ (AA'), + (AA')2 (AA')2 + cc (AA')3 [AA')3 
^ ^ ~ • cc(Ai A'i + A2 A'2) + A3 A'3 

Aus diesen Formeln ergiebt sich, dass die Tangenten der Flächenwinkel 
aus der Zone der Hauptaxe rationale Zahlen, die Sinus und Cosinus dieser 
Winkel Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen sind. Denn es ist: 

tan (Ai A2 Q'h\ h\ 0) = \'^J~^^J 
^^ ^ ^ ^ ' h^h\ +h2h\ 



(2) sin(AiA2 A'iA'2 0) = 



Alf i^r t\\ AiA'2 A2A'i 



V{AiAi+A2A2)(A'iA'i+A'2A'2) 
cos(AiA2 0"A'iA'2 0) = 



vKi.r L/ A\ h^h\ + A2A'2 



V[hh + hh) [h\h\ + h\h\) 

Zu jeder Fläche aus der Zone der HauptaxDe ist in dieser Zone eine senk- 
rechte Fläche krystallographisch möglich ; denn es ist : 

tan (Ai A2 O^'A'i A'2 0) = tan 90» = 00 



lan [rii ^2 ^ *"' 
wenn : 



h\ = A2, A 2 = — Aj 

ist. — Für den Winkel , den eine Fläche mit der Basis einschliesst, er- 
hält man : 

cos (00 4 *A^ A2A3) = 



A3 



ycc(Ai Ai + A2A2) + A3A3 



(3) sin (004X^2 A3) = c yill^K+^IIZ 

^^ ^ ^ ^ cc(AiAi +A2A2) + A3A3 



tan (004^AiA2A3) = ^^^1^1+^^ 
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Da hierin die Quadratwurzeln stets mit positiven Vorzeichen zu nehmen 
sind, so ergiebt sich aus der letzten Formel ein einwerthiger Aus- 
druck für die Axeneinheit c durch die Indioes einer Fiöche h und die 
Tangente des Winkels zwischen dieser Fittche und der Basis : 

M) ß ^ ^3 tan(004*A^fe2^) 

Zwischen den Winkeln, welche eine Fläche h einerseits mit der Basis, 
andererseits mit einer Fläche A' aus der Zone der Hauptaxe einschliesst, 
besteht eine Beziehung, die man mit Vortheil zur Berechnung der Axen- 
einheit c verwenden kann (vgl. den folgenden § 40). Es ist: 

(5) cos {h\ h\ O'h, A2 A3) = c(h,h\+h^h\) 

V{h\h\ + Ä'2Ä'2) {Cc{h,h, + A2Ä2) + Ä3Ä3} 
V(Al Äj -f-Ä2Ä2) (Ä'i h\ -|- Ä'2^'2) 



Erste Abtheilung. 

Die hierher gehörigen Krystallformen sind durch das Vorhandensein 

einer i-zähligen Symmetrieaxe charakterisirt. 

A. Holoedrische Formen. 

§2- 
Die vollflächigen Formen des tetragonalen Systems besitzen ein Centrum 
der Symn^etrie und 5 Symmetrieaxen : ausser der 4-zähligen Hauptaxe y 
noch 2 -|- 2 2-zählige Nebenaxen a^ a^ und ßi ßit welche auf y senkrecht 
stehen und die Winkel : 

(«1 «2) = (/?! Ä) = 900, («^^^=...= 450 

einschliessen. Demnach sind die auf diesen 5 Axen senkrecht stehenden 
Ebenen Symmetrieebenen. — Die 5 Axen bilden 16 Winkelräume, in 
denen : 

[aß) = 450, cos [aß) = sin [aß) = V^, [ßy) = [ya) = 90« 
ist, so dass : 



1 


Vio 


n 


i 





1 



sin^ [aßy)= y\ 1 =i 



Zu einem Flächenpol hkl, Ä>ft, gehören 15 gleichwerthige Pole (vgl. 
die stereographische Projection auf die Ebene der Nebenaxen Fig. 365, 
S. 342). Die allgemeinste Form wird also von 1 6 Flächen begrenzt. Sie wird 
ditetragonale Pyramide genannt und führt das Symbol [hkl). Sie 
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besitzt äi Kanten (s. Fig. 366), von denen 8 in der horiEontalen Ilaupl- 
symmetrieebeiie {aß], 8 in den primären Symmelrieebenen [ya] und 8 in 
den secundttren Symmetrieebenen {yß} liegen. Wir bezeichnen diese 
Kanten beziehungsweise mit ^, ^, i/. Sie stossen in 10 Ecken zusammen: 



K 


äi 


£u 


■X 




/* 


\ 




4«\ 




\'\ 


/ 


\ 


^/ 




■ K 


Ol 


Ml 


> 






Fig. 365. 



Flg. 886. 



in zwei i + 4-ltantigen an den Enden der Hauplaxe, vier S -|- 2-liantigeD 
an den primären und vier 2 -)- S-kantigen an den seeundaren Nebenaxea. 
Die 16 begrenzenden Polygone sind nngleicliseitige Dreiseite. Aus (1), 
Seite 340, ergiebt sicli : 

tcckk + ll 






cc[hh — kk]+U 

K 
ecihh + kk] — U 



wenn: 
ferner 



= cc[hh + kk)+ II 



(2) 



_ eil 

'yn 

el 
— S ' \IK 

Aus den Formeln auf Seile 2i0 ergiebt sich folgende Relation zwischen 
den Flachenwinkeln") ; 

•) Th. L. Zeitsohr. tür Kryst. 1880, *, a7t. 



■1 = 



l3) (=8 



= Ssin!f?l 



f 3 — I. Holoedrische Können. 



W. 



Fur h = k erbült man eine tetragonale Pyramide erster Ordnung [fthl), 
rtlr Ä = eine tetragonale Pyramide zweiter Ordnung [AO^], für i ^ 
ditetragonale Prismen [kktt], das tetragonale Prisma erster Ordnung [410] 
und das zweiter Ordnung [100). FUr A = fc := resultirl die Basis (001). 

Tetragonale Pyramide 
erster Ordnung [hhl) — 
wird von 8 gleichscIienlLligeD 
Dreiseiten umschlossen (Fig. 367], 
deren Ebenen den primären 
Nebenaxen parallel laufen. Von 
deo 12 Kaulen liegen 8 gleiche 
Endkanlen in den primüren 
Symmetrieebenen und 4 gleiche 
Miltelkanlen in der Hauptsym- 
metrieebene. 



C08[5)== 
COS (Q = 

folglich : 



U 
Scchh -f- 11 
icckk — II 
icckk + tl 




-Vi- 



1 : 



Ist A ^ /, so ist die tetragonale Pyramide [A A l) stumpfer, resp. spitzer 
als die Grundform [111}. 

Tetragonale Pyramide zweiter Ordnung [hOl] — wird 
ebenfalls von 8 gleichschenkligen Dreiseiten umschlossen (Fig. 368), deren 
Ebenen den secundären Nebenaxen parallel laufen. Die Endkanten liegen 
in den secundaren Symmetrieebenen. 



cos (ij) != 
cos (C) = 



II 

cckh + ll 
chh—ll 



Isl h^l, 60 ist die Pyramide (AO/) stumpfer, resp, spitzer als die 
primäre tetragonale Pyramide zweiter Ordnung (101). 
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Ditetragonales Prisma (ÄfcO), Ä>A*, — wird von 8, der Haupt- 
axe parallelen Flächen gebildet (Fig. 369), deren Winkel unabhängig von 

dem Werlhe von c sind : 

,^ hh — kk 

ihk 

''' (•?) = hh+Tk 

(!) + (,?)= 900 
Aus Formel (3), Seite 343, ergiebt sich : 

i = 2 sin2 ^ + 2 sin2 -*2^ + 2 V2 sin § sin ^f 

2 2 2 2 

(v) 

n ^-^ 
2 



cf 


-..!| 


= V2 


-'1 


- ->" 1' 


— 1/2 



Sin 



{i\ 



Tetragonales Prisma erster Ordnung (110) — wird von 
vier, der Hauptaxe und je einer secundären Nebenaxe ß parallelen Flächen 
gebildet (Fig. 370). 




MdA^" 



HO 



IFO 




Fig. 369. 



Fig. 370. 




iOO 



I 

.L 
i 



OJO 



Fig. 371 



Tetragonales Prisma zweiter Ordnung (100) — besieht aus 
den vier, der Hauptaxe und den primären Nebenaxen a parallelen Flächen 
(Fig. 371). 

§3. 

Die Basis (001) erscheint in Combination mit den übrigen einfachen 
Formen durch ein Quadrat oder ein Achtseit begrenzt. Ein tetragonales 
Prisma stumpft die Mittelkanten einer tetragonalen Pyramide derselben Art, 
die Mittelecken einer tetragonalen Pyramide der andei^n Art tiad ab- 
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wechselnde Bfillelecken einer ditetragonalen Pyramide gerade ab. Fig. 372 
(HO), (AAO Zirkon. Fig. 373 (100}, [hhl] Zirkon. Fig. 374 {<00}, {kh[), 
(001) ApojAyllH. 




V± 



Fig. 87a. 



Fig. 373. 



Fig. 374. 



Zwei telragonale Pyramiden derselben Ordnung bilden horizontale 
Combinationskanlen; Fig. 375 (iW), (223] und (201), (302) am raolybdan- 
saureD Blei. Treten zwei tetragonale Pyramiden verschiedener Ordnung 
in Gombinalion , so erscheinen die Flachen der einen auC die Kaalea der 
anderen gerade aufgesetzt, Fig. 375 und 376. Zwei Mit etragonale Pyrami- 
den haben dieselbe Basis, wenn ihre Symbole {kk(j und [kkl') sind, worin 




Fig. 87S. 



Fig. 877. 



^ ein rationales Vielfaches von l ist. In Comblnatlon bilden sie horizontale 
Combinationskanten. Fig. 377 stellt die dem regulären lkositetraeder[S11) 
ähnliche Combinatton des Leucits (111) (i21) dar. 

Zu jeder tetragonalen Pyramide gehären eine eingeschriebene und eine 
umgeschriebene Pyramide der anderen Ordnung. Man bezeichnet diese 
beiden letzteren Foimen auch als die erste spitzere und die erste stumpfere 
Pyramide der ersteren Form : 

eingeschrieben : umgeschrieben ; 
{hhl) (2A.0-/) [kül) 

(hOl) (AA() {h-k-il) 
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In Fig. :175 isl (20)) die der Pyramide [IH) eingeschriebene uod (203) 
die der Pyrumide (223) umgeschriebene Pyramide. 

Bei den holoedrischen Kiyslallen ist der Grad der Symmetrie in der 
Zone der Hauplaxe 4, In den Zonen der Nebenaxen 2. Es sind aber auch 
alle Zonen , deren Äsen in einer der fünf Symmetrieebenen liegen , d. h. 
alle Kantenzonen der dilctnigonalen und tetragonalen Pyramiden nach zwei 
auf einander senkrecht stehenden Ebenen symmetrisch. 

Derartige Zooen sind z. B. an dem ZirkoDkryslall (Fig. 378) entwickelt, wie 
aus der Linearprojection (Fig. 379) hervorgeht. Es liegen auf der Schnitllinie von: 
die Zonen punkte : 

010 [ItS], [107] 

TIO [HJ], [Hä], ^[ItT] 




B. Tr;)pezofJdrische Hemiedrii 



Die Formen dieser Gruppe besitzen eine i-zählige Hauptaxe und vier 
2-zah!ige Queraxen wie die holoedrischen Formen; sie unterscheiden sich 
von den letzteren durch d;is Fehlen des Centrums der Symmetrie und der 
Syromelrieebenen. Flächen, deren Pole in benachbarten Sectoren der Fig. 
3S0 liegen, sowie eine Fläche und ihre Gegenfläche sind demnach unab- 
hangig von einander. Daraus folgt, da^ die allgemeinste Form dieso- 
Gruppe aus einer ditetragonalen Pyramide geometrisch dadurch abge- 
leitet werden kann , dass die abwechselnden Flachen der letzteren ver- 
schwinden und die übrig bleibenden sich ausdehnen. So entsteben 
aus der Pyramide Figur 382 die correlaten tetragonalen Trapo- 
zoeder Fig. 384 und 383, welche enantiomorph sind, da sie weder ein 
Centrum noch eine Ebene der Symmetrie besitzen und da eines äa^ 
Spiegelbild des anderen ist. Wir bezeichnen die beiden Formen durclt die 
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Symbole T,.[AA/) und Tt{hfil). Jede derselben wird von 8 Flächen um- 
schlossen und hat dreierlei Kaolen : 8 gleiche Endkanten i, und ( + ^ 
Seitenkanten ^ und tj, welche 
in 10 Ecken: zwei 4-kantigen 

Endecken und acht 1 + ^+1- Tg« 

kantigen Seitenecken zusam- 
menstossen. Die Hauptaxe ver- ^^^ 

bindet die Endecken. DieQuer- 
axen gehen durch die Mitten 
gegenüberliegender gleicherSei- Ä 

tenkanten. Die begrenzenden 
Polygone sind gleichschenklige iwc.— 
Trapezoide. Aus [1J, Seite 340, 
erhall man : \ ^■ 

«08 (i) = j^ . ^^^ 



cos itf] = 



cos (o) 5= - 



^=cc[AA + kk) + ll 




gesetzt ist. Daraus Tolgt : 

, (e) cchh 



, (e) _ cckk + n __ 
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Demnach findet die Relation statt : 



cos [a) + cos [l) = 2 cos 



iQ) 



j/sin^ (|) _ 



COS k 



Die übrigen einfachen Formen unterscheiden sich geometrisch nicht 
von den entsprechenden holo(^drischen Gestalten. 

Nach C. Bodewig treten kleine Flächen eines Trapezoeders am 
kohlensauren Guanidin [CmmYmCO^ auf*). 



C. Pyramidale Hemiädrie. 

§5. 

Die pyramidal~hemi6drischen Formen besitzen ein Centrum der Sym^ 
metrie, eine einseitige 4-zahlige Hauptaxe und eine zu dieser senkrecht 
stehende Symmetrieebene. Die in benachbarten Sectoren der Fig. 384 
liegenden Flächenpole sind unabhängig von einander ; aber zu jeder Fläche 
gehört eine Gegenfläche. Die allgemeinste Form ist also eine tetragonale 



200 



aio\ 




am 




Fig. 385. 

Pyramide, welche man geometrisch aus einer ditetragonalen Pyramide, 
(Ä]Ä:/), h'^k, dadurch ableiten kann, dass man die an abwechselnden 
Seitenkanten der letzteren gelegenen Flächenpaare verschwinden und die 
übrig gebliebenen Flächen sich ausdehnen lässt. Der in der Symmetrie- 
ebene gelegene Querschnitt der neuen Pyramide ist ein Quadrat , welches 
zwischen den entsprechenden Quadraten der tetragonalen Pyramiden erster 
und zweiter Art liegt (Fig. 385). Man nennt daher die neue Form eine 

*) lieber die Krystallform und die Circularpolarisation des kohlensauren Guanidins. 
Pogg. Ann. 1875, Ergzbd. 7, 422. Vgl. H. Baumhauer. Die trapezoedrische Hemiä- 
drie des Strycbninsulfates. Zeitschr. für Krystallogr. 1881, 5, 577. 
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tetragonale Pyramide dritter Art oder der Z wischen Stellung. 
Die beiden correlaten aus [hkl) hervorgehenden Formen bezeichnen wir mit: 

7tf.(hkl), 7ti[hkl) 

eine Unterscheidung , die nur für eine bestimmte Stellung der Hauptaxß 
gtiltig ist. Jede derselben wird von 8 gleichschenkligen , aber krystallo- 
graphisch unsymmetrischen Dreiseiten umgrenzt. Für den Cosinus des an 
einer Endkante a gejegenen Flachenwinkels erhält man aus (4), Seite 340: 

__ II 

^^^~ cc[hh + kk)+ll 

und nach (1), Seite 348 ist: 

^ _ cc{hh + kk)—ll 

^^^^'~ cc{hh + kk)+ll 
so dass: 

in 

cos (^) + 2 cos (a)= 4 , cos [a] = sin^ —^ 

Tu 

Ist Z = 0, so entstehen zwei correlate tetragonale Prismen drit- 
ter Art oder der Zwischenstellung: 

7r^(ÄfcO), 7Ci(hkO) 

Die übrigen einfachen Formen dieser Gruppe: 7t(hhl)j 7t{hOl]^ 
^(140), TT (100) und TT (001) unterscheiden sich geometrisch nicht von den 
entsprechenden holoedrischen Formen. 

Beispiele. Am wolf ra m sa ur e n Ka Ik (Scbeelii) a CaWO*, a:c 
ssz 4 : 1,58597, tritt eine Reibe von Pyramiden dritter Art in den Endlcantenzonen der 
Grandform 7r(4 4 i ) auf. Da : 

ist, so erfüllen die Indices dieser Pyramiden die Bedingung : 

Nach M. Bauer^) fehlt s s= ni{i^i) fast an keinem Scheelitkrystall. Dem- 
nächst findet sich ziemlich häufig h = 77^(313) als schmale Abstumpfung der Kante 
[444, 401], (8. Fig. 386,8. 350). Es ist der Winkel : 

(13^111) = 280 24' 
(1^^313) = 24 21 
(318''401) = 45 37 

Dagegen sind selten : flf = 7j(212), i = ;j(414), fc = ;r (61 5) und « = 71(42.4.12). 
Eine zweite Reihe von Pyramiden dritter Art tritt in der Zone : 



014 
181 



auf. Die Indices dieser Formen genügen also der Bedingung : 

2Ä: — Ä-|-/= 
Hierher gehören: t = 77^(412) und w = 7rj(513). Tetragonale Prismen dritter 



*) Kryst. Unters, des Scheelits. Württemb. naturw. Jahresh. 4874. 
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Art beobachtete Bauer am Scheeltt von Schlaggenwalde , darunter namentlich 

q ssf 77/(240), bestimmt durch die Zonen: 



131 
011 



= [f11], 



131 
011 



[2T1] 



Nach J. D. Dana*) treten am molybdänsauren Blei = PbMoO*, a : c 
= 1 : 1,574, die Prismen 7r(810), ;i(320), 7r(430), ;r(650) auf (s. Fig. 387). 






'/JZ 



Fig. 386. 



Fig. 387. 



Fig. 388. 



Am Erythroglucin = C*Ä»oo4, a : c= 1- 0,3762, fand J. Schabus**), 
dass neben 7r(111), 7r(100) meist nur 7r;(311) auftritt. Kommen die correlaten Formen 
7r/(311) und 7r^(311) zusammen vor, so unterscheiden sie sich durch die Grösse 
ihrer Flächen (s. Fig. 388). 



Zweite Abtheilnng. 

Für alle Formen dieser Abiheilung ist die Hauptaxe eine 2-zilhlige 
Symmetrieaxe. 

D. Sphenoidisehe Hemi^drie. 

§6. 

Die spenoidiseh-hemiödrischen Formen besitzen eine Sl-zählige Haupt- 
axe y und zwei gleiche, auf einander und zur Hauptaxe senkrecht stehende 
S-zählige Queraxen a^ a2. Durch die Hauptaxe gehen zwei Symmetrieebe- 
nen, welche die Winkel zwischen den Axen «i a2 halbiren. Diese Symmetrie- 
eigenschaften werden durch Fig. 389 veranschaulicht. Zu dem Flächen- 
pol hkl, h^k, gehören 7 gleichwerthige Flächenpole : 



oben: 


hkl, 


khl, 


hkl. 


khl 


unten : 


hkl, 


khl, 


hkl. 


kkl 



*) A System of mineralogy. 5. ed. New- York 1872, 607. 

**) Bestimmung der Krystallgestallen in ehem. Laborat. erzeugter Producta. Wien. 
1855, 26. Taf. V, Fig. 21. 



§ 6. Spbenoidiscbe Hemiedrie, 
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Die entsprecbenden Flüchen ii m seh 1 Jessen ein letrugonales 
DispheQoid. Die Flächen: 

obeD: hkl, khl, kk[_, kkl_ 

UDlen: hkl, . khl, hkl, kkl 

bilden ebeafalls ein Disphenoid. Diese beiden correlnlen Formen kann 
man, wie aus dem Vergleich von Fig. 390 mit Fig. 366 hervorgebt, geo- 
metrisch aus einer diletragona- 
len Pyramide ableiten, indem 
mau die über abwechselnden 
Oktanten «i «j y gelegenen Fla- 
chenpaare fortfallen lüsst oder 
allein beibehalt. Wir unter- 
scheiden die abwechselnden 
Oktanton als directe und inverse 
[in Fig. 389 sind jene weiss ge- 
lassen und diese schraffirtl, jene 
sind mit der Charakteristik -|- 
nnd diese mit der Charakteristik 
— versehen, was nach S. 136 
andeuten soll, dass die diametral 
gegenüberliegenden Oktanten 
die Charakteristiken — und + 
erhalten, also inverse und directe 
sind. Wir bezeichnen nun ein: 

directes Disphenoid mit ^^[hkl] 
inverses Disphenoid mit ^^ [hkl] 
Ein Disphenoid (s. Fig. 390] wird von 8 ungleichseitigen Dreiseiten 






Fig. 390. Fig. 391. 

begrenzt und hat 12 Kanten: 4 Endkanlen )/ , welche den gleichnamigen 
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findkanten der ditetragonaleo Pyramide (hkl) entsprechen^ 4 Endkanten v 
und 4 im Zickzack auf- und absteigende Seitenkanten fi. Diese Kanten 
stossen in 6 Ecken : zwei 2 + 2-kantigen Endecken und vier 2 + 4 + 1- 
kantigen Seitenecken zusammen. Die Hauptaxe verbindet die Endecken. 
Die Queraxen gehen durch die Mitten gegenüberliegender Seitenkanten /u. 
Aus (4), Seite 340, erhalt man: 

, , 9>cchk + II 

cos (ij) = 



cos {v) = 



N 
^cchk + II 



N 

, , cc[hh — kk) — // 

cos [ix] = — ^ ^ 

worin : 

N=cc[hh + kk)+ll 

gesetzt ist. Folglich ist : 

asm -_ - 

2 N 

(/t) 2ccAä 
2eos2i^ = _^ 

und daraus ergiebt sich die Relation*): 

sm ^ + sin y = y2 cos ^ 
oder: 

4 4 2 

Ist h = kj so erhält man correlate tetragonale Sphenoide: Q^[hhl) 
und Qi{hhl). Ein Sphenoid (s. Fig. 391, S. 351) wird von 4 gleichschenk- 
ligen Dreiseiten begrenzt und hat 6 Kanten : 2 horizontale Ehdkanteni/ und 4 
Seitenkanten fi. Die Mitten der Endkanten werden durch die Hauptaxe, 
die gegenüberliegenden Seitenkanten durch die Queraxen verbunden : 

cos [V) = ^^^—^-^-—^^ 

folglieh : 

cos [v] + 2 cos (fi) = — 1 

sin ^ = K2 cos ^4 

2*2 



*) Th. L. Zeitschr. für Krystallogr. 1880, 4, 271. 
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Diflttbrigen einfachen Formen ciieser Gruppe ^(AO/], ff (hkd), ^ [110], 
{(100), 9 (001) uaterscheiden sich geometrisch nicht von den entsprechen- 
den holoedrischen Formen. 

Combinatlonen: Am Haraitofr m (7B«N«0 (n : e a 1 : 0,8B(G) tritt 
neben dem Prisma ß(HO] und der Basis ((OCI) das Spheooid ßj[H4) auf (s.Fig. SBl), 
Der in Flg. S03 dargestellte Krystall des Kuprerkieses => CuF0.'!3(a; e—1: 0,9SB6} 
zeigt die corre taten Spbenoide ^j(tn)Dnd(i(M1], von denen das entere vorherrecbt, 
und ausserdem die Pyramide iweiter Art ^(341], deren Endkanten von den FIBchen 



f^\ 



Fig. SSI. 



jener Splienoide gerade abgeslnrnpft werden. Die fluchen reiche Combination des 
KupFerkieaes vom Bamberg bei Daaden (Fig. 894) entbait daa Prisma erster Art 
piHO), die Basis ^(011), die Pyramiden iweiter Art p(1 01) und p[90<), das Spbenoid 
e^l^HlunddasDispheooldßjfSfl). Dies« letztere Form ist dadurch b«stimmt, dass 
die Fliehe B4 > In die Zonen : 




Fig. I«S. 



Fig. I««. 



%9t 



-["51. |nJ|-=[<ä^i 



E. Rhombotype TetartoSdrie. 

§7. 
Die Formen dieser Gruppe besitzen eine 2-zählige Hauptaxe y und 
^^i ungleiche 2'iUhli(;e Queraxen ctiOC]. Diese Symmetrieeigenschaften 
v«rdeD durch Figur 39fi, Seite 3S4, veranschaulicht. Zu einem Flachenpol 
"^J, A j> )t, gehVren drei gleichwerthige Pole : 

oben: hkt, hkl 
unteo : hkl, kkl 
Die entsprechenden Flachen umschiiessen ein Spbenoid (Fig. 396, 
°' ^S4), dessen Polygone ungleichseitige Dreiseile sind. Die beiden End- 
eten Ol sind horizontal, kreuzen sich aber nicht rechtwinkelig. Von den 
"'BT Seitenkanten n und t sind nur die gegenüberliegenden einander gleich ; 
^^ Kanten /i entsprechen den gleichnamigen Kanten des Dispheooids 
?[Aii) [vgl. Fig. 390, Seite 3M). Die Axen verbinden die Mitten gegen- 
^Ittiiak, ascmeti. KcjiUUDgi. 3t 
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überliegender Kanten . Da dieses Sphenoid im Vergleich zu den Sphenoiden 
der vorigen Gruppe ein schiefes oder verzogenes Ansehen hat, so wird es von 
Naumann*) als Plagiosphenoid bezeichnet. Geht man von dem 
Flachenpol khi aus, so erhalt man die gleichwerthigen Pole : 



khl_, 
kkl. 



khl_ 

khl 



Die ihnen entsprechenden Flächen bilden ebenfalls ein Plagiosphenoid. 
Aus dem Vergleich von Fig. 
395 mit den Fig. 389 und 384 
ersiebt man , dass aus der 
Vereinigung dieser Sphenoide 
das Disphenoid ^^ihkl) ent- 
steht, und dass umgekehrt 
jene Sphenoide aus dem Di- 
sphenoid durch Zerföllung 
desselben nach dem Prindp 
der trapezoedrischen Hemie- 
drie hervorgehen. Von den 
beiden Flachen des Disphe- 
noids, welche über dem 
Oktanlen vom- rechts- oben 
-^ - liegen, enthält das erste Pla- 

Fig. 191). giosphenoid die linke, das 

zweite die rechte Fläche. 
Demgemass bezeichnen wir diese Formen als : 



%'''+ 


li'/ 


" + 


+ * 




Fig. 3fifi. 



Flg. 897." 



linkes directes Plagiosphenoid fisiftkl) [pig. 396] 
rechtes directes Plagiosphenoid ^f^{hktj 
In analoger Weise gehen aus dem Disphenoid ^f(hkl] xwej correlate 
Plagiosphenoide hervor, ein^ 

linkes inverses Plagiosfihenoid ^i^lkkl) 
rechtes inverses Plagiosphenoid ^^'{hk[) [Big, w?) 



*) Btem. der ttieoret. Krfstallogr. Lelpilg USS, 4*4. 
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Sie werden beziehungsweise umschlossen von den Flächen : 

oben: khl, khl 

unten: khl, khl 
und: 

oben: hkl, hkl 

unten: hkl, hkl 

Die in Rede stehenden Formen besitzen weder eine Symmetriebene 
noch ein Gentrum der Symmetrie. Dagegen ist von zwei correlaten directen 
oder inversen Plagiosphenoiden eines das Spiegelbild des anderen, denn 
sie entstehen durch Zerfallung einer Form, welche Symmetrieebenen be- 
sitzt. Folglich sibd : 

Qldihkl) und ?rd(**0 

Ql^ {hkl) und Qf,^ [hkl) 

zwei Paare von enantiomorphen Formen. Ebenso erhält man aus der 
Vereinigung von : 

Qtd^kl) und Qrii^^^) [Fig.896| 397] 

Qu [hkl) und Q^^{hkl) 
Disphenoide. Daher sind auch diese Formenpaare enantiomorph. Dagegen 

sind die Plagiosphenoide : 

p^ (A k l) und Qif (h kl) 
Q^^ (A A l) und Q^ (A A: l) 

welche vereinigt zwei Trapezo^der liefern, tautomorph. 
Aus (4), Seite 340, folgt: 

, , —cc{hh + kk) + II 

cos (w) = ^ -^ — l 

, » cc Ihh — kk) — II 

cos (fl) = — i -^ 

, V cc ( — AA + kk) — II 

cos {t) = — i — l 

worin : 

N=:cc(hh + kk) + ll 

gesetzt ist. Hieraus ergiebt sich die Relation : 

cos (ü)) + cos (ji) + cos {t) = — 4 

Man erhält für h = k tetragonale Sphenoide, welche sich geometrisch 
nicht von den hemiedrischen Formen (Seite 352) unterscheiden ; ftlr /: = 
horizontale Prismen ; für / = verticale Prismen von rhombischem Quer- 
schnitt; für / = und A = & ein Prisma, welches sich geometrisch nicht 
von dem tetragonalen Prisma (Seite 344) unterscheidet; f(lr l = k=^0 
verticale Flächenpaare ; tiXr h = k = die Basis. 

Eine hierher gehörige Substanz ist noch nicht beobachtet worden. 

Anmerkung. Die Plagiosphenoide sind den rhombischen Sphenoiden ähn- 
lich (vgl. § 3, Kap. 4 6). Sie unterscheiden sich von diesen wesentlich dadurch, dass 
sie nur eine geometrische Constante haben, während die rhombischen Krystalle 
zwei Gonstanten besitzen. 

28* 
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stallisirte Substanz ist noch nicht aufgefunden worden. 



Die spbenoidisch-tetartoS- 
drischen FormeD besitzen eine 
einseitige 2-zählige Symmelrie- 
axe. Sie gehen geometrisch aus 
den sphenoidiscb-hemiedrischen 
Formen nach dem Princip der 
pyramidalen Hemiedrie hervor, 
wie es Fig. 398 veranschaulicht. 
Han erhalt auf diese Weise drei 
Arten von Sphenoiden , drei 
Arten vierseitiger Prismen und 
die Basis, also eine Gruppe von 
Formen, welche den rhomboS- 
drisch -tetartoSdrischen Formen 
des hexagonalen Systems ent- 
sprechen. 

Eine hierher gehörige kry- 



Uemimorph ist nach P. Groth Jodsuccinimid 
= C*H*O^NJ. Ein Kryslall dieser Substanz besitzt eine 
einseitige i-zählige Hauptaxe, durch welche vier Sym- 
metrieebenen gehen (Fig. 399). 

§10. 
Zur Berechnung der Axeneinheit c ist die 
Kenntniss eines Winkels zvfischen zwei Flächen, deren 
Indices gegeben sind, erforderlich. Dabei ist die Wahl 
der Flachen zuerst der Beschränkung unterworfen, dass 
nicht beide Flachen in die Zone der Hauptaxe y = [001] 
fallen dürfen, da alle Winkel Ewischen Flächen aus dieser 
Fig. >S9. Zone von der Axeneinheit c unabhängig sind. 

Aus der Relation zwischen einer trigonometrischen 
Function eines Flachenwinkels, den Indices der Flächen und der Axenein- 
heit c (s. S.3W) ergiebt sich im Allgemeinen eine Gleichung des zweiten 
Grades zur Berechnung von c. Nur in dem besonderen Falle, wo eine der 
beiden Flachen , welche den Winkel einschliessen , die Basis p' = {001) 
ist, erhalten wir sofort : 

m 




V4, *,+*,*, 
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worin die Quadratwurzel mit positivem Vorzeichen zu nehmen ist. Dem- 
gemäss müssen wir bei der Berechnung der Axeneinheit c zuvörderst 
darauf ausgehen, aus dem gegebenen Flächenwinkel einen Winkel zwi- 
schen der Basis und einer Fläche mit bekannten Indices, welche nur nicht 
in der Zone der Hauptaxe liegen darf, abzuleiten. Nun haben wir S. 344 
gesehen, dass zwischen dem Winkel : 

(OOl'AiAaAs) 

imd dem Winkel, den die Fläche A = {^i ^ h^] mit irgend einer Fläche 
h! = {h\ h\ 0} aus der Zone der Hauptaxe einschliesst, die Beziehung : 

(2) cos (A'* A) = hh\-\-h^h\ __ ^.^ ^^^^.^^ 

K (Ai Aj + A2 A,) (A'i A'i + A'2 A'2) 

stattfindet, worin die Axeneinheit c nicht auftritt. Da nun aus dem Winkel, 
den die Fläche A mit irgend einer^ nicht in der Zone der Hauptaxe ge- 
legenen Flache einschliesst, ein Winkel (A'^A) auf Grund der im Folgenden 
IQ beweisenden Eigenschaft der tetragonalen Krystalle immer abgeleitet 
werden kann, so ist aus (2) auch der Winkel (00 4 ^A] stets zu berechnen. 

Die hierbei iti Betracht kommende Eigenschaft der tetragonalen Krystalle 
ergiebt sich aus folgender Erwägung. Es seien : 

9 = {ft 92 ^3}) 9 = {ff'i »'2 »'3} 

zwei Flächen eines tetra- 
gonalen Krystalles und m i»# 
diejenige Fläche aus ihrer 
Zone, welche gleichzeitig 
der Zone der Hauptaxe 
y=:[OOI] angehört, der- 
art, dass: 

^ = {{9912 'Mi -ö) 
so ist nach § 4 dieses 
Kapitels in der Zone der 
Hauptaxe eine zu m senk- 
recht stehende Fläche q 
mit dem Symbol : 

vorhanden (s. Fig. 400). 

Daraus folgt, dass die den ^''^^ 

Zonen : * Fig. 400. 

gemeinsame Fläche s mit dem Symbol : 

s = [Mi {99'h ' (99I2 (»»')3 • {99li i99')i + {99)2 {99)2} 
welche ebenfalls senkrecht zur Fläche m steht, krystallographisch möglich 
ist. Wir können also den Satz aussprechen : 
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' In jeder Zone eines tetragonalen Krystalles sind zwei %u einander senk- 
rechte Flächen vorhanden^ von denen die eine gleichzeitig der Zone der Haupt-- 
axe angehört. 

Hierin ist offenbar eine weitere Beschränkung für die Wahl der beiden 
Flachen, aus deren Winkel die Axeneinheit c berechnet werden kann, 
begründet. 

Sind nun die Indices der Flächen g, g und der von ihnen einge- 
sdilossene Winkel {g'g'] gegeben, so sind uns in der Zone \gg'\ die Indices 
von vier Flächen: 

und zwei Winkel : 

bekannt. Folglich können wir nach dem in § S des vierten Kapitels be- 
schriebenen Verfahren den zur Berechnung der Axeneinheit c erforderlichen 
Winkel [ni^g), resp. [nig')^ ermitteln. Bezeichnet man zu diesem Zwecke 
das durch die Indices von g und g' auszudrückende Doppelverhältniss : 

[mgg's) = A 
so ist : 

(1 — Ä) cot [mg] + il cot [mg') = cot [ms] = 
oder, da: 

[mg') = [mg)^[gg') 
ist: 

tan [(my) + [gg')] = j— j tan [mg) 

Wenn man zu dieser Gleichung : 

tan [mg) = tan [mg) 

addirt und subtrahirt und darauf den Quotienten der so entstehenden Aus- 
drücke bildet: 

M*N tan[(mg) + (gg^)]-f-tan(mg) ^ sin [g [mg) + [gg')] ^ ^ ^ _ i 

^ ^ tan[(m^) + (^^')] — tan(mj) sin (jj') 

so hat man damit die Relation gewonnen, aus der [m'g) berechnet werden 
kann. Es ergiebt sich dann der Winkel zwischen der Basis p^ und der 
Fläche g aus der oben angeführten Formel (2) : 

(2*) sin ip^g) = >'(gigi +9m)[(99')i {99')i + [gg'h (gg')gi ^^ („^^^ 

9i ^99 }2 — 92(99)1 
und schliesslich erhält man die Axeneinheit c aus der oben angeführten 
Formel (i) : • , 

(3*N ^ ^ g3 tan (P^g) 

^9x91 +9292 
Wir wollen jetzt den in der Formel (1*) auftretenden Werth des 
Doppelverhältnisses A ausrechnen. Bezeichnen wir die Indices der 
Flächen m und s für den Augenblick mit : 

m^m^m^^ s^s^s^ 
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so ist : 



^ ^^ ^ {99 )i {rns)s 
und für 6 = d = 1 erhalten wir : 



oder: 



j_ ^2g3 ^3g2 , g2^3— g3^2 

929's — 939'2 ^h — ^«2 

Ä=^^ 92 [(gg')l {99 )i + (ggl2 (gg )2l + g3 (gg')2 (gg')3 
(gg')l' (gg')llgg')l+(gg')2(gg')2 



Nun ist : 
folglich : 

Demnach geht jetzt die Formel (1 *) über in : 

' ' (99\(99\M99'U99')i ~ ^^99') 



9i i99'h + 9i {99'h +93 (99')3 = ö 
A—„' 9i(99')\—9ii99')2 



(2) 



Denselben Werth *) erhält man aus : 

2^ _ ^ ^ tan(mg^)+tan(mg) 
tan [mg') — lan (m g) 

Denn es ist nach den Formeln (i) auf Seite 340 : 

g3^ 



^^"^"^>= c{gagg02-g2(gg-).) 

^irorin der Kürze wegen : 

P= y{99)i(99li +{99\{99\ + cc(gg%{gg'), 
gesetzt ist. Daraus folgt : 

Trägt man diesen Werth für tan (mg) in (2) ein, so ergiebt sich der 
Ausdruck (<**). 

Wir wollen die allgemeine Methode zur Berechnung von c durch ein B e i sp ie 1 
erläutern. Nach V. von Zepharovich**) ist an den grünen Krystallen des Vesu- 
vians von der Müssa-Alpe in Piemont : 

(^/)= 342^441 = i60 50' 7" 

*) Die hier beschriebene Methode zur Berechnung von c ist von V. von Lang vor- 
geschlagen worden (vgl. dessen Lehrb. der Kryst. Wien 1866, § 98); doch ist die, der 
obigen Formel (4**) entsprechende Formel (8) auf S. 329 nicht richtig. 

**) Krystallographische Studien über den Idokras. Sitzungsber. Wien. Akad. malh.- 
naturw. Classe 1864, 49. 
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Zunächst erhält man aus der Formel (4**): 

2^-^= (-1)2+ (-1)2 ' 

folglich ist: 

sin [2(mflf) -f- (gg)'] = sin [gg') 
also entweder : 

2(Wflf) + (flffl'')=(flfflf') 

oder: 

2(mflr) + (flfflf')=4800 — (flf^) 

Da der erste Werth sinnlos ist, so ergiebt sich : 

(mg)= 900 — (flTflf'), (iTO^^aia)« 780 9' 58" 

Demnächst findet man aus der Formel (2*): 

si„(p3,)=l^(?5^^±I)cos(m,) 

oder: _ 

sin (p3flf) « Y^cos 780 9' 53", (p3^) -- 40O 2i' 4J^6" 

Schliesslich ergiebt sich aus der Formel (8^: 

c = i^^i^, = 0,587586 

§11. 

Fällt die Fläche s mit der Basis p^ zusammen, so vereinfacben sich die 
Formeln des vorigen Paragraphen, namentlich in den beiden Fällen, wo 
ausserdem : 

9i=92^ 9\ = ö'a 
resp.: 

?2 = ff'2 = 

ist, d. h. wo der zur Berechnung der Axeneinheit c gegebene Winkel von 
correspondirenden Flächen zweier tetragonalen Pyramiden erster Art, resp. 
zweiter Art gebildet wird. Im ersteren Falle ist : 

Mi = — ^9')2 

m= 110 
sin mmg) + (gg')] =.SaI^±M;^ sin [99') 

c = -T= - tan (»»o) 

im letzteren Falle : 

(99')t = 0, »1 = 100 

sin [(2 {mg) + {gg')] = ff.'^+ff) sin {gg') 

9i93 — 9i9i 

{p^ 9)+ {gm) = 900 

c = ^ tan {p^g) 
9i 
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§12. 

Aus den Ergebnissen des § 1 fliessen insbesondere die Relationen, 
welche zur Berechnung der Axeneinheit c aus Fiächenwin- 
kein einfacher Formen dienen. Der in Formel (4) des § 10: 

_ lUknjOOi'hkl) 

^ ~ Vhh + ^kk 

auftretende Winkel zwischen der Basis 001 und der Fiflcbe hkl ist gleich 
dem halben inneren Winkel der Flächen : 

hkl und hkl 
an einer Kante ^ der ditetragonalen Pyramide (hkl) (s. Fig. 366, 

Seite 342), oder gleich dem Complementwinkel von ~: 

z 



(OOrAÄi) = 90« — 5^ 

iE 



so dass : 



^cotf 
(I) c = 



Vhh+kk 

Beispiel. Beträgt der Winkel (C) der ditetragonalen Pyramide (312) des 
Vesuvians 99® 49', so ist: 

2 cot 490 394' 
c = := — i- = 0,5874525 

" 40 



Soll die Axeneinheit c aus dem Flächenwiokel (^j der ditetragonalen 
Pyramide (hkl) berechnet werden, so ist: 

9 = [hkl], g' = {hkl} 
und demnach : 

m = {010} 

zu setzen. Man erhält in diesem Falle aus der Formel (\**) des § 10 ; 

2-4 — 4=0 

also : 

sin [2 {mg) + [gg')] = 
folglich entweder : 

2(wff) + (»ff')=0 
oder : 

i(mg)+gg')==m<^ 

Von diesen beiden Werthen kommt, wie aus dem Anblick der Zone 
[9f ^1 9] ^""l^öUt, nur der zweite in Betracht. Also ist: 

(mj^)=90o_|) 
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und demgemäss nach Formel (%*) in § 1 : 



nn • / <! ^ Vhh + kk . (f) 

(II) sin ip^g) = _j^ sm ^ 

Schliesslich findet man die Axeneinheit c aus der Formel (3*) in § 1 : 

' Vhh + kk 

Beispiel. Am grünen Yesuvian von der Mossa-Älpe ist der FlächenwinkeA (|) 
der ditetragonalen Pyramide (342): 

(fl= 34i^3T««:230 38'6" 
folglich : 

sin (p3^ =» — y^Tsin ^o 49' g", {gjp^ =» 40« ir 4H" 

und demnach : 

c = -^ tan ip^g), c = 0,537544 
~ 40 



Soll die Axeneinheit c aus dem Flächenwinkel [rj) der ditetragonalen 
Pyramide (hkl) berechnet werden, so ist: 

g = {hkl}, g' = {hkl}, m = {TiO} 

zu setzen. Man erhält auch in diesem Falle aus der Formel (i**) des § 10: 

2^ — 1=0, (mg)=900 — ^-) 
Demgemäss ist nach Formel (2*) in § 10: 



(III) sm {p^g) = — ^^_^ - ^ sm ^^- 

uqd nach (3*) 

(Illa) , _ ^ ^^°(P^g) 

Vhh + kk 

Beispiel. Ist am grünen Yesuvian von der Mussa-Alpe : 

(jy) = 342^4 82 5= 330 40' 45" 
so findet man : 

Sin(p3flr)=y5'sin 460 50Mi", (p»^) = 40« 24' 44" 
und demnach : 

c = — -= tan ip^g), c = 0,537543 
1/40 

Aus den Formeln (I) — (III) erhält man als specielle Fälle die zur Be- 
rechnung von c aus den Flächen winkeln tetragonaler Pyramiden 
dienenden Relationen. Zunächst ergiebt sich für die Pyramide (hhl) (s. 
Fig. 367 Seite 343) aus (I): 



A 1/2 
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und aus (II) : 



e<»(|l = Fl5i.r' 






1/2 



Andererseits findet man für di^ Pyramide [hOl] (s. Fig. 368 S. 343) 
aus (I): 



und aus (III): 



c=l-f 



'«»f-V^sinW. 



Wir betrachten jetzt noch die einfachen sphenoidisch hemie- 
dri sehen Formen. Zur Berechnung der Axeneinheit c aus dem Flächen- 
winkel (rj) eines Disphenoids T(hkt) (^. Fig. 390, S. 351) dienen die 
Formeln (III) auf S. 362. Soll dajgegen c aus dem Fläcbonwinkel (fi) be- 
rechnet werden , so müssen wir auf die allgemeinen Formeln des § 1 
zurückgreifen. Aus (<**) ergiebt sich zunächst für: 

m = {100} 
dass: 

2i4 — i = 
also : 

2('ws)-f-(j5') = {580o 

ist. Der Anblick der Zone [g, m, g'] lehrt, dass nur der «rste Werth in 
Betracht kommt. Demnach ist: 

«(^* ff) =(»'?) 
oder : 

und folglich nach Formel (2^) in § 1 : 



*) Diese Relation zwischen den Flächenwinkeln (Ound (|) einer tetragonalen Pyra- 
mide erster Stellung wird auf die früher (S. 843} angegebene Gestalt durch folgende Um- 
formung zurückgeführt: 

cos2^ =rs 2sin2i|! = 4 — cos(fi 
cos (I) = i— cos2 ^ = sin2 i|5 
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(IV) 



sin [p^g) = ^ cos ^ 



und nach Formel (3"^) desselben Paragraphen : 

^ ^ Vhh + kk 

Hieraus erhält man als einen speciellen Fall die zur Berechnung von c 
aus dem Flächenwinkel (jit] eines Sphenoids r(AA/)(s. Fig. 391, S. 351) 
dienenden Formeln, wenn man beachtet, dass bei dieser Krystallform : 



ist: 



{P'9) = ^^ 
sini|-U|/2cosff)*) 

c=i^ 

h Yi 

Beispiel. An dem Dispbenoid t (3 1 3) des Kupferkieses ist : 

ifi) B= 980 48' 



folglich nach (IV): 



8in(p3ör) 



1/40 



cos 469 54' 



und demnach : 



(p»g)= 460 4'25i'' 

c= -7= tan(p3flf) 
c s 0,984924 



§13. 

Sind die Winkel bekannt,^ welche eine Fläche s =ss{hkl} mit zwei der 
Axenebenen : 

pi = {100}, |}2=(oiO}, p3 = {001} 

einschliesst, so ist ihre Neigung zu der dritten Axenebene aus der Relation: 

cos^ (sp^) -4- cos2 (sp^) + cos^ {sp^) = 1 
oder: 

cos^ (sp^) = — cos [(sp2) -|_ [sp^)] cos [{sp^) — {sp^)' 



I 



cos2 [sp^) = — cos [(sp^) + (sp^)] cos 
cos2 [sp^] = — cos [(sp^) + [sp^] cos 



(5p3)_(5pl) 

(sp^) — {sp^) 



ZU berechnen. Man erhält darauf die Verhältnisse der Indices aus : 

Ä : Ä : — = c<os [sp^) : cos [sp^) : cos {sp^) 
c 



*) Vgl. über diese Relation zwischen den Flächenwinkeln eines tetragonalen Spenoids 
S. 352. 
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Beispiel. Am Vesuvien (c m 0,587495) seien zur Bestimmung des Symbols 
der Fläche s die Winkel : 

(«pl) = 850 91', (f p8) =, 590 84' 

gemessen. Dann ist: 

cos2 {sf^ « — cos 9*0 4 oi' cos 140 34 i' 

(«p3)8. 7*0 44' 46'' 

A: Xp: ja cos 850 9|': cos 740 44' 46'': 0,587495 cos 590 84' 
s 0,847564 : 0,t72486 : 0,273543 

folglich erhält man : 

«»{844} 
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IT. Das rhombische System. 

1. Allgemeine geometrische Eigenschaften. § 2. Holoedrische Fonnen. 
§ 3 — 4. Hemiedrische Formen. § 5. Hemimorphe Formen. § 6—8. Be- 
rechnung der Axeneinheiten. 



§1. 

Ein rhombischer Krystall besitzt drei auf einander senkrecht stehende 
ungleiche S-zählige Symmetrieaxen. Von diesen wird eine vertical, eine 
xweite quer zum Betrachter gestellt; dann läuft die dritte Axe auf den 
Betrachter zu. Gleichwertbige Flächen erhalten Symbole , in denen die- 
selben Indices in derselben Reihenfolge, nur mit anderen Vorzeichen, auf- 
treten, wenn man die Lage der Flächen durch ihre Abschnitte auf den 
Symmetrieaxen bestimmt. Die Einheiten abc dieser Axen sind ungleich; 
ihre Verhältnisse, die geometrischen Constanten des rhombischen Krystalls, 
sind zwei von einander unabhängige Grössen. 

Die trigonometrischen Functionen der Flächen- und Kantenwinkal, 
ausgedrückt durch die geometrischen Constanten und die Indices , erhält 
man aus den allgemeinen Formeln in § 11 des zehnten Kapitels, indem 

man setzt: 

ai=a, 02 = 6 = 1, a3 = c 

Cii = C22 = C33 = 1 , C23 = c,t = C12 = 
^,1 = J22 = ^aa = ^ -^23 = ^'6\ = ^\2 = ^j ^ = 1 
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Dann ist: 
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tt = ia,Ofc ' * aa cc 

= ^, { c«A, A', + o«c>A2 A'2 + 02A3 A'3} 

Folglich : 

(1) cos (A A') = c^fHh\ + aYh,h'', + a^h,h', 

(2) sin (A A'l = a c ] A^ (^^')i (^^'11 + Jhh'h (AA'), + c^ jhh'h Jhh'U 
worin : 

H' = c^h\h\ + a^c^h\h'2 + a2/i'3/i'3 
gesetzt ist ; ferner : 

^„ (,,,) ^ ,, lWm^;)> + (^A'h (A AQ + c^yMnÖl 

..j^üi: die Tangenten der Fiächenwinkel aus den Zonen der Axei 
Tt^.n'^Tt^ erhält man : 

(4) tan(A,0A3X0A'3)=^,^^|£Ä__ 

.,,, .... tan(A,A,0-A^A',0)= ^^,;];^j»^^,^ 
und insbesondere : 

- tdn(0<0*0A2A3)=^-J^, tan (OOi'OAjAsJrr« — c J^ 

C A2 /^S 

(5). ■ tan(OprA,OA3)=-5i, tan(400X0A3)= — -^ 

.; tau (400X A2O) == o 5^ , tan (01 h\ A,0) =t -^ 1 Ji 

Hieraus jorgeben sidii einwerthige Ausdrücke für die Axenein 
heilen: 

: '• cs=«=^oot(040'0A2A3) 



a hl 



(6) -^ = ^cot(00rAi0A3) 

a = ^tan(iOO*AiA2 0) 



f 4 . Allgemafaia geometriseiie Rfgenschafleo. 



3*7 



Für den Winkel zwischen der Basis p' = {OOI} und einer Flache 
h = {^1^2^ erhält man: 



(7) 









Aj*i 



A^A) a A3 ^ ^A| 



Es seien ^ = {^i ^ j^} und iL* = {iii^^} '^^^ Flächen, welche mit der 
Basis 001 in einer Zone liegeui so ist: 

4 

^ ft ft =j,ti — ft*, =0 

^'1 ^I *3 

oder: 

und demnach nach der letzten Formel : 

ton (p^g) ^ gl *> _ gl Ars 
tan (p3fc) *ig3 A-jgj 

Analoge Ausdrücke erhalt man für zwei Flächen, welche mit der 
Axenebene p> £= {040} oder mit p^ &= {4^^} in einer Zoae liegen. Denn 
es ist : 



(8) 



tan(p^)=l^l/«« — 



-\-cc 



und, wenn die Fläche l^[l^l^l^ mit p^ und g in einer Zone liegt : 

h — h. 



folglich : 
(8') 

Ferner ist: 



gl 



tan [y^g] ^gi^k^ff^k 

tan(p2/) i^ g^ l^g^ 



tan(pig) = -i^|/l +CC 



9292 



c 9i ' gsgs 

und, wenn die Fläche /*= {/i/2/s} mit p^ und g in einer Zone liegt : 

g2_ ^ 

g3 fz 

folglich : 



tan(pY) Agi 
Wenn man %\x der Gleichung (8) : 

_g!*a 



Agi 



tan(p3(,) = |L^^tan (p'Ä) 
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diu Gleichung : 

tan (p«Ä-}= tan(p»ft) 
addirt und subtrahirt und darauf den Quotienten der so entslehendea Aus- 
drücke bildet, so erhall man : 

(9) tan(p»g) + tan{pU) ^ sia [i{p^g] + {gk)] ^ 93M_±Ji^ 

taD(p'ff)— tan[p»A) s\a{gk] ftftt— 9i*s 

__ gih+gjkj 
jjfcj — jjftj 
In analoger Weise erhalt man uns (8*) und (S**) die folgenden Rela- 
tionen : 

sin[8(pi'g)-Kg /)] ^ gj l, + 9,k ^ gth + Ssk 
sm{gl) 9ili—9ik !fe^ — Ss^ 

sin[8[p'g) + isf]] ^ g,A + 92fi ^ gl/;» + 9:Ji " . 

sin ( jA) 9\ h — Sifi Si /s — ffa h 



(9") 



Holoedrische Formen. 

■ .: §2- 

DievoMfiefatgen Formen des rhombischen Systeiqs besitz^i ausser 
den drei auf einander senkrecht stehenden 2-zähligen Symmetrieaxen eil 





Fig. (OS. 

Centrum der Symmetrie, so dass die auf den Axen senkrecht stehenden 
Ebenen Symmetrieebenen sind. Zu jeder Flache, welche nicht einer dieser 
Axen oder Ebenen parallel lauft, gehttren in Folge der Symmetrieeigen- 
schaften dieser Gruppe sieben andere gleiche Flächen, welche mit jene t 



§ S. Holoedrische Formen. 
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eine rhombische Pyramide bilden. Zu einer Fläche aus der Zone einer 
Symmetrieaxe gehören drei andere gleiche Flächen aus derselben Zone, 
welche sich mit jener zu einem rhombischen Prisma vereinigen, wofern 
die erstere Fläche nicht zugleich einer zweiten Symmetrieaxe parallel 
läuft, in welchem Falle nur ihre Gegenfläche mit ihr gleichwerthig ist. 
Demnach können an einem voUflächigen Krystall achtflächige Pyramiden, 
vierflächige Prismen und Flächenpaare auftreten. 

Rhombische Pyramide (hhl) — wird von 8 ungleichseitigen 
Dreiseiten begrenzt (s. Fig. 401 und die stereographische Projection der 
Polfigur auf die horizontale Axenebene in Fig. 402). Von den 191 Kanten 
liegen je 4 in einer Symmetrieebene und bilden einen Rhombus. Sie 
stossen in sechs 2 -|- 2-kantigen Ecken von dreierlei Art zusammen. Gegen- 
überliegende Ecken werden durch eine Symmetrieaxe verbunden. 

,*, — cchh + aacckk + aall 
cos [d] = -^ 



cos («) = 

cos (^) = 



N 
cchh — aacckk + aall 



cchh -{-aacckk — aall 



N 



worin : 

N = cchh -{- aacckk -{- aall 

Aus den Formeln auf S. 210 
ergiebt sich : 

4=sin2^ + sin2|l + sin2|) 

oder: 
8= cos2 ^ + cosi^ + cos2 (|1 

oder: 

# 

4 = cos [S] + cos (i) + cos (C) 

Vertikales Prisma (AAO), 
h > *, Fig. 403. 

cos [d) = 




Mo 



\^ 



i 



■f 



S 



hko 



Fig. 408. 



COS («) = 



— AA + aakk 
hh + aakk 

hh — aakk 



hh + aakk 
Querprisma (AO/) A ^ /, Fig. 404^, S. 370. 

— ccAA -h Q'all 



cos [S] = 
cos %) = 

^^•MbcIi, Geometr. KryataUogr. 



ccAA -f (10,11 

cchh — aall 
cchh + aall 



24 
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Längsprisma {0kl), k^l, Fig. 405. 




Fig. 404. 



COS (e) = 
cos (t) = 



— cckk 4- II 
cckk + // 

cckk — II 
cckk + II 




Fig. 405. 

Die 3 den Symmetrieebenen parallelen Flächenpaare werden als Basis 
(OOi), Längsfläche (010) und Querfläche (iOO) bezeichnet. 

In den nebeDStehen- 
den Figuren sind einige 
Combi Rationen dar- 
gestellt. Rhombische 
Pyramiden herrschen 
am Schwefel (Fig. 406) 
und am Witherit (Figur 
407) vor. Von prismati- 
schem Typus sind die 
Krystalle des Arsenkie- 
ses (Fig. 408) und des 
Lievrits (Figur 409). 
Tafelartig erscheint der 
Schwerspathkrystall 
Fig. 406. Fig. 407. (Fig. 440). 
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Ausser den Zonen der Symmclrieexen sind bei holoedriBCfaen Krystallen des 
rhombischen Systems auch die KenlenioDen der rhombischen Pyramiden, oder mit 
aaderen Worten die Zonen, deren Aien den Symmelrieebeneo parallel geben, nach 
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1 
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Ml» 


> 


/ 








^ 



zwei za einander senkrecht stehenden Ebenen symmetrisch. Die durch ei 
mide (ftftlj besitmmlen KaDtenrich langen haben die Indices: 



[Olfc], 



[(Oft), 
[JOh], 



\khO\ 



B. Sphenoidische Hemiedrle. 



Die FormeD dieser Gruppe besitien drei Jiuf einaader senkrecht stehende 
VDgleicbe S-zahlige SyminetriesxeD. Diese Eigenschaft wird durch Fig. 41 1 
veranschaulicht. Die beiden Gruppen 
gleichwerthiger Flächen: 

hkl, hkl, hkl, kkj ^"jT ^^^^0 

hkl, kkJ, hkl, hkl 
bilden zwei correlate rhombische 
Sphenoide: Prl^**) ""'' Pi(^*^- 
welche enantioroorph sind, da sie 
weder eine Symmetrieebene , noch ein 
Centrum der Symmetrie besitzea [siehe 
Fig. 413, Seite 372). Die begrenzenden 
Polygone sind ungleichseitige Dreiseite. 
Die Kanten treten paarweise auf und sind 
von dreierlei Art. Die beiden Endkanten 
sind horizontal, kreuzen sich aber nicht rechtwinklig. Die Symmetrieaxen 
verhinden gegeaUberliegende Kantenmitten. Setzt man : 



4 M ' 


:\ 


V" " 


Ul J 



folglich : 
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N=s cckh + aacckk ■+■ aall 
cchh — -aacckk — aall 



)8 [v] = 

>s{X) = 



- cckk + aacckk — aall 
' N 

- cckk — aacckk -{- aall 



COS{fl] = 
cos (»*} + cos (il) + cos (|U} = — i 




Fig. H2. 

Die übrigen einfachen Formen sind rhombische Prismen und Flächen- 
paare. 

Beispiele. Von den hierher gehörigen Subslenzen sind in den nebenstehen- 
slehenden Figuren dargesteiJt: 

Magne8inin8ulfBt(Bitlersa]i)= MgSO*+ 7iP0. 




Fig. US. 

a:b:c= 0,9901 : i 

IHO), e,(m) 
[techtsweinsauresAntimon-KAnun)|BrechweinsteiD)c9iE'[S60)B*C*0*. 
a:b:c~ O.gfiSS : 1 : 1,10S( (Fig. iH]: 
(001), (HD), ^r(lll) vorherrscbend, ^{(111) nntergeordnet. 
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Wasserfreies Codein « C«J5f«*N03. 

a : 6 : c » 0,9t98 : 1 : 0,5087 (Fig. 44 5)*): 

« = (400), 6 = (040), m=(440), n=(4«0), 9==:(044), d-(404), |«=erM^<) 
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Fig. 446. 



Fig. 446. 



Tetracetylchinasäureäther = (ßIfi-H(0' C^ m 0)^ COO (C^ W). 

a.b-.c^ 0,53345 : 4 : 0,44362 (Fig. 446)**): 
p=:(440), p'=(420), r=:(404), 9=(044), = ^^(444) 

Metasantonin := O^m^Cß. Schmelzpunkt 460,50. 

a.b'.c^^ 0,48828 : 4 : 4,49097 (Fig. 44 7)***) 
(001), flr = (404), fc=(403), d=(044), /• = (024), g = (023), t* = Q,(424) 

Metasantonsäure = 0^5^2004. 
a) erhalten aus Natriumhydrosantonat. 

a.h'.C^ 4,30327 : 4 : 4,25492 (Fig. 448)+). 
m = (440), flr=(404), o^Qri'^W) 






Fig. 449. 



Fig. 44 8. 



b) erhalten durch Erhitzen der Santonsäure in CO^ bei 29 oo. 
a : 6 : CS 4,3040593 : 4 : 4,2544944 (Fig. 449)-|-|-) 
fii=:(440), flr = (404), k=:(402), 0=^^(444), o' = ef(144) 



♦) A. Arzruni. Zeitschr. für Krystallogr. 4877, 1, 302. 
**) W, F. Hillebrand. ib. id. 303. 
♦**) J. Strüver, Zeitecbr. für Krystallogr. 4878, 2, 592. 
+) ib. id. 597. ++) ib. id. 598. 
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Ein Theil der Substanzen, deren Krystalle dieser Gmppe angehören und dem- 
nach in enaniiomorphen Formen auftreten» zeigt in Lösungen ein optisches 
DrehuDgsvermögen ; z. B. rechtsweinsaures und linksweiosaures Antimon-Kalium. 
Ein anderer Theil lässt diese Erscheinung nicht wahrnehmen ; z. B. Magnesium- 
sulfat*). 

§4. 

Naumann**), Groth***) u. A. führen eine dritte Gruppe rhom- 
bischer Krystalle an, deren Formen ein Gentrum der Symmetrie, eine 
2'ZSIhlige Symmetrieaxe und eine auf dieser Axe senkrecht stehende Sym- 
metrieebene, also denselben Symmetriecharakter wie die vollflächigen 
Formen des monoklinen Systems besitzen. 

Nachdem die Mineralien: Wolfrarait, Datolith u. s. w., welche früher 
in diese Gruppe gestellt wurden, auf Grund ihrer optischen Eigenschaften 
als dem monoklinen System zugehörig erkannt worden sind, bleiben 
nur zwei hierher gehörige Beispiele übrig: Bibrombrenztraubensäure ; 
= C^mBr^O^ und a-Dinitrochlorbenzol = C^m- Gl- NO^-NO^, welche 
nach ihrem optischen Verhalten dem rhombischen System eingereiht werden 
und an denen Groth die in Rede stehende monokline Hemiädrie constatiren 
zu können glaubte f ) . g 

§5- ] 

Unter den hemimorphen Krystallen des rhombischen Systems sind 

zwei Gruppen zu unterscheiden. Ein Theil 
dieser Krystalle besitzt eine polare ä-zäh- 
lige Symmetrieaxe und zwei in dieser Axe 
sich schneidende Symmetrieebenen. Hier- 
her gehören : Magnesium-Ammoniumortho- 
joi u-^ Phosphat oder Struvit = Mg {Nm) PO^ ^ 

+ 6 ^2 0^ (siehe Figur 420) , Kieselzinkera ' 
= ZrfiSiO^ + H^0, Resorcin = C^mO\ 
Ein anderer Theil hat nur eine polare 
oaJT 2-zählige Symmetrieaxe. Dieser Gruppe 

Fig. 420. gehören die Krystalle des Milchzuckers 

= Ci2^22oii an. 

§6. 

Nach § 2 des vierten Kapitels ist jede Zone durch die Indices und die 
Winkel von drei ihrer Flächen : 





*) Vgl. L. Pasteur. Recherches sur les relations qui peuvent exister entre la forme 
cristalline, la composition chimique et le sens de la Polarisation rotatoire. Ann. chim. 
phys. [3], 24, 442. 81, 67. 88, 437. — E. Verdet. Legons d'optique physique. Paris. 
1870. 2, § 287, pag. 302. H. Landolt. Das optische Drehungsvermögen organischer 
Substanzen. Braunschweig. 1879. 

**) Elem. theoret. Kryst. 1856, 279. ***) Physikal. Krystall. 1876, 373. 

•1-) Annalen der Chemie und Pharm. 1869, 152, 267. Zeitschr. für Krystallogr. 
1877, 1, 590. 
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Ä = {Ä| ^2 A3}, Ä' == {h\ h\ Ä'3}, A" = {h!\ A'2 A'^s} 

Aj A2 A3 

h\ h\ A'3 = 

A" j»" I." 
1'* 2'* 3 

vollständig bestimmt; d.h. wenn die Indices einer vierten Fläche /*= {/1/2/3}} 
die der Bedingung : 

Ai A2 A3 

A'i A 2 A 3 = 

A h h 

genügen müssen, gegeben sind, so können die Winkel zwischen /*und den 
übrigen Flächen der Zone berechnet werden ; und umgekehrt, wenn einer 
dieser Winkel gegeben ist, so 
können die Indices von f ermit- 
telt werden. Wissen wir nun, 
dass der Krystall, dem die Zone 
angehört, rhombisch ist, und 
haben wir die Indices der Flä- 
chen A, A', h" demgemäss ge- 
wählt (d. h. auf ihr krystallo- 
graphisches Axensystem be- 
zogen}, so sind, wie jetzt gezeigt 
werden soll, in diesem beson- 
deren Falle durch jene Daten 
auch die Axeneinheiten be- 
stimmt, wofern keine der Axen- 
ebenen in der Zone enthalten ist. 
In der Zone [A, A', A"] sind 
die Winkel zwischen den , be- 
aehungsweise den Axen tt^, tt^, tz^ parallel gehenden Flächen: 

mi={ (ÄÄ'la (AA')2} 
in2 = {(AA')3 (ÄÄ'),} 
m3 = {(ÄÄ')2 (AA')i } 

als bekannt vorauszusetzen; denn sie können nach (3), Seite 40, berechnet 
werden mit Hülfe der Formeln : 

cot (Am^) = (1 — A^] cot (AA') + A^ cot (A A") 
(1) cot (A m2) = (1 — A^) cot (A A') 4- A^ cot (A A") 

cot (A m3) = (1 — A^) cot (A A') + A^ cot (A A") 

(mim3) = (miA) +[hm^) 

worin -4*, A^j A'^ die Doppelverhältnisse : 

41 = (A A' A" ml) , A^ = [h A' A" m^) , A^ = {h K h" m») 
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bedeuten. Nun ist (vgl. Fig. 421, S. 375} in den rechtwinkligen sphäri- 
schen Dreiecken m^m^p^ und m^m^p^: 

cos (v^m^m^) = - ^"^P**"") = - ^'"^P''"') 
^^ ' tan(m5w2) tan (m^m*) 

folglich^ da: 

(p2m3)4-(mV) = ^80o 

(pi m3) + (m3p2) = 900 
ist: 

2 tan2 pi m3 = — - — L.^ 

^ ' tan(m3m^) 

In analoger Weise erhalt man aus den sphärischen Dreiecken ni^m^p^ 
und m^m\p^: 

cos f p3m2 m3) = - *^° ^P'*»') = _ *°° (P'*»') 
^^ ' tan (m^m^) tan (m^m^) 

(piin2)4.(m2p3)=90o 

/oa\ ♦ fi/ q 9\ tan(m2mi) 

2* tan2 p3 m2 = ^ — ; ^ ,( 

^ ' vr- / tan(m2m3) 

aus den sphärischen Dreiecken m}nflp^ und m^m^p^: 

/_o 4 ox tan (p3mi) tan ip'^m'^] 

^ ' tan (m^m^) tanfm^m-*) 

(p3mi) + (mip2)=90o 

(2") cotMp^mi) = -.^?^jü?;^j 

^ ' Vi- / tan (m^m^) 

und aus je zwei der Winkel (p^wi^), (p^wi^), (p^m^) können nach den 
Formeln (6), Seite 366 die Verhältnisse der Axeneinheiten berechnet werden. 

Beispiel. Es seien zur Berechnung der Axeneinheiten des Topases (s. Fig. 
421) die Indices und die Winkel der tautozonalen Flächen: 

[hh') =(101^12)= 26Ö 55' 4i" 

(Ä'Ä")=:(442^0H)= 42 32 38 
gegeben^). Dann ist: 

m3=lT0, w2 = Ä=101, Ä'=H2, wt = Ä" = 011 

.(Ämi) = {ÄV)+(Ä'V')= 690 28' 20", (Am«) = 
und nach der dritten Formel (\): 

cot (Äm3) = (4 — i43) cot [h h') + il» cot [hh") 

C0t(Äm3)=:— 4,968695 + 0,748875 = — 1,21982 = — • tan [900 + (Äm3)] 
900 +(Äw3) = 500 39' 19,2", (rr^h) = 390 ao' 40,8" 
(m3mi) = (nfih) + (Ämi) = 1 080 49' 0,8" 

Nun erhalten wir aus (2): 



*) Vgl. N. von Kokscharow. Materialien zur Mineralogie Russlands. Peters- 
burg. 1854 — 57, 2, 198. Taf. 33, Fig. 29. Topas aus dem Borschtschowotschnoi Gebirge 
bei Nertschinsk. 
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. ,, , „ lan 390*0' *0,H" 
tan' p'm» U= — — ' — 

"^ ' COl 180 49' 0,8" 

log tan {p'n>^v= 0,7i307(3 — I 
js der drillCD Formel (6) S. 366 : 
o = ^ lan (p'm»), a — il,5iB588 
Ferner erhall«) wir aus >t^): 

,,, , ,, Un 690 »8' 30" 




D,gsS96S 



cot 180 49' 
log coMP^mllca 0,9795316 
und aus der ersten Fonnel (6): 
c = ^cot(p>nii). 

Demnach babcn die Elemente dieses Topases die Werthe : 
a: b: c — 0,6!S536 : 1 : 0,953965 

§'■ 

Im rhombischen System sind die krystallographischeD Axen ti 
zugleich die Normalen der Axenebeneo p', p^, p^. Daher isl in 
zwölften Kapitels : 

sin (p') = 1 , (vr') = (Ap') 
zu setzen. So erhalten wir für die Winkel, welche e 
Axenebenen einschliesst, die Relation: 



e Fläche h mit den 



1* (Api) H- COS^ (Ap2) +■ cos2 (Ap3) 



(1) 1 = 

oder: 

cos^ (Api) = - COS l(Ap5) + (Ap3)] cos [[kp^] - (Ap^)] 
(1") cosi(Api) = - cos [(Ap3) + (Api)] cos [{Ap3) - (Api)] 

cos' (Ap3) = — cos [(Api) + [fip^'i] cos [[Ap') — (Ap^)] 
Zwischen den hier auftretenden Winkeln, den Indices der Flüche h 
und den Axeneinheiten a, b ^ i, c beslehen die Beziehungen : 



(2) 



s(*P'l 



s(Ap^) : cos {hp^)^ 



:*,:- 



Mit Htllfe von (1) und (2) kann man leicht die Verbaltnisse der Axen- 
eiaheiten a : 1 : c berechnen, wenn ?wei Flächenwinkcl und das Symbol 
einer rhombischen Pyramide {hkl) (s. Fig. 401) gegeben sind. Denn 
es ist: 

cos(Ap')= sin ^ 



ß) 



cos(Ap')= s 
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(o]gli«bDacb(<): 




(4) 




, = ,i„=M+.i„,(£! + .i„,| 


oder: 




Sin.™ cos("|Kle.,l"7Kl 


(»■) 




,io.W-co,K)+mc.,!97") 


und nach 

(5) 


(S): 





. Ad der Pyramide (11<]*] des Topases (Fig. 413) » 

(<f) = 780 1 9' to", [«) = 880 59' B(" 



w 



E= 380 9' 50", 



--i = )&0 JB' 57" 



und Dach der dritteD Formel (*■): 

siD>'~ = cos880 3B'i7". 



lm=iVl 89' 6»" 



^«iws*'«" 




(0 = 880 48' 18" 




Folglich nach (S): 




smW 




;&;(; = 0,518538 : 1 : 0,(78875 





Auf GniDd der Relationen (S) und (9) in § 1 und (1) in § 6 können die 
Verhältnisse der Axeneinheiten leicht berechnet werden, wenn die Winkel 
zwischen den Flachenpaaren h, h' und k, k', von denen jedes mit einer 
Axenebene in einer Zone liegt, gegeben sind. Wir nehmen an, dassji', 
k, h' und p^, k, k' tautozonal seien (s. Fig. iäi], und bezeichnen die, den 
beiden Zonen gemeinsame Fläche mit l. Dann erhalten wir aus (9'') und (9*) 
in § 1 die zur Berechnung der FlHcbenwinkel (p'A) und {p^k) dienenden 
Formeln : 



■ Grundform gewählt ist, wnrde in Fig. All, 



") Die Pyramide, welche hier z 
Seite 377, mit [Ht] bezeichDet. 
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379 



(1) 



in [2 (pU) + (kk')] = Yk^l'l' ^'° <*^') 



sm 



so dass nach (8^) und (8*) in § 1 die Winkel (p^l) und (p^/) gefunden werden 
können : 



(2) 



tan{p«/)=^^tan(/j'A) 
tan(/)2/) = /l^tan(p2Ä) 



Darauf berechnen wir (p'Q aus der letzten Formel (1') in § 6 : 
(3) cos2(p3/) = — cos [(p' /) + (p^/)] cos [(p> /) — (p2/)] 

und schliesslich a und c aus (2) in § 6 : 



(4) 



^ ^ /^ cos (p2 /) ^ ^ /3 COS (p2/) 



/j COS (p W) ' " li COS (p3 /) 

Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung in dem besonderen Falle, 
wo V mitp^ und Ä' mit p^ zusammenfällt, d. h. wo zur Berechnung der 
Verhältnisse der Axeneinheiten die Winkel gegeben sind, welche zwei 
Flächen h und k mit zwei verschiedenen Axenebenen, z. B. mit p^ und p^, 
einschliessen. In diesem Falle kommen offenbar nur die Formeln (2), (3) 
und (4j in Anwendung. 



100 



aaa 




oio 




§19 



IZl 



x:><g 



2#« 



Fig. 425. 



Beispiel. Die Axeneinheiten des Weissbleicrzes (s. Fig. 425) sollen berech- 
net werden aus den Flächenwinkeln*): 



*) Vgl. N. von Koks charow. Materialien zur Mineralogie Russlands. Peters- 
burg f87<r, 6, 489, 4 42. Taf. 79, Fig. 13. 
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(Äp») = (2H^100)= 270 29' 54" 
(Ä;p2)— (^2^^010)= 47—9 

Die den Zonen [hp^ und [kp^ gemeinsame Fläche ist : 

Nach (2) ist : 

tan(pU)= 2 tan 270 29' 64" 

tan(p2^ = 2 tan 47 — 9 

{pH) = 460 9' 9", {p2i) = 650 _ <5,4" 
und nach (3): 

cos2 (p3 i) = — cos m0 9' 24,4". cos 480 6^6,4" 

(p3i)=540u' U" 

so dass nach (4): 

__cos(p2i) __cos(p2;) 

""" cos (pi l) * "~ cos (p3 1) 

a: b : c= 0,609969 : i : 0,7230H 
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T. Das monokline System. 

§ 1—3. Allgemeine Eigenschaften. § 4—5. Berechnung der Elemente. 

§ 6, Berechnung der Indices. § 7. Construction. 



§1. 

Die monoklinen Krystalle besitzen eine 2-zählige Symmetrieaxe. Die 
vollflächigen Krystalle haben ausserdem ein Centrum der Symmetrie 
und folglich auch eine zu jener Axe senkrecht stehende Symmetrieebene. 
Zu einer Fläche, welche nicht der Symmetrieaxe oder der Symmetrieebene 
parallel läuft, gehören in diesem Falle drei andere gleiche Flächen, welche 
mit jener ein vierseitiges Prisma bilden. Die Kanten eines solchen Prismas 
stehen senkrecht auf der Symmetrieaxe. Zu einer Fläche aus der Zone der 
Symmetrieaxe gehört nur ihre Gegenfläche. Daraus geht hervor, dass die 
unter einander gleichwerthigen Flächen eines vollflächigen monoklinen 
Krystalles dreierlei einfache Formen bilden : 

1) monokline Prismen, 

2) Flächenpaare, welche der Symmetrieaxe parallel gehen, 

3) ein zur Symmetrieebene paralleles Flächenpaar. 

Die unter einander gleichwerthigen Flächen eines monoklinen Kry- 
stalles erhalten Symbole, in denen dieselben Indices in derselben Reihen- 
folge, nur mit anderen Vorzeichen versehen, auftreten, wenn man zuAxen- 
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richtungen die Symmetrieaxe it^ und irgend zwei in der Symmetrieebene 
gelegene Kantenrichtungen it^ und n^ wählt *) . Es ist üblich, die Symmetrie- 
axe quer zum Beobachter: n^ = [010], eine der beiden anderen Axen 
vertical und die dritte Axe nach vom geneigt aufzustellen. Wir wollen die 
verticale Axe mit n^ = [001], die nach vorn geneigte mit 7t^ = [100] be- 
zeichnen. Nach Naumann werden die Axen tt^ und tv^ Klino- und Ortho- 
axe genannt. 

Die geometrischen Elemente eines monoklinen Krystalles sind drei 
von einander unabhängige Grössen : die beiden Verhältnisse der Axenein- 
heiten, welche wir mit a : 6 : c, 6 = 1, bezeichnen, und die Neigung der 
Axen (tt» Vi) = /?, /?> 90«. 

Die trigonometrischen Funktionen der Flächenwinkel erhält man aus 
den allgemeinen Formeln in § 11 des 10. Kapitels, indem man setzt: 

tti = ttj 02 = 1, 03 = 
(7r27r3) = (ttI 7r2) = 90o, {tv^tv^) = ß 
^11 = C22 = C33 = 1 , C23 = C12 = 0, C31 = cos ß 
^x\ = ^33 = ^) ^22 = sin 2/!/, ^23 = ^12 = ö> ^13 = — cos /$? 

1 cos /? 
1 
cos /? 1 



Dann ist : 



= sin^ ß. 



3 

^ cn^ai Ojk ft^/i'jt = Ol Ol ^ /i'i -f- 02 02 ^2 h'-i -|- 03 03 A3 V3 + Ol 03 (Äi Ä'3 -|- A3 Ä'i) cos ß 

a = 1 ' 

S ^hih'j, = -Läi V, -I- ^^^h^h'2 -h — Ä3V3 - ^5^(Ä, Ä'3 + ÄaÄ'i) 

a = l«<«ik «l«! O2O2 Ö3Ö3 0103 ^ ' J-r d 1/ 

folglich : 

/..i/v ccÄiÄ'i+ oocc/»2Ä'2Sin2/?-f-oaÄ3Ä'3 — oc (^1^3 + A3 Ä'i) cos i« 
(1) cos(aa ) «5 — 

worin : 

H = cchihi + aacch2k2 sin^ ß + aah^h^ — 2achih^ cos ß 
H' = cch\h\ + aacch^h'i sin^ ß + aah\h!^ — %ach\h\ cos /? . 

gesetzt ist. Ferner ergiebt sich : 

(8) sin (ÄÄ') = oc sin ß y eTh' 

, • . y«fl(^/>')i(^^')i + [hh'h[hh')2 + cc(hh')z{hh% + ^ac(hh')^{hh')z cos /? 

(S)taii (ÄA ) = oc sm /»^^^^,^ ^ oocc/»2Ä'2 sin« /? + ooÄ3Ä'3 — ac[h^h'^ -H Ä3Ä'i) cos ß 

Hieraus erhalten wir fttr die Flächenwinkel in der Zone der Axenix 

♦o« tcih h'^aw h' \— ^[Kh\ — ^h\) sm ß 

tan (Ü/12Ä3 0^2/13]= — m — « ^ z> ■ — ttt" 

^ '^ ** '^ ' CCÄ2Ä2 sm* jy+ A3Ä3 

/>i\ ♦«« /i. n/.^A' ftV \ 00(^3^1 —hh\) smß 

(4) tan (ÄtüÄ3/iiü/i3) - ccAjÄ', + aaÄ3Ä'3 - ac [h,h'^ + h,h\) cos // 

*o« r* Ä A^v A' c\\ — 0'[Kh'2 — h^h\)smß 
tan (Äi /i2 A 1 Ä 2 "J = im — \ nüf — » 9 a 



*) Vgl. S. 209. 



382 



Siebenzehntes Kapitel. 



und insbesondere fttr die Winkel mit den Axenebenen : 



h' 



cot {010*0A',A'3)= c pi sin /? — — tan (OOI'OA'jA'a) 



(5) 



cot(OOrA'.OÄ',) = ^*^^-i^-cot/» 

tan (100''A',Ä'20) = a ^ sin /? = — cot (OIO'^Ä'iÄ'aO) 



Alf «/ 



Diese Formeln sind dadurch bemerkenswerth, dass sie sich nach den 
Axeneinheiten auflösen lassen: 

^ Kj, cot (OIO'OA'a^'a) _ _ ^ tan (00^0^-2 A'3) 
h\ sin /? Ä'2 sin ß 

ia\^ ^'1 «• /?/ wAAjAi./ AI.M I * x?i Ä'i sin[(00lXOÄ'3)+/9] 
(«U = /^ ^'° '^tcot (001 Ä,0Ä3) + cot ß} = fe/ sin(00lV,OA-3) 



_ h\ tan (400 A^/ta Q) _ _ ^ cot(010^A^^ A^aO) 
Ä'2 sin /? Ä'2 sin ß 

§2. 
Aus zwei Flächen mit den Symbolen : 

Ä = {Ä1Ä2Ä3}, h' = {Ä'iÄ'2Ä'3} 

und den, in Folge der Symmetrie des Systems ihnen zugehörigen gleiche 
Flächen: 

Ä" = {Ä,Ä2Ä3}, Ä'" = {Ä'iÄ'2Ä'3} 

l00 



äi0 




leitet man zunächst vier, in der Zone der Symmetrieaxe Jt^ == [010] gele- 
gene Flächen ab (s. Fig. 4S16J, welche beziehungsweise in den Zonen: 



n 
n 
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[AA"], [AV], [AA'"], [AA'] 
liegen und deren Symbole : 

= {AjOÄ.3} . 

qf = { AiA'2 + A2A'i «0 • A2A'3 + A3A'.2 } 
j' = ( Aj A'2 — Aj A\ • • — A2 A'3 + A3 A'2 ) 

sind. Man bemerkt, dass die Symbole von q und q' die Form : 

? ={Äi +?Ä'i • . A3 + Qh'^} 
g' = { A, — Qh\ . . A3 — pA'3 } 
haben, worin : 

A2 

^ = r, 

gesetzt ist. Folglich sind nach § 1 des 4. Kapitels die tautozonalen Flächen 
n, n% g, q vier harmonische Flächen und das Doppelverhältniss derselben 
hat den Werth *) : 

(n n qq') = — i 
Demnach ist: 

2cot (qq') = cot [qn) + cot (qn') 
Da: 

[nn'qq') = (n'nq'q) = {qq'nn') = {q'qn'n) 

ist, so bestehen auch die Relationen : 

2 cot [q' q) = cot (9'n') 4" cot [qn!) 
2 cot (nn'j = cot (ng) + cot (nq') 
2 cot (n'n) = cot (n'g ) -f cot [n'q) 

Aus Figur 426 ersieht man, welche Flächen eines monoklinen Rrystalls 
unabhängig von einander mit Symbolen belegt werden können**). 

1) Zwei Flächen, welche verschiedenen und mit der Symmetrieebene 
nicht in derselben Zone liegenden Prismen angehören, können willkürlich 
symbolisirt werden : 

A = { Ai A2 A3 } , A' = { A'i A'2 A'3 } 
Damit sind gleichzeitig die beiden symmetrisch zugehörigen Flächen : 

A" = { Ai A2 A3 } , A"' = { h\ h\ A'3 } 

also im Ganzen die erforderlichen vier, nicht zu je dreien einer und der- 
selben Zone angehörenden Flächen mit Indices versehen. 

2) Ist eine Fläche A einer prismatischen Form mit einem willkürlichen 
Symbol: A = { A| A2 A3 } belegt, so ist damit der Fläche n in der Zone der 
Symmetneaxe das Symbol : n = { Aj A3 } ertheiit. Dann müssen in der 



*) Dasselbe Ergebniss ist aus den harmonischen Eigenschaften des voUstUndigen 
sphärischen Vierecks h, h\ hl\ W zu entnehmen. Vgl. S. 4 5. 

**) Vgl. M.Web 8 ky. Ueber die Berechnung der Elemente einer monoklinischen 
Krystallgattung. Monatsber. Berlin. Akad. 1880, 289. 
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Zone der Syrametrieaxe noch irgend zwei Flächen q und q' symbolisirt 
werden, wobei nur zu beachten ist, dass die Indices von q' nicht der 
Reihenfolge nqq' widersprechen. 

3) Geht man von einer Fläche n in tier Zone der Symmetrieaxe aus : 

n = { rii % } 

so müssen die Indices hx und h^ einer Fläche h aus der Zone [np^] der Be- 
dingungsgleichung : 

— ^3 Äj -f- ^1 A3 = 

genügen; während der Index Ä2 ß*^® beliebige rationale Zahl ist. Ausser- 
dem hat man noch eine Fläche h' eines, nicht in die Zone [np^] fallenden 
Prismas oder an deren Stelle zwei Flächen q und q' aus der Zone der Sym- 
metrieaxe willkürlich zu symbolisiren. 

4j Hiat man zunächst über die Indices von zwei Flächen q und q' aus 
der Zone der Symmetrieaxe verfügt, so sind die Indices einer Fläche h 
eines Prismas, welches nicht in die Zonen [gp^j i^nj [q p*^] fällt, nur der 
Bedingung unterworfen, dass die Indices der gleichzeitig mit h synaboli- 
sirten Fläche n aus der Zone der Symmetrieaxe nicht der Reihenfolge nqq' 
widersprechen. 

5) Legt man die Indices von drei Flächen n'qq' aus der Zone der Sym- 
metrieaxe zu Grunde, so ist das Symbol derjenigen Fläche n aus dieser 
Zone, welche durch ein, nicht in den Zonen [n'p^, [9P^]j WP^ liegendes 
Prisma h h" bestimmt wird, von den Symbolen der ersteren drei Flächen 
abhängig. Demnach ist in dem Symbol h = {h^ h^h-i) nur noch der mittlere 
Index ^2, der irgend einen rationalen Zahlenwerth annehmen kann^ will- 
kürlich zu bestimmen. 

§3. 

Unter den Zonen eines monoklinen Krystalles sind hervorzuheben: 

i ) Die Zone der Symmetrieaxe tt^, 

2) Unendlich viele Zonen, deren Axen der Symmetrieebene p^ parallel 
gehen und das Kantenbüschel dieser Ebene bilden. Hierher gehören z. fi. 
die Zonen der Klinoaxe 7t^ und der Verticalaxe tt^. Jede dieser Zonen be- . 
sitzt ausser der Symmetrieebene p^ noch eine, auf p^ senkrecht stehende, 
also in die Zone der Symmetrieaxe tt^ fallende Symmetrieebene. 

Hieraus ergiebt sich, dass die Symmetrieebene p2 als diejenige 
Symmetrieebene, welche irgend zwei der symmetrischen Zonen 12) gemein 
haben, bestimmt ist. Ein Beispiel gewährt die in Fig. 427 dargestellte 
Combination des Sanidins^), deren Zonenzusammenhang aus der Stereo- 



*) Sanidin aus dem Albaner Gebirge, a: & :c = 0,6535 : i : 0,55«^, ß s= 44604r30". 
Vgl. J. Strüver. Studi sui minerali del Lazio. Parte seconda. R. Accad. dei Lincei« 
^876 — 4877. Cl. di Sc. fls. Ser. III, Vol. I. — Daraus in: Zeitschr. f. Krystallogr. 
4877,1,244. 
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graphischeo Projection ihrer Polfigur auf die Symmetrieebene (Figur i28] 
ersicfatlich ist. Ad dem Kryslall, der eine Combioation von : 

(001), (TOI), (l03), (50<), (010), (130), (110), (T11) 
ist, treten zwei symmetrische Zonen auf: die Zone der Verticalaxe ; 

110, 130,010, T30, TtO , 

und die Zone : 

TOI, T11,010, 11T, 10T 




Fig. 4ä8. 



Die Symmetrieebenen der ersten Zone sind 010 und die am Krystall 
nicht ausgebildete Fläche 1 00, die der zweiten 
BIO und Toi . Der Zone der Symmetrieaxe ge- 
hören 001, TOI, 103 und 801 an. In die 
Flg. 42S sind noch die in der Symmetrieebene 
[ telegenen Äsen [Klinoaxe a, Verticalaxe c) 
I ainge^ageo ; die Symmetrieaxe ist mit b he- 
l teichnet. 

K Die heroiraorphen Krystatle des monO' 

H Uinen Systems besitzen eine potsre 1-iHhlige 
V Symmetrieaie. Rohrzucker = C^^IP'O'^, Ouer- 
^ cit«.(^HWO», RecJitswein8«ure = C*HflO»(sielie 
rig. *M). 

§*. 

Aus den Formeln (6) in § 1 ergiebt sieb, dass man die Verhaltnisse 

^'^ Aieneinheiten direct nur dann berechnen kann, wenn man den 

"iskel der Äxen [rc^n^] = ß und in zwei der Axenzouen [?r'], [^t^], [?r*] 

1* einen Winkel zwischen symbolisirten Flachen kennt. Da der Winkel 

'''•Mick, OmBfltr. Kry-Ullogr. 35 




Fig. 419. 
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ß z=i 180® — [p^V^) sich leicht berechnen lässt, wenü in fler ionei der 
Symmetrieaxe tt^ die Winkel zwischen drei symbollsirten Flächen A, h\ h" 
bekannt sind, so ergiebt sich, dass man die Bereohnuüg der Ele- 
mente eines monoklinen Krystalles in dem folgenden Falle di- 
rect und in jedem anderen Falle erst nach einer Zurückführung auf iden in 
Rede stehenden Fall ausführen kann. 

Es seien die Indices der Flächen A, Ä', h" aus der Zone def Symmetrte- 
axe und der Fläche k aus der Zone [Äp^] bekannt: 

gemessen seien die Winkel (AA'), (A'A"), (AÄ) (s. Fig. 430). 



200 



02O 




aio 



Fig. 480. 



1) Berechnung von ß aus den Formeln: 

/i^ ==== 1800 — (p3pi)= 1800 — (p3Ä) _ (Ä 2,1) 
cot (Ap3) =[\ —%) cot (A A') + 31 cot (A A**) 

* " . * * 

worin: 

^_^nnnp)-^ A'^ A^ - A'^A''^ k^ , 

cot (Api) = (1 r- ä') cot (A A'j + ä' cot (A A") . . 
worin: 

2) Berechnung der Axeneinheit a. Bezeichnet man die der Zone [p^k] 
und der Zone der verticalen Axe gemeinsame Fläche mit «; == (ätiÄ^O}, so 
ergiebt sich nach (6) in § 1 der Werth von a aus : 



k^ sin ß 



'i ■ . ' • i ; . j « • . , 



§ 4—5.. Berechnang der Elemente. 
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Man erhalt den Flächenwinkel [p^s) aus dem bei p^ rechtwinkligen 
sphärischen Dreieck p^sp^ nach der Formel : 

tan [p^s) = — tan [sp^p^) sin (p^p^) 

worin s die Gegenfläche von s bedeutet, und den Winkel (sp^p^)= [sp^h) 
aus dem bei h rechtwinkligen sphärischen Dreieck hkp^j dessen Katheten 
bekannt sind : 

^ ,- ,,. tan(AÄ:) 

tan [sp^h) = ^-rrn 

^ '^ ' sm \p^h) 

3) Berechnung der Äxeneinheit c aus der zweiten Formel (6) in § 1 : 

Aq sin (p^h) 



k,sin[{p^h) + ß] 

Diese Methode zur Berechnung der Elemente eines monoklinen Ery- 
Stalles soll in dem folgenden Paragraphen durch einige Beispiele erläutert 
werden. 

§5. 

Der einfachste Fall ist der, wo h=p^ = iOO und ä' = p3 = 004 ist 
(s. Fig. 431). Dann liegt die Fläche k in der Zone derVerticalaxe: k = {hkO}. 
Winkel ß ist direct durch Messung gefunden und nur die Äxeneinheiten a 
und c sind zu berechnen mit HUlfe der Formeln : 

Ätan(100'AÄ:0) 
k 






l 
— a — 



sin ß 
sin(OOVÄOi) 



h sin[(00i*A0/) + /?] 



•lOi 




010 







ja- 



Fig. 432. 



Beispiel. Nach den Messungen von C. Klein*) sind am Epidot aus dem 
Sulzbachthal (Fig. 43S) die Fläcbenwinkel : 



*) Jahrb. Min. -1872, H8. Einleit. Krystallberechn. Stuttgart. 4876, 237. 



«i^o^^ 
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(A/^r)=a (00^100)= 640 86'= 4800 — ^^ 
(r"Af) = (Toro04) = 63 42 

Man findet a aus : 

tan (100^1 10} 

a tB» - 

sin ß 

(r^z) = (100^110)=: 900 — i(110^TlO)= 540 59|' 

a=. 1,58073 
und darauf c aus : 

sin (OOrTOI) 



c = 



, ^T. 



sin [(001 4 01)-!-^] 

wobei zu beachten ist, dass die Flöchenwinlcel in der Zone der Symmetrieaxe in der 
Richtung von p^ nach p* positiv gerechnet werden, also : 

(001^04) = — 630 42' 
zu setzen ist: 

c = 4,80574 

Demnach sind die Elemente dieses Epidots : 

a : & : 0= 4,58073 : 4 : 4,80574; ß^ 4450 24' 

Der in Fig. 432 in einer Projection auf die Symmetrieebene dargestellte Krystall 
zeigt die typische Ausbildung der Sulzbacher Epidote*). Er wird begrenzt von den 
Flächenpaaren : 

r = (400), e = (404), Jtf = (004), i=(T02) 

r =(404), l =:{J04), f =:(f04) j 

I 

aus der Zone der Symmetrieaxe, dem zur Symmetrieebene parallelen Pnichenpaar: 

Pb=(040) 
den verticalen Prismeo : 

w = (210), js=(H0), J7 = (420) 
den Prismen : 

d=(11l), n = :T44) 
den Prismen: * j 

o=(044), fc=(042) i 

aus der Zone der Klinoaxe, dem Prisma : ] 

9=:(f24) 

welches mit z in der Zone [if, d, n] liegt, und den Prismen : 

&=(233), 1/=(I44) 
welche mit o der Zone [ T, d, n] angehören. 

In dem nachstehenden Falle ist ß nicht direct gemessen, aber dock 

leicht aus den gemessenen Winkeln zu berechnen. Es seien gemessen die 

Flächenwinkel : 

(lOO^ÄfcO), (OÄ/'OOI), (OOrÄfcO) 

dann findet man ß aus dem bei p^ rechtwinkligen sphärischen Dreieck, 
dessen Eckpunkte die Pole von p\ hkO und p^ sind (s. Fig. 433) : 



cos(ÄiO'OOI) 
'^'iP'P')= cos [m^hkO] 
^ = 4800— (p3pi) 



*) Nach H. Bücking. Ueber die Krystallformen des Epidots. Zeitschr. für Krysl. 
4878,2,329. Taf. XIV, Fig. 2. Vgl. Klein a. a. 0. 



§ k — 5. Berechnang der Elemente. 

Die Axeneinheit a ergiebt sich aus : 

_ h ianjiOO'hkO) 
k sin ß 

und die Axeneinheit c aus der ersten Formel (6) in § 1 . 

__l tan(001'0/t/) 
h sin /S^ 
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wobei wieder zu beachten ist, dass die Flächenwinkel in der Zone [p^p^] 
in der Richtung von p^ nach p^ positiv gerechnet werden. 

Beispiel. Am Sphen von der Sella-Aip am St. Gotthardt*) ist : 

i(n) = {<00"l10) = «30 V 

(r^P)=: (01^001)= 33 Ui 

(P^i) = (OOr4 4 0)= 85 45 

cos 85^45' 
COS (1800 — /9) = _^ ^, ^ , /J = 940 37' 12,3" 



COS 23 4 

tan 230 4^ 
sin 94037' 12,3 



- = 0,427237 






tan 330 Uj' 
sin 940 37' 12,3" = ^'^^^^'^^ 



Demnach sind die gesuchten Elemente : 

a:b: c^ 0,427237 : 1 : 0,657557 ; ß = 940 37' ^2^3" 

Es seien die Winkel (Aä") und (ä'ä'") zweier monoklinen Prismen, 
welche nicht mit der Symmetrieebene in einer und derselben Zone liegen, 
und der Winkel {hh!) an einer Combinationskante der beiden Prismen ge- 
messen (s. Fig. 426, Seite 382). Zunächst leitet man wie in § 2 aus den 
gegebenen Flächen die Flächen nn'qq' ab, wobei : 

(Ä n) = i [h Ä"), (Ä' n') = I (h' h") 

*) Vgl. Fr. Hesse nh erg. Mineralogische Notizen. 4860. No. 3 (Zweite Forts.). 
S. SS (aas: Abhandl. Senckenberg. Naturf. Ges. Frankfurt a. M. 8 , 277). C. Klein. 
Einleit. Krystallberechn. Stuttgart 1876, 242. 
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und sucLl dünn zwei der Winkel zwischen tin'qq' zu berechnen. BlaD6ndel: 

(nn') = (Apifi') = iSO« — (ÄpH') 

worin Ä die Gegenfläcbe von h bedeutet, und berechnet den Winke) {hfflh') 
aus dem sphärischen Dreieck kp*h', dessen Seilen bekannt sind : 

lkp^) = W> — {nh], (pih') = 9Q0 — {h'n'), {kh') 



tan^ 



{hp^h'] sin (i)sio[5 — jh' h]] 

— j- - sin [• - (*p>)) sin [. - [pU')] 
worin mit s die halbe Summe der Seiten bezeichnet ist. Berechnet man 
auch noch den Winkel (Ä' Ap*) aus der Formel : 

u,n2 ^IM - Sin M sin [.-(pH-)] 

2 sin [s — [A'fc)]sin [s~{kp^]] 

so kann man darauf aus dem bei n rechtwinkligen Siphäriscben Dreieck 
nhq', von dem die Seite (nA),und der Winkel : 

(p2AA'} = 180» — (ft'Ap2) 
bekannt sind, den Flächenwinkel (ng") berechnen nach der Formel : 

tan {nq') = — tan (p'A'A') sin (n k) 
Damit ist auch dieser Fall auf den in § 4 behandelten turUckgefUhrt. 

Beispiel. An dem a-Dibeniantshydroxylamia beobachtete C. Klein*) fol- 
gende Formen (s. Fig. *3*, *3S); 




Fig. 4M. 



Fig. iSÜ. 



6 = (010), p = (110), t»=llSOj, o = (7li) 

n=(im), i =(0*1), r =(S40, »«(SS)) 

Zur Berechnung der Elemente dienten die Winkel ; 

[hh") =.{0Sl''flI1)=i«oiB' 

(ft'ft"') = (1H~7Tl) = SS 8 

{hh'i =(02l'TH) = 36 56 

*) Einleit. Kryslallberecha. 1876, S61. Ann. d. Cbem. u. Pharm. 18.6, 7S. 
Schrift für Kryslallogr. l677, 1, 6!S. ... 
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Demnach sind die Seiten des sphärischen Dreiecks hp^h': 

(Äp2) = 900 — 280 9' «3 660 sr 
(p2Ä')=:90 — -18 84 =77 36 

{hh') = = 35 56 

die halbe Summe derselben = 900 6^' und : 

2 i'^P'^^') _ sin 900 6|^» sin 540 io^' 
2 ~ sin 23 15^ • sin 42 40^ 

(Äp2V)= U30 47'42'' 
(nn')^ 36 42 48 

Ferner ergiebt sich : 

la 9 Ch' hp'i) _ sin 900 6^^ » sin 4 20 4 0^^ 
2 ""sin 23 45J . sin 54 4 0J 

{h'hpi)= 79O4 5'20'^ 
ipihh')^ 400 45 40 

Demnächst erhält man : 

tan(n9') = — tan 4000 45' 40". sin 230 9' 
(ng')= 640 4 4' 57,5" 

Nach dieser Vorbereitung kann ß berechnet werden. Da: 

Ä = 024, A" = 0l4, Ä^=;T44, Ä'" = TT4 
so ist : 

n = 004, n' = 404, 9 = J03, 9' = 204 

Die Berechnung von ß wird also in dem vorliegenden Falle dadurch verein- 
facht, dass n = 004 = p3 jst. Wir haben nur noch : 

(npi) = (p3pi) = 4 800-.^ 

zu berechnen nach der Formel : 

cot(npi) = (4~2{) cot (n n') -f- 31 cot (nq') 
worin : 

«r=:(nn'9'pJ)=2 
so dass : 

C0t(»p»)=: — CotS60 42' 48" -f- 2 cot 640 n' 57^^" 

(npt)=: 680 4 4' 4 5,6" 
ß =z 414 45 44,4 

Die Berechnung der Axeneinheiten wird dadurch erheblich vereinfacht, dass 
ein Fläcbenwinkel aus der Zone der Klinoaxe n^: 

(n Ä) = (004 "024) =i(Ä"Ä')= 2309' 
bekannt ist. Demnach erhält man die Axeneinheit c aus der Formel : 

cot(040"024) cot 660 51' 

^"^ 2 sin ^ ^ 2 sin 680 ^ 4' \ 5,6" 

CSS 0,2304 9 
DiBirauf ergiebt sich clie Axeneinheit a aus der Formel : 

^^ ^ sin[(004"T0 4)+^) 
sin(004^01) 

wobei wieder zu berücksichtigen ist, dass hierin : 

(nn')=3t(004"T04) = — 360 42'48" 
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zu setzen ist. Demgemäss wird : 

sin 



a=: 0,28019 



4r 4 8" -1-680 4 4' 45,6") 



sin 860 4J' 48" 

a B= 0,87789 
Das Ergebniss ist also : 

Klein: 

ae= 0,87739 0,8778908 

C = 0,98019 0,2804944 

ß^ 4440 45' 44,4" 4440 46' 50" 

Eine vollständige Aufzählung der Fälle, in denen die Elemente eines 
monoklinen Krystalles berechnet werden können, gab M. Websky a. a. 0. 

§6. 

Ueber die Methoden zur Berechnung der Indices vgl. Kapitel 4 0, § 8 — 4 0. 
Die in § 4 beschriebene Methode vereinfacht sich in dem besonderen Falle, 

wo zur Bestimmung der Indices einer Fläche 
u ^={hkl} ihre Winkel mit zwei Axenebenen 
gegeben sind. *) 

i*) Eine dieser Axenebenen sei die Sym- 
metrieebene p2 := {010}. Nach der Definition 
der Indices ist (s. Fig. 436) : 

h k l 

(1) - : r : - = cos (u7C^) : cos (utc^) : cos (utv^) 

Aus den rechtseitigen sphärischen Drei- 
ecken UTt^Tt^ und UTt^Tt^j {7V^7t^) = (7t^Tt^) 

= 900, erhält man : 

cos [u7t^) = sin {u7t^) cos (utc^tv^) 
cos (u7t^) = sin {u7t^) cos (utv^tv^) 

oder, wenn man der Kürze wegen den Winkel: 

(Wp2pl) = (?) 

setzt : 

cos {u7t^) = sin (wTT^) sin {ß + q) 
cos (uTV^) = sin (uTT^) sin (q) 

so dass : 




(2) 



Fig. 486. 



(3) 



(4) 



- : - : - = sin {u7t^) sin (ß + q) : cos (mtt^) : sin [utv^) sin {q) 

tw o c 



Den Winkel (q) kann man berechnen, wenn ausser [utv^) = [up'^] 
noch (up^) oder [up^) gegeben ist; denn in den rechtseitigen sphärischen 
Dreiecken up^p^ und up^p^y {p^P^) = {p^P^) = 90^, ist : 
.- cos [up^) = sin (u7t^) cos {q) 

^ ' cos (up^) = — sin (U7t^) cos (ß -{- q) 



♦) Vgl. V. von Lang. Lehrb. der Krystallogr. 4 866. § 400. 



§ 6. Berechnung der Indices. 393 

Darauf erhält man die Verhältnisse der Indices nach (4) aus : 

(6) cot(«7r») = J?8in(/* + ^) = *|sin(p) 

Umgekehrt findet man [q) aus den Elementen des Krystalles und den 
Indices der Fläche u nach der Formel : 

h c sin (/? + g) 

/ o sin (q) 

die nach Einführung des durch : 

(7) J - = tan ^ 
definirten Httlüswinkels ^ übergeht in : 

(8) tan M tan (435o - ^) = tan (^ + p) 

2^) Sind p^ und p^ die beiden Axenebenen , welche mit u die ge- 
gebenen Winkel einschliesssen , so erhält man den Winkel [q) nach der 
aus (5) fliessenden Formel : 

cos (wp*) cos {q) 

cos (up^) cos (/? + q) 

oder: 

(9) tan (I + g) = cot f tan ("^'^ + ("^^^ tan '"^'^ ' ("^'^ 

Darauf findet man (utt^) aus (5) und die gesuchten Verhältnisse der 
Indices aus (6) . 

Beispiel. Zur Bestimmung der Indices der Flöche d des Orthoklases : 

a : 6 : c == 0,6383 : 1 : 0,5554, ß s= 1460 8' 

sind die Winkel : 

{djß) =: 490 4 0', ((fpS) s= 550 n ' 

gegeben. Man berechnet zunächst {q) aus der zweiten Formel (5): 

,^ , . cos (<fp8) cos 550 14' 

^"^'^ + ^'=~si^p2y=-siir49-T(r 

4800— (^4-^)« 440— 'SO" 
{ß^Q)z= 438 59 30 
(^)b 92 56 80 
darauf die Verhältnisse der Indices aus (6): 

h_a sin{ß-^Q) _ cos 480 59^ 30^^ 

k" b cot((rp2) "" '• cot 49 40 

7 es 0,49999 s= 4 

l c sin (^) « .„.. sin 22« 56' 80" 

~ "^ T — . , t, mi ^ 0,5554 . . 

k b cot {dp*) * cot 49 4 



l 
Folglich ist : 



7« 0,250548 b4 

k * 

d r= {241} 
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Das Axensystem eines fnonoklinen Krystalls wird nach den Regeln d^s 
Kapitels 9 projicirt, indem man zunächst wie bei Einern rhombischer^ 
Krystalle mit Hülfe der Projection eines rechtwinkligen Syste^is gleicL^ 
langer Axen die^ Projectionen der Einheiten b und c der Symmetrieaxe t^ 

und der Verticalaxe 7t^ zeichnet (s. Seite 45< > 
Um darauf Richtung und Länge der Projecti^^^ 
der KKnoaxe tt^ zu construiren, bestimmt nx^j 
den Endpunkt A der positiven Biobek a di&aer 
Axe durch seine Coordinaten in dem red)(. 
winkligen Axensysteme, welche die Werthe; 

a sin ^ 
— a cos ß 

in Bezug auf die vordere und die verticale Axe 
haben. Trägt man nun die passend verkürz- 
ten Längen dieser Coordinaten, Oi4'Tind"'i4'i<* 
in die Projection des Axensystems (Pigur 437) 
ein, so findet man auf solÄe Weise die Pid- 
jection A* de9 Endpunktes A der Axe tiK 




Fig. 437. 



Achtzelmtes EapiteL 
TI, Das trikline System« 

Die triklinen Krystalle besitzen keine Axe und keine Ebene der Sym- 
metrie; sie sind nur symmetrisdi in Rezug auf einen Mittelpunkt. Ein 
trikliner Krystall ohne Gentrum der Symmetrie ist bisher noch nicht 
beobachtet worden. Wenn nach dem Vorgange von A. Rravais*) das in 
Rede stehende System zuweilen das »asymmetrische« genannt wird, so isl 
zu bemerken, dass R r avai s damit nur das Fehlen einer Symmetrieaxe be- 
zeichnen wollte**). 

Zu jeder Fläche gehört eine Gregenfläche. Aber jedes derartige Flächen- 
paar ist von allen übrigen Flächenpaaren unabhängig. Je zwei, unter 
einander nicht parallele Geraden oder Ebenen eines triklinen Krystalles 
haben verschiedene geometrische und physikalische Eigenschaften. 

Irgend drei Kantenrichtungen, welche nicht einer und derselben Ebene 

*) M^m. sur les systömes de poinis distribuäs r^guli^rement sur un plan oudans 
l'cspace. Journ. de l'Eeole Polytechn. XXXIII« Cahier. 97. 

**) Die hierauf bezügliche Definition lautet: »Tout assemblage (Raumgitter) posse- 
dant un ou plusieurs axes de symötrie sera dit Assemblage symötrique; dansic 
cas contraire, il sera dit asymetrique«. l. c. 58. 
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parallel lauren, können zu Axenrichlungca jt', ?r', jjt* gewählt werden. 
Die Terhaltnisse der Axeneinheiten ai : Uj : Oj kttnoen durch ii^end eine, 
iit keiner der Axen parallele Ebene bestimmt werden. Die geometrischen 
Elemente eines triklinen Kryslalles : 

Ol : a^: 03, (tt'«'), f^r'^r'), (ft^jr^) 
sind also fünf von einander unabhängige Grossen (vgl.S. 157). DieErystalle 
verschiedener, in diesem System krjstallisirender Substanzen unterscheiden 
sich von einander durch verschiedene Werthe aller fünf Elemente. 

Da von der Willkür in der Wahl der Axen bei der Beschreibung eines 
triklinen Krystalles in manchen Fällen wiederholt Gebrauch gemacht wor- 
den ist, so kommen in diesem Systeme die allgemeinen Formeln für die 
Transformation der Indices bei Veränderung der Axennohtangen und 
ixeneinheiten häufig zur Anwendung. [Vgl. das fünfte Kapitel, §11 des 
nehsten Kapitels und die S. 58 — 62 bebandelten Beispiele.) 

Die Berechnung der Element« Irikliner Krystalle erfolgt nach den im 
i^nten Kapitel dargelegten allgemeinen Methoden. Die Vereinfachungen, 
deren sie fähig ist, beruhen darauf, dass man den vorherrschend ausgebil- 
deten oder physikalisch (z. B. durch Spaltbarkeit oder Zwillingsbildung) 
umgezeichneten Flachen möglichst einfache Indices ertheitt (vgl. die Bei' 
ipieleaufS. 163, 169, 174). 

Zur Berechnung der Elemente sind entwederdieWlntel /wischen vier Flüchen, 

von denen nicht je drei in einer Zone liegen [S. 1 S9) , oder die Winkel zwischen ttint 

FUchen, die sich in specleller Lage beflnden |S. 69, tTt), erforderlich. 80 konnteii 




Fig. *»9. 



lUe Blemeote des Albilkryslalles Figur 99 vollsiandlg besUmmt werden (S. 174), 
■Ehrend der in Fig. 438 dargesteflle Kryslall desselben Minerals nur die Ermittelung 
''^■'Winkel cwlschen den Aien (n^n^), (n^ni), (n'nt) und die BosltmniaDg des Ver- 
^tiiueg der Axeneinbeilen O) : (I3 gestattet. Figur (SS stellt eine siereogropbiache 
^JMlioD der Polflgur des Albils dar. 
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§1, Erg&nznngBzwillinge. §2—6. öesetzderZwillingsbUdnng. §7—8. Be 
rechnang der Zwillingskiyatalle. § tl. ConslructionderZwillingakrjstalh 



§<■ 



Ale ErgänzuDgszwilliDge bezeichnet man Verwachsungen cor 
reluter hemiedrischer Krystall«, deren krystallographiscbe Äxeosyslemi 
sich in paralleler Stellung befinden*]. Ein Zwilling dieser Art besitz 
dieselben Symmetrieebenen wie die Kryslallform, als deren Partialforaiei 
die betreffenden Hernieder betrachtet werden künnen. Man beschreibt dei 
Zwilling daher auch, indem man angiebl, dass die beiden Individuen de» 
selben zu einer der Ebenen symmetrisch liegen, welche in Folge der He- 
miedrie aufhorlen, Symmetrieebenen zu sein. In den Fällen, wo die cor 
relaten Hernieder deckbar gleich sind, kann man 6i(di den Zwilling geo- 
metrisch auf die Weise entstanden denken, dass man das eine von zwe 
in paralleler Stellung befindlichen Individuen um die Normale zu einer de 
in Bede stehenden Ebenen um ISO" dreht. Wenn diese Normale jedoc' 
schon eine S-zählige Symmetrieaxe für Jedes der beiden Individuen isl 
oder wenn die correlaten Hernieder enantiomorph sind, so ist diese Vorstel 
lung nicht mUglicb. Folgende Beispiele mügen zur Erläuterung dienen. 

Reguläres System. 
Fig. itO stellt einen Eisenkieszwilling dar, eine vollständig 
Durchdringung der correlaten Pentagondodekaeder 1^(210) und »(ISC 





von der Beschaffenheil, dass die Flächen des Dodekaeders (1 1 0) Symmetri < 
ebenen des Zwillings sind*"]. Auch bei tetraedrisch-bemiedrisctx 

•) NachW. Haidinger. Handb. dor bestim. Min. Wien 18«, tSS. 
**| Chr. S. Weiss. Beschreibung einer ZwilliogskryslailisalJon des Schwefelkies* 
Mag. Gesellsch. naturforsch. Freunde. Berlin 1816, 8, H. 
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Krystallen des regulären. Systems sind Erganzungszwillinge beobachtet wor- 
den; so am Fahierz Zwillinge, welche von den correlaten Tetraädern 
t=:v(i^^) und i' = T(TTT) gebildet werden und nach den Hexaeder- 
ebenen symmetrisch sind (Fig. 44<)*). In beiden Fällen sind die krystal- 
lographischen Axen der zum Zwilling verbundenen Individuen in paralleler 
Stellung, während die einseitigen 3-zähligen Symm^trieaxen der beiden 
Individuen in entgegengesetzten Richtungen verlaufen. Auf diese Weise 
wird durch die Zwillingsbildung die Symmetrie der holoedrischen Krystalle 
dieses Systems hergestellt. In dem ersten Falle erhält man den Zwilling, 
wenn man eines von zwei parallelen Pentagondodekaedern um die Nor- 
male einer Dodekaederfläche um 180® gegen das andere dreht. In dem 
zweiten Falle kann der Zwilling nicht durch eine Drehung um 1 80<^ um 
die Normale einer Hexaederfläche erzeugt werden^ weil diese Normale 
schon für jedes der beiden Individuen eine 2-zählige Symmetrieaxe ist. 
Dagegen kann die Drehung wie vorhin um die Normale einer Dodekaeder- 
fläche vorgenommen werden, da diese Normale nicht Symmetrieaxe ist. 

Hexagonales System. 

Zu den Ergänzungszwiilingen gehört die Verwachsung von optisch 
reehtsdrehendem und linksdreheudem Quarz (Fig. 442), welche von 
G. Rose**) beobachtet wurde. Wie die optische 
Untersuchung***) ergab, sind die beiden Krystalle mit 
theils verticalen, tbeils horizontalen Begrenzungsflächen 
vollständig durcheinander gewachsen. Beide Indivi- 
duen haben die krystallographischen Axen und daher 
auch die Rhomboeder r = Qa{0\ii), r' = g,- (0 1 1 1 ) 
und das Prisma erster Art p = q{0\\0) in paralleler 
Stellung. An dem rechtsdrehenden Rrystall tritt das: 

rechte directe Trapezoeder x = q^^ (1651) 

3Q dem linksdrehenden das : 

linke directe Trapezoeder x = qi^ (1651) 

SHf. Der Zwilling ist symmetrisch nach den Flächen 
des Sechsseitigen Prismas zweiter Art, d. h. nach den- 
selben Ebenen, welche für das aus der Vereinigung 
der beiden Trapezoeder hervorgehende Skalenoeder 
Symmetrieebenen sind. Da correlate Trapezoeder enantiomorph sind, so lässt 
sich dieser Zwilling durch Angabe einer Drehungsaxe nicht beschreiben. 

*) A. S ad eh eck. Ueber geneigtflächige Hemiädrie. Zeitschr. deutsch, geol. Ges. 

^^\ 80, 599. 

**\ Ueher das Krystailisationssystem des Quarzes. Abhandl. Berlin. Akad. 4846. 

^te «0 des Sep.-Abdr. Taf. IV, Fig. 50. 

***) P. Groth. üeber Krystallforin und Circularpolarisation und über den Zusam 

toenhang beider beim Quarz und Überjodsauren Natron. Monatsber. Berlin, Akad. 1869, 

^^^' Pogg. Ann. 1869, 187, 435. 




Fig. 442. 
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Tetragonal es System. 

Ein ausgezeichnetes Beispiel bieten die Zwillinge des Scheelits dar 
Fig. 443 stellt die Aneinanderwachsung, Fig. 444 die Durcheinanderwach 




Fig. 448. 




Fig. 444. 




Fig. 445. 



sung zweier correlaler Krystalle (von oben gesehen) dar. 

o = 7t{i\\), e = 7r(401), Ä = 7r(434), Ä = 7r(313). 

Diese Zwillinge sind symmetrisch nach den FL 
chen der vierseitigen Prismen erster und zweiter A i 
(410) und (100)*). 

Auch am Kupferkies treten, allerdings se 
selten, Ergänzungszwillinge auf**). 

Wie an hemisdrischen, so werden auch an benm 
morphen Krystallen Ergänzungszwiliinge beobachte 
Beispiele gewähren Kieselzinkerz (Fig. 445) i&i 
Struvit***). 

§2. 

Bei den übrigen gesetzmässigen Verwachsungen zweier Krystalle ein. 
und derselben Substanz sind die krystallographischen Axensysteme d 
beiden Individuen nicht in paralleler Stellung. Die Gesetzmässigk^^ 
dieser Zwillingsbildungen besteht darin, dass die beiden Krystal 
entweder zu einer ihrer möglichen Flächen oder zu ein < 
ihrer möglichen Kanten symmetrisch liegen. 

Die Symmetrieaxe eines Zwillings ist S-zählig. Nur in den Fällen, ^ 
diese Axe schon filr den einfachen Krystall eine Symmetrieaxe ist, wi' 
ihr Grad erh(^t, so dass die Symmetrieaxe eines Zwillings auch 4* od 
6-zählig sein kann. 

*) Vgl. M. Bauer. Krystallogr. Unters, des Scheelits. Württemb. naturw. Jah«"^ 
hefte 1870. Seite 26 des Sep.-Abdr. 

**) Vgl. Haidinger a. a. 0. 265. A. Sadebeck. Angewandte Krystallogr. Ber*! 
4876, 79. 

***) Vgl. A. Sadebeck. lieber die Krystallisation des Struvits. In: Tschen»»* 
Mineralog. Mitth. Wien. 1877, 121. 
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Anmerkung. Zur Beschreibung der Zwillinge , welche eine Symmetsieaxe 
besitaen , kann man gich der Vorstellung bedienen , dass man die Zwillings8<ellung 
zweier Individuen gewinnt , indem man, von der parallelen Stellung derselben aus- 

f 4 'TT 

gehend!, das eine Individuum um die Symmetrieaxe um — oder 4800 dreht. Ist diese 

Axe schon für den einfachen Krystall eine 2- oder 3-zählige Symmetrieaxe, so wird 

der Zwilling auch schon durch Drehungen um -y- oder—-, d. h. um 900 oder 600 

4 

erhalten. Auf diese rein geometrische Vorstellung der Entstehung eines Zwillings 

durch eine halbe Umdrehung gründet sich die von Hauy eingeführte Bezeichnung 

Hemitropie*). 

Beispiele. Fig. 446 stellt einen Anorthitzwilling nach dem sog. Albitgesetz 

dar. Zwei Individuen sind so verbunden, dass sie zu der ihnen gemeinsamen Fläche 

Jf =3 {04 0} symmetrisch liegen. Wird der eine Krystall um die Normale der Fläche 

27r 
Jf um--- oder 4800 gedreht, so kommt er in eine zum zweiten Krystalle parallele 

z 

Stellung. Die Normale von U ist keine mögliche Krystallitante, aber für den Zwil- 
ling ist sie eine 2-zählige Symmetrieaxe, wenn wir uns die beiden Individuen des- 




r 



M' 





Fig. 447. 



^^llsen in vollständiger Durchdringung vorstellen. Demnach könnte man das Gesetz 
^i^ser Zwillingsbildung auch so aussprechen : die beiden Krystalle sind symmetrisch 
^^i* Normale der Fläche U. 

Dem in Fig. 447 dargestellteil Anorthitzwillinge liegt das Gesetz zu Grunde: 
^^''^i Individuen sind symmetrisch zur KryStallaxe tC^ = [04 0] — das sogen. Peri- 
^üngesetz. Die zur Symmetrieaxe seBkrecht stehende Ebene, welche keine mögliche 
'^**Vstallfläche ist, wird Symmetrieebene des Zwillings, wenn die beiden Individuen 
^^^^1:1 in dieser Ebene berühren. Daher könnte man das in Rede stehende Gesetz 
^^oh so aussprechen : zwei Krystalle liegen symmetrisch zu der auf der Krystallaxe 
senkrecht stehenden Ebene. 

Eine derartige zweifache Ausdrucksweise des ZwilliDgsgesetzes ist nur bei den 

^'^illingenr centrisch-symmetrischer Krystalle möglich (vgl. den folgenden Paragra- 

^^^n). Der in Fig. 450, S. 400 abgebildete Quarzzwilling kann daher nur durch eine 

*^^gel beschrieben werden. Zwei rechtsdrehende Quarzkrystalle stehen symmetrisch 
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') Traü^de Grisiallograpbie. Paris 4832, % Vit, 
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m der ihnen gemeinsamen Hanptaie. Sie sind also In den Stelhingen dnrchefnaDder- 
gewachsen, welche durch die Figuren 4t8 nnd tts veraoschaulicht werden. Die 
Hauptaze ist fUr jedes Individuum eine S-iBhiige , demnach für den Zwilling eine 




G-zahlige Symmeliieaxe. Man erhält also diesen Zwilling, indem man sich TorsIclVt, 
dass der eine von zwei parallelen Krystallen um die Hauptaie um -— oder um K*° i 
gedreht werde. 

§3. 
Aus den auf Seite 204 bewiesenen Sätzen ergiebt sich, dass bei d^^" 
Zwillingen der cenlrisch-symnietrischeD oder der s<^enannlen p»"-^ 
rallelflachigeu ErjstaDe die Normale der Symmetrieebene stets Symmetim *' 
a\e und die zur Symmetrieaxe senltrecfal stehende Ebene stets Syaiinelr& ^ 
ebene ist. 

Beispiele bieten die Anorthitiwi Hinge nach dem Ges«ti: Symmetrleeb^s^»' 
die FlHche {«10} (s. Fig. (4S aufS. S)S), und nach dem Geseti: Symmetrieue ^<' 




Kanle [040] (s. Fig. 4(7 aufS. 309), dar. In dem erslereu Falle istdieS 

aie keine mögliche Krystaliiante, in dem letcleren Falle die Symmetrieebene B>^'" 
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mögliche KrystallflHche. Dagegen hesilzeo iD dem folgeiiden Beispiele die Symme- 

trieebeae und die Symmetrieaie des Zwillings gleichieitig rationale Indices. 

Fig. iSI stellt die Aneinanderwachsung, Fig. 453 die vollständige Durch- 
dringung zweier regulärer Oktaeder , Fig. iSS die Durchdringung zweier Hexaeder 
dar nach dem Geaeix : Synime trioebene eine OklaMerflache , Symmetrleaie die zu 




ihr senkrecht stehende S-zShlige Symmetrieaxe. Demnach ist die Symmelrieaie des 
Zwillings fi-zBhIig. Dies veranschaulichen die Durchdringungsiwillinge und die 
slereographische Projeclion der Polflgur [s. Fig. 454). 

Bei den ZwillingeD der Kryslalle, welche kein Centrum der Sym- 
**etrie besitzen oder, mit anderen Worten, geneigtflachig sind, kann in 
''^tn Falle, wo die beiden Individuen zu einer ihrer möglichen Kanten syni- 
'•'etriscb stehen, die ku dieser Symmetrieaxe senkrecht stehende Ebene 
'^»cht Symmetrieebene sein. Andererseits wird bei denjenigen Zwillingen 
dieser Erystalle, deren Individuen zu einer ihrer mliglichen Flächen sym- 
'**etri8ch liegen, die Normale dieser Symmetrieebene nicht Syninietrieaxe 
^iu können. 

Beispiele. Die tetra^drisch-hetniedri sehen Krystalle des regulären Systems 
bilden hSuQg Zwillinge nach dem Gesetz : die Individuen des Zwillings stehen sym- 
metrisch zu einer der S-z3hligen Symmetrieaien. Fig. (Sfi, S. 402, stellt die Durch- 
dringung zwQicr Tetraeder, Fig. 4SS, S. 401, die Aneinanderwachsung zweier Com- 
binitionen des Tetraeders o und des Gegentelraßders o' nach diesem Gesetze dar. 
Die cur Syinmetrieaxe des Zwillings senkrecht stehende Ebene ist nicht Symmetrie- 

Litkiiik, a«cim«tr. KrfitBlIogr. gg 
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ebene, während die nach demselben Geselce gebildeten Zwillinge der hololidrischen 
Krystalle des regulären Systems zu dieser Ebene symmelriscli sind. 





Fig. 4Sa. Fig. iS6. 



Bei den Zwilliogsverwachsungen zweier Rechtsquarze (Fig. (SD, Seite tCiC) 
oder iweier Linksquarze nach dem Gesetze; Symmetrieaie des Zwillings ist die 
Hauptaxe, ist ebenfalls die zur Symnielrieexe senkrecht stehende Ebene nicht Sym- 
metrieebene. 

Mao bezeichnet bei den zu einer Eben« symmetrischen Zwillingei^ 
diese Ebene und bei den zu einer Geraden symmetrischen Zwillingen dt^ 
zu dieser Geraden senkrecht stehende Ebene, welche nicht immer aucKn 

eine Symmelrieebeue ist, als Zwillingsebene. Die Normale der Zwil 

lingsebene, welche in der überwiegenden Hehrzahl der beobachteten Fäli« 
zugleich Symmetrieaxe des Zwillings ist, wird Zwillingsase genannt. 

§»■ 

Zwischen den Indices der Zwillingsebene 3 = {^iH^} und der 
Zwillingsaxe ^= [Ci^afj] finden nach Kap. 6, § 9 folgende BeziehungeD 
statt: 



'»iCi 


= A< 


»1 


+ j„h 


+ --S 


p<h(. 


= j. 


JJl 


+^"1 


"•"^"^ 


P'hC, 


= ^s 


=1 

»1 


--■.^ 


+--S 


*=; 


= Ol? 


-f-CijOjCj 


+ lHi%Ci 


"Z 


= Oll 0| Ci 


4- oa?. 


+ '>a<hit 


«5 


= C„I1 


,c, 


+ CsiOiia 


+ 01& 



Besitzt die Zwillingsebene rationale Indices, so sind, wie hieraus M^' 
die Indices der Zwillingsaxe im Allgemeinen nicht rational und omgetebrl' 
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Wir wollen jetzt untersuchen, in welchen besonderen Fällen Zwillings- 
ebene und ZWillingsaxe gleichzeitig rationale Indices 
haben "^j. Dabei sollen die in § 1 behandelten Ergänzungszwillinge nicht 
in Betracht gezogen werden. Zunächst ist ersichtlich, dass die Zwillinge 
trikllner Krystalle nicht hierher gehören können, denn bei ihnen haben die 
Grössen c^j^, J^^^ aj, «2, a^ stets irrationale Werthe. Bei einem inonoklinen 
Krystalle ist mit Rücksicht auf die besonderen Werthe von e,j^ und z/,j^ 
[vgl. Seite 384]: 

P2:t = ^* -cos/?.^ 
aa ac 

PL, = - COS/J . ^ + ^ 

ac cc 
Qzi = aaCi -f- COS /J • ac^^ 

Qz^ = COS /? • acKi + ccfs 
und bei einem rhombischen Krystalle (vgl. Seite 365): 

«• c. t. Z\ z^ 

Ui • b2 • ^3 ^ — '• ^2 ' — 

aa cc 

Folglich tritt der in Rede stehende Fall ausser bei den Ergänzungs- 
zwillingen auch bei den Zwillingen monokliner und rhombischer Krystalle 
nicht auf. Im tetragonalen Systeme ist (vgl. Seite 340): 



Ci • C2 * Cs = ^1 : ^ • 



5i 
cc 



ond im hexagonalen Systeme (vgl. Seite 282): 

P?i = ^1 — i^2 , Q^i = Si + Kl 

PC2 = — i^i 4- ^2 , Q^2 = i?i + ^2 



z 



^?3= i-;» O^s^ccCs 



cc 



Demnach sind bei einem Krystall des hexagonalen oder des tetrago- 
S^Halea Systems nur die Indices der Normalen der Flächen aus der Zone 
^^^ Hauptaxe und die Indices der Normale der Basis rationale Zahlen, 
^^her gehören , abgesehen von den Ergänzungszwillingen , unter den in 
^^e stehenden Fall die Zwillinge hexagonaler Krystalle, deren Zwillings- 
^i^ne eine Fläche eines dihexagonalen Prismas oder die Basis ist, und die 
^^illinge tetragonaler Krystalle , die zur Zwiilingsebene eine Fläche eines 
^tragonalen Prismas oder die Basis haben. 

Im regulären Systeme ist (vgl. Seite 223 — 224): 

*) Th. L. Zeitschr. für Krystallogr. <878, 2, 76. 

26* 
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Hieraus ergiebt sich; dass im regulären Systeme und nur in diesem 
Indioes der Zwillingsaxe stets gleich den Indices der Zwillingsebene sii 
Demnach haben sämmtliche Zwillinge dieses Systems die Eigenschaft, d 
Zwillingsebene und Zwillingsaxe rationale Indices besitzen. 

Die Fälle, in denen anscheinend weder die Zwillingsebene noch die Zwillir 
axe rationale Indices besitzt, bedürfen noch einer näheren Untersuchung. Nachd 
G. vomRath erkannt hat, dass bei den Zwillingen der triklinen Feldspathe n 
dem »Periklingesetz« nicht (wie Kays er*) und ö. Rose**) angenommen hatl 
die in der Axenebene der Vertical- und Makroaxe gelegene Normale zur Brachyj 
sondern die "Makroaxe Zwillingsaxe ist***), bleiben nur noch folgende Beisp 
übrig. 

G. vom Rath beobachtete an einem Labradoritkrystall aus einer Druse 
Dolerits vom HafneQord in Island und an einem Anorthitkrystall vom Vesuv Z\ 
lingsbildung nach dem Gesetz: »Zwillingsaxe die im Brachypinakoid liegende N 
male zur Verticalaxe « f) . 

Bei gewissen Zwillingen des Cyanits ist nach G. Rose u. A. die Makroaxe o 
die Kante [Jlf, i>] = [100, 001] Zwillingsaxe, während nach Beer und Plücker 
in J)f s= 100 liegende Normale der Yerticalaxe oder der Kante [M, 7] = [<00, ^ 
als Zwillingsaxe anzusehen sein würde. Bei anderen Zwillingen dieses Minerale 
nach P h i 1 1 i p s die Yerticalaxe Zwillingsaxe. M. Bauer schliesst sich dieser D 
tung an, bemerkt aber, dass man auch die in M liegende Normale der Makroaxe 
Zwillingsaxe auffassen könnte. . In diesen beiden Fällen »muss eine definitive E 
Scheidung bis zur Auffindung besserer Krystalle verschoben bleiben« ff). 

§5. 

Häufig berühren sich die beiden Individuen eines Zwillings in d< 
Zwillingsebene, wie in dem Anorthitzwilling Fig. 446, S. 399. Hier sin 
die beiden Individuen so ausgebildet; dass an der BerUhrungsebene corn 
spondirende Flächen an einander grenzen und ein- oder ausspringenc 
Winkel bilden. 

In anderen Fällen gehört die Berührungsebene der Zone der Zwillings 
axe an und steht daher senkrecht zur Zwillingsebene. 

Ein ausgezeichnetes Beispiel bieten die Zwillinge der triklinen Feldspathe na< 
dem »Periklingesetz« dar (s. Fig. 447, S. 399). Hier ist die Makroaxe 7^2 = [0< 
Zwillingsaxe-i"H*). Die Zwillingsebene ist also keine mögliche Krystallfläche. I 



*) G. B. Kayser. Pogg. Ann. 1835> 34, 109, 301. 
**) G. Rose. Pogg. Ann. 4866, 129, 4. 
***) Monatsber. Berlin. Akad. 1876, 24. Febr. 
f) Pogg. Ann. 1869, 138, 475 (Merkmale des Gesetzes), ib. 1871, 144, 255 (Figi 
im Text, Labradorit vom Hafnefjord). ib. 1872, 147, 69 (Fig. 22, Anorthit vom Vesu^ 
Vgl. Streng, Jahrb. Min. 1871, 617, No. 8. Dazu die Bemerkung von G. vomRat 
Pogg. Ann. 144, 255, Anmerkung. 

•H-) Vgl. M. Bauer, Zeitschr. deutsch, geol. Ges. 1878, 30, 306—34«. ib. 4379, t* 
249—251. Zeitschr. für Krystallogr. 1879, 3, 89. 

+-H-) G. vo m Rath. üeber die Zwillingsverwachsung der triklinen Feldspathe nac 
dem sog. Periklin-Gesetze und über eine darauf gegründete Unterscheidung derselbe' 
Monatsber. Berlin. Akad. 24. Febr. 1876. 
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coirespondirende Fischen eines Zwillings sich in einer inr Zwllllngsaie senlcrechlen 
Ceraden schneiden, so ist die DnrchgchDiUAlinie oder die Zwillingskanle^ von Jf 
and ü*, an der diese beiden FlHoben in ein- oder ausspringenden Winkeln zusam- 
DHDstosseB, senkrecht auf s^. Durch den Fussponkt von n* in M giebt es aber nnr 
eine Nonnale zu n*, nämlich die Schnittlinie von M mit der Zwillingsebene. Die 
Flachen T =^ 110, 1'» iTO und deren GegenfUchen T <= TTO, I' = TlO bilden ein 
vierseitiges Prisma , welches von der durch n^ und fi gelegten Ebene in einem 
schiefwinkligen PHrallelogramm geschnitten wird. Die Diagonalen dieses Scbniltes 
st^en auf einander senkrecht, da die eine mit n^ zusammenfallt und die andere der 
Geraden fi parallel geht. Daher ist das Parallelogramm ein Rhombus. Die Ebene 
desselben schneidet alle Prismen , welche von den Flachen hko , hÄO und deren 
Gegenflachen gebildet werden , in Rhomben. Für die 
beiden nach dem Periklingesetz verbundenen Individuen 
eines Iriklinen Feldspath.s ist nun, wie G. vom Ratb 
erkannt hat, die auf der Zwiliingsebene senkrecht 
Siehende ■Ebene des rhombischen Schnittes*, welche 
ebenfalls keine krystallographisch mögliche Fläche ist, 
Verwachsungsebene (sie geht in Fig. 4tT durch die mit 1 
bezeichneten Punkte) . 



Berllhren sich die Individuen eines Zwillings 
nicht in einer Ebene, so enlstehen Durcbwachsungs- 
inUlinge (s. Fig. i50, t62, 463, S. 400). 

Hauflg sind an der Grenze der beiden Indivi- 
duen eines Zwillings einspringende und aussprin- 
gende Winkel wahrzunehmen (siebe Fig. 451 — 453). 
Zuweilen haben jedoch die an dieser Grenze zusam- 
meDtreffenden Flächen dieselben Richtungen (vgl. 

deu Quarziwitling Fig. 450 und den Durchkreuzungszwilling des Phillipsits 
I^g. 457). Die Grenze tritl in diesen letzteren Fällen erst in Folge pbjsi 
kalischer Verschiedenheilen auf benachbarten correspondirenden FUchen 




Besitzt ein Zwillingskrystall eine Symmetrieaxe ^, so haben die beiden 
ladividuen desselben ausser dieser Axe und der auf ihr senkrecht siehen- 
den Ebene z auch noch die auf der Aue senkrecht stehenden Geraden und 
die Ebenen aus ihrer Zone gemein. In den Fallen, wo die Symmetrieaxe 
C des Zwillings in einer den beiden Individuen gemeinsamen Symmetrie- 
ebene s liegt, muss der Zwilling symmetrisch zu derjenigen Ebene y aus 
der Zone von ^ sein, welche auf s senkrecht steht. Die Normale von y ist 
aber nur bei den centrisch-symmetriscben oder parallelflächigen Kryslallen 
lugleich Symmetrieaxe des Zwillings. Für die Beschreibung der in Rede 
■teliendea Zwillingsbildungen bieten sich also zwei aequivalente Ausdrucks- 
Wflisen dar. 

Zur Erläuterung dieser Satze dienen die beiden umstehenden Fi- 
guren, in denen jr'irSn:' und 7E^*7t^7t^* die Kryslallaxen der beiden 
'odividuen bedeuten. 



406 



Neunzehntes Kapitel. 



Man kann das Vorhandensein einer Symmetrieebene bei der Wahl d^ 
Krystallaxen in zweifacher Weise zur Geltung bringen (s. S. 209), indeira 
man i) zwei gleiche Kanten tt^ tt^ und eine in der Symmetrieebene gs 
legene Kante tt^ (s. Fig. 458) oder 2) zwei in der Symmetrieebene li^ 




^^i 




Fig. 458. 



Fig. 469. 



gende Kanten tt^tt^ und die Normale 7t^ der Symmetrieebene (s. Fig. 459j 
zu Axen nimmt. 

Da die aequivalenten Zwillingsebenen z und y auf einer Symmetrie- 
ebene senkrecht stehen sollen, so kann man ohne weiteres angeben, welche 
Form ihre Symbole haben müssen *) . 

Reguläres System: hhl, hkk, hkO 

Hexagonales - Ohhly h-ih'h'l^ xhkO 

Tetragonales - hhl, hOl^ hkO 

Rhombisches - Okl, hOl, hkO 

Monoklines - hOl 

Beispiele. Die Symmetrieeigenschaften der Zwillinge holoedrischer regulärer 
Krystalle, welche nach einer Oktaäderfläche symmetrisch sind, werden durch Fig- 
454, S. 401, veranschaulicht. Es sei die Fläche Mi Symmetrieebene des Zwillings, 
so ist die Dodekaederkante [H4], die Normale jener FiKche, eine 6-zählige Symme- 
trieaxe desselben. In der Zone [m] liegen die Dodekaöderflftchen OH, 407, 4T0i 
welche Symmetrieebenen für jedes der beiden Individuen des Zwillings sind , un^ 
die auf diesen Ebenen senkrecht stehenden Ikositetraäderflächen IM, lll, ^^^> 
welche Symmetrieebenen des Zwillings sind. Die Normalen der letzteren Ebenen 
sind 2-zählige Symmetrieaxen des Zwillings, da die Individuen desselben centriscb- 
symmetrisch sind. Demnach besitzen die in Rede stehenden Zwillinge vier Sym- 
metrieebenen: Hl, 2H, Il1, 11 Jund vier Symmetrieaxen. 

Die Zwillinge tetraedrisch-hemiödrischer Krystalle des regulären Systems, bc 
denen [111] Symmetrieaxe ist, sind ebenfalls symmetrisch zu den Ikositetraödcr- 
flächen: 211, 1f1, 11?, da für jedes ihrer Individuen die Dodekaederflöcheo 



*) Die hierher gehörigen Fälle wurden zuerst von Naumann aufzählt Lebrb* 
der rein, und angew. Kryst. 1830, 2, 204. — Th. L. Zeitschr. deutsch, geolog. Ges. 1877, 
625—628, 
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Sjmmetrieebeneii üind (s. Fig. (55, S. (Dl). Sie haben also drei 
Symmetrieebenen und eine Symmetrieaie. 

Die nach demselben Gesetze gebildeten Zwillinge telar- 
toedrischer regulärer Kryslalle besitzen keine Symmetri»- 
ebene. 

Fernere Beispiele gewftbreo die Zwillloge monokliner 
Krystaile, deren Individuen zu einer FMche aus der Zone der 
Symmetrieaxe symmetrisch liegen. Der in Fig. (60 dai^estellle 
Gypszwilling [fr = (010), p = [iio), o = (1H)] ist symmetrisch 
nach der Flache {(OOj und, wenn wir uns die beiden Indivi- 
duen in vollständiger Durchdringung vorslellen , auch symme- 
Irisch nach der zur Verticalaxe [DOiJ senkrecht siebenden 
Ebene. 

§ 7. f'8- t6»- 

Zur Berechnung und Zeichnung eines Zwillingskrystalles bezieht man 
iweckmassig die Flächen des einen Individuams aof das Äxensyslem des 
aaderen. Es eatstehl dabei die Aufgabe, die Indices der einer Flache h 
des ersten Individuums correspondireaden Fläche A* des zweiten Indivi- 
duums, bezogen auf dasÄxensystemdes ersten Individuums, zu berechnenr 
wenn die Elemente des Krystalles und die Indices der Zwillingsebene z 
gegeben sind*). Da die Ebene a den Winkel {bk'] halbirt, so stehen die 
Goordinaten der Ebenen z, h, h*, welche wir beziehungsweise mit : 

beteichnen, in der Beziehung (vgl. Seile 75 — 76); 

Qp2 = "t + ^ 
9P3 = Wj + i 



oder: 
fiiri = 



1, a, 



»der, da : 



Hierin ist das TheilungsverhUitniss : 

_ sin (A*A) 
^ ~ sin [h'z] 

[h'z) = {zk] 
(k'k] = (h*z]-\-(zh) = 
sin i{sh) _ 



Q Dach (i) Seite 83 : 



sin [sh] 
gy ( a,A) 



\(zk) 

. 2 cos {3 h) 



Vip{z).q>{h) 
Fuhren wir an die Stelle der Coordinaten die Indices der Ebenen z, h 
uiidA'eiD, so ist: 

■) Th. L. Zeitschr. lür Krystallc^r. 1873, 2, 8S. 
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Z' h. h*' 

p< = ?-, «i = ? -', <• = ? - 

zu setzen, worin nach (3) Seite 83 : 

p'=-i^ 0"=-^ p-=,.^£, 
^ V(p (2) ' ^ 1/9) (Ä) ' ^ }/y (Ä*) 

Demnach ergeben sich die Transformationsgleichungen : 

c;Ä*t = 2 9 (js, Ä) JSi — (f> \z] hl 

(1) ah\ = i(p{zyh)z2 — y{Ä)Ä2 

a A*3 = 2 9) (2, Ä) A3 — 9 [z] A3 

worin (7 einen Proportionalitätsfactor bedeutet. In analoger Weise kai 
man die Indices der einer Kante tj des ersten Individuums entspreche 
den Kante tj* des zweiten Individuums durch die Krystallelemente ui 
die Indices von ^ und rj darstellen. Man erhält die Transformation 
gleichungen : 

(2) ^'?*2 = 2/-(C,'?)r,-/-©'?2 

worin r einen Proportionalitätsfactor bedeutet. 

Zwischen einander entsprechenden Flächen oder Kanten mus$ ei 
umkehrbare Beziehung bestehen, d. h., sucht man die der Fläche h cor] 
spondirende Fläche, so findet man aus (i) K^^ und sucht man darauf za 
die correspondirende Fläche, so muss man durch nochmalige Anwendui 
von (3) wieder auf die Fläche h zurückkommen. Dies ist in der T] 
der Fall, wie leicht zu ersehen ist. Es liegt nun die Aufforderung nahe, d 
Transfojmationsgleichungen eine Form zu geben, welche die Eigenscb 
der Umkehrbarkeit schon auf den ersten Blick erkennen lässt. Zu eir 
solchen Form gelangt man auf dem folgenden Wege*). 

Bezeichnet man die Flächen der Zone [ä, ä], welche den Axen tt*, tt^, 
parallel gehen ; mit w^, m^, rri^ (vgl. Seite 34), so bestehen nach (3) Seite 
die Beziehungen : 

Äi Ä2 A3 sin(Äm^) sin(Äm2) sin(Äm3) 

h*x ' h*2 h% sin [h*m^) ' sin {h*m^) ' sin (Ä*m^) 

Nun ist : 

[h m*) = {hz) + (z m*) , (Ä* m») = (ä* z) + [z m*] 

[hzj = (zh*) 
folglich : 

Ai Ä2 . ^3 sin{(j3Ä) — (jsm*)} sin{(j5A) — [zm^]} sin{(j8A) — {zm ^ 

J^i' J^2' ¥l~ s\n{(zh) + (zm^]} ' sm{(zh) + {zm'^}} ' sm{{zh) + [zm^ 

_ sm{(zh*) + {zm^) } sin {{zh*) + {zm^)} sin{(gA*) +(gm j 
~sin{(j5A*) — (jsm^)} * sin{(;sA*) — (Äm^)} * sin{(i8A*).— («1»'; 






Th. L. Zeitschr. für Krystallogr. 1880, 4, 201. 
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Demnach lau(en die gesuchten Transformationsgleichungen und deren 
(Jmkehrungen : 

sm{(zh) -{-(zm^)} 

sin {(zh) — (zm^)} 

sin {{zh ) + (zm^)} 
sin {{zh) — (jsm*)} 



(3) 



Qh*i = Aj 



Qh*2 = Aj 



_ sm{{zh) + (zm^) } 
^"»-'^ sm{{zh)-{zm^)} 

""' ~'''s\n((zh*]-lzm^)i 



')) 



(3») 



aÄ^ 



CTÄfl 



2sin{(j3Ä*) — (jsm2)} 

.^ sin((ÄÄ*) + (^.^^)} 

~ ^ sin [{zh*) — (zm^)} 



i. 



Aus (1) und (2) ergiebt sich, dass die der Zone der Zwillingsaxe an- 
gehörenden Flachen und die der Zwillingsebene parallel laufenden Kanten 
^es einen Individuums den correspondirenden Flächen und Kanten des 
anderen Individuums parallel laufen. 

Aus (1) erhalten wir insbesondere die Indices derAxenebenenp**p2*|,3* 
des zweiten Indiriduums bezogen auf das Axensystem des ersten Indivi- 
duums, indem wir für Äi/?2^3 successive 100, 010, 001 eintragen: 



3 



(4) 



p'*i 




2 


«1 


V 

» = 1 




P'*2 




2 


^2 

«1 


S 

1 = 1 


'"l 


;>'*u 




2 


-^3 
«1 


3 

1 = 1 


'•' X 


p2*, 




2 


^1 
«2 


3 

"V 

•— -1 


4. -• 


P^*2 




2 


Z2 
«2 


3 
1 — 1 


'■^i 


P^\ 




2 


^3 
«2 


3 
t — 1 


<> ^; 


P^*X 





2 


^1 
«3 


3 
V 




P'\ 




2 


«2 
03 


3 
V 


^.3-' 
''«i 


p3*3 




2 


^3 
«3 


3 
V 

• = 1 





— 9'W 



— <jp (3) 



— <p{z) 
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In analoger Weise ergeben sich aus (2) die Indioes der Axexk Tt^^Tt^Tt^* 
des zweiten Individuums : 

3 
3 

3 

»•=1 

(5) 7r2*2 = 2^202 ^ c..2a^?,.-/*(r) 

•=1 

3 

7r2*3 = 2^302 2 Ci2a^^^ 

t=:I 

3 

7r3*i =2^1(13 :S c^3a..C< 

3 

7r3*2 = 2^2«3 -2 c,.3a..C.. 

» = 1 

§8. 

Es soll der Winl^el bereclinet werden , den eine Fläche h des einen 
Individuums mit einer Fläche l* des zweiten Individuums einschliesst. Be- 
zeichnet man die auf das Axensystem des ersten Individuums bezogenen 
Indices der Fläche l* mit l\ 1% 1%^ so ist nach (4) Seite 83 ; 

cos {hl*) = y ^^' ^*) 

y(p(h)(p[i*) 

oder, wenn man die Werthe für die Indices von /* nach (1), S. 408, einträgt: 

(1) cos (h n = !£MMvtÄ£M 

<p{z)V<p(h)<p{l) 

Hierin bedeuten li l^ l^ die ursprünglichen Indices von Z*. Insbesondere 
ergiebt sich hieraus der Cosinus des Winkels, welchen die einander ent- 
sprechenden Flächen h und A* einschliessen : 

(2) cos (ÄA*) = ^Vi->h)cp[zh) 9[,)^[h) 

(p(z)q) (h) 
folglich : 

cos i^ = f ^^' ^' 
2 V(p (z) q> (A) 
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übereinstimmend mit dem Werlhe für | auf Seile 407. In analoger Weise 

erhält man für den Winkel, den eine Kante tj des einen Individuums mit 
einer Kante l* des zweiten Individuums einschliesst, aus (8), Seite 84 : 

oder wenn man die Werthe für die auf das Axensystem des ersten Indi- 
viduums bezogenen Indices X*x A*2 X*^ der Kante A, deren ursprüngliche 
Indices X^l^i^ sind, nach (2j, Seite 408, einträgt: 

(3) cos (, X*) = mK,,)f{t,i)-mnn,^) 

m VfWW) 

Insbesondere ergiebt sich hieraus der Cosinus des Winkels, welchen 
die einander entsprechenden Kanten i; und r]* einschliessen : 

W co^m)- m f[ri) 

folglich : 

cosM = #yL 

Man erhält für den Cosinus des Winkels, den die Axenebcne p' des 
ersten Individuums mit der Axenebcne j^* des zweiten Individuums ein- 
schliesst aus (1j: 

(5) cos (/>•/*) = , «;^' 

(p{z) VJfi ^kk 

worin der KUrze wegen : 



» s. 



gesclzt ist. In analoger Weise erhält man für den Cosinus des Winkels, 
den die Axe 7i* des ersten Individuums mit der Axe 7t^* des zweiten Indi- 
viduums einschliesst, aus (3): 

^ eos {.. .^1 = *-^-^^^^^/(il 

^orin der Kürze wegen : 

3 

R^setzt ist. Führt man in (5) an Stelle der Indices der Zwillingsebene nach 
v^]) Seite 402, die Indices der Zwillingsaxe ein, so resultirt: 

(5«) cos (B»p**) = ^^^^i^kUk-^ikm) 
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Analog geht (6) mit Benutzung von (2) auf Seite 402 über in : 

2^^i^_cos(7r»7r'^)y(Ä) 

(6») cos {7t* 7Z^*) = ^^^^^ 



q)[z) 

Mit Hülfe dieser Formel können die Transformationsgleichungen (1) 
auf Seite 408 in eine von A. Schrauf*) angegebene Form übergeführt 
werden. Denn die erste Gleichung (1) kann geschrieben werden : 

^ TT = 2 -i z/ -^ Jij, * « — cp{z) 2 JikCi, ^ 

-"= = 'a, ^(z) ^<* 

SO dass mit Rücksicht auf (6^j : 

a *-i = ^ ^* cos (yt'yri*) z/,-. 
«i •* = ! flfc 

ist. Demnach gehen jene Transformationsgleichungen über in : 

<y ^ = ^* £ COS (71* Tll*) -^il 4- - -S" cos (7I»7ll*) Z/i2 4- - -5" cos (7l*7I»*j ^ß 
«1 öl » = 1 «2 •' = 1 «3 I = I 

a — ^ = ^ ^ ^^g ^^i ^2*) J.^ -f ^ i- cos (7I*7j2*) ^^2 4- -^ 2- cos (71* 7l2*) ^ö 
0-2 f^l i = i ^ » = 1 «3 •* = 1 

er ^-!3 = ^ i; cos (7i»7i3*) ^.j 4- ?? 2" cos (ti'tiS*) J.^j^^ 2 cos (ti^tjS*) ^^ 

§9. 

Legt man durch einen Punkt im Räume Ebenen und Geraden parallel 
zu den möglichen Flächen und Kanten eines Zwillingskrystalles, so erhält 
man zwei congruente Bündel von Ebenen und Geraden. Schneidet man 
diese Bündel durch eine, das Centrum nicht enthaltende Ebene, so bilden 
die Schnittgeraden und Schnittpunkte der auf diese Weise entstehenden 
Linearprojection zwei collinear verwandte ebene Systeme. Denn jedem 
Punkte und jeder Geraden des einen Systems entspricht ein und nur ein. 
Punkt und eine Gerade des anderen Systems. Da aber die beiden Bün((a\ 
in Zwillingsstellung sind, so ist die gegenseitige Abhängigkeit der beidetx 
ebenen Systeme durch folgende besondere Eigenschaften charakterisii;t. 

Da eine Kante i; und die ihr Da eine Fläche A und die ihr 

correspondirende Kante rf mit der correspondirende Fläche A* mit 

Zwillingsaxe C in einer Ebene liegen, der Zwillingsebene z in einer Zone 

so müssen in der Linearprojection liegen, so müssen in der Linear- 

die Schnittpunkte von iq und rf mit projection die Schnittlinien von h 



*) Zeitschr. für Krystallogr. 1878, 2, 226. 
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dem Schnittpunkte von C in einer 
Geraden liegen. 

Da jede Kante der Zwillings- 
ebene z mit der ihr correspondiren- 
den Kante zusammenfällt, so müssen 
in der Linearprojection alle Punkte 
der Schnittlinie von z sich selbst 
entspredien. 



und h* durch einen und denselben 
Punkt der Schnittlinie von z gehen. 
Da jede Fläche aus der Zone der 
Zwillingsaxe ^ der ihr correspon- 
direnden Fläche parallel läuft ^ so 
müssen in der Linearprojection die 
durch den Schnittpunkt von X 
gehenden Schnittlinien sich selbst 
entsprechen. 

Demnach befinden sich die beiden collinearen ebenen Systeme, aus 
denen die Linearprojection eines Zwillingskrystalles besteht, in der speciellen 
Lage, die man die perspectivische oder die centrale nennt. Der 
Schnittpunkt Z der Zwillingsaxe (^ ist das Gollineationscentrtim, die SchniU- 
linie z der Zwillingsebene z die Collineationsaxe der beiden Systeme. 

Diese Eigenschaften der Linearprojection eines Zwillingskrystalles be- 
nutzen wir jetzt zur Construction seines Kantennetzes. *) 

Wie aus dem geometrischen Grundgesetze der Krystalle hervorgeht, 
kann man in die Linearprojection des einen Individuums eines Zwillings 
auch die Schnittlinien aller Flächen und die Schnittpunkte aller Kanten des 
anderen Individuums eintragen, sobald man irgend 4 von diesen Schnitt- 




Fig. 461. 



Linien oder Schnittpunkten, die nicht zu je dreien einem Strahlenbüschel 

*) Vgl. M. Websky. üeber Anwendung der Quenstedt'schen Krystallprojection. 
. Ann. 4863, 118, 140. 
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oder einer geraden Punktreihe angehören, kennt. Ist die Fläche pS = 001 
des ersten Individuums Projeclionsebene, so empfiehlt sich folgende Wahl. 
Drei nicht auf einer Geraden liegende, den beiden Systemen in der Linear- 
projection gemeinsatne und daher durch das erste Individuum schon be- 
stimmte Punkte sind die Schnittpunkte Z, B, A der ZwilUngsaxe ^ und der 
beiden Durchschnittslinien der Zwiliingsebene z mit den Axenebenen 
pi = 100 undp2= 010 (s. Fig. 461, S. 413). Als vierten, mit je rwci der 
ersteren drei Punkte nicht in einer Geraden liegenden Punkt wählen wir 
den Schnittpunkt P* der Axe tt^*. 

Demnach haben wir in die Linearprojection des ersten Individuums 
zuv(>rderst die Schnittlinie z der Zwillingsebeue z und die Schnittpunkte 
Z und jP* der Zwillingsaxe ^ und der Krystallaxe tc^* mit Hülfe ihrer 
Goordinaten einzutragen. Bezeichnet man die Indices von z, ^, tc^* mit: 

%, ^2, «3; ^l, ?2, ?3; ^^*U ^^*2, ^**3 

SO sind dies^ Goordinaten nach S. 1 04 : 

01^3 a2f3. _?L53 _?2^. Q| ^^% 02 ^**3 

Die Indices von tt^, bezogen auf das Axensystem des ersten Individuums, 
gewinnt man aus den Formeln (2), Seite 408, wenn man darin tj = [001] 
setzt. Bezeichnet man der Kürze wegen : 

3 

SO erhält man : 

7r3*, = 2«3/-3(Qr, 
(2) «r»*., = 203/3(^^2 

Es sind also jetzt in der Linearprojection bekannt : das Gollineations — 
centrum Z, die Gollineationsaxe z und zu einem Punkte Pdes ersten Systems^ 
der entsprechende Punkt P* des zweiten Systems. Folglich kann das zweite 
System aus dem ersten vollständig abgeleitet werden. 

Die Schnittlinie der Zwillingsebene z schneide die zu 7t^ und 7t^ parallel 
gehenden Axen a und 6 der Linearprojection in den Punkten Ä und ^ 
(Fig. 461). Dann muss die Schnittlinie der Axenebene p** mit der Schnitt- 
linie b von p^ durch den Punkt B und die Schnittlinie von p^* mit der 
Schnittlinie a von p^ durch den Punkt A gehen. Ferner müssen sich die 
Schnittlinien von p** und p^ in dem Punkte F^ schneiden. Folglich ist 
die Gerade : 

P*B die Schnittlinie der Axenebene p^* 
P*A die Schnittlinie der Axenebene p^* 

des zweiten Individuums. Auf der ersteren Geraden muss der Schnitt- 
punkt P2 der Axe /r^*, auf der letzteren der Schnittpunkt P* der Axe ä^* 
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liegen. Man findet diese beiden Punkte, wenn man berücksichtigt; dass 
7t^* mit TT* und C, Tt*^* mit tt^ und ^ in einer Ebene liegen und die Sclinitt- 
linien dieser beiden Ebenen durch Z parallel zu a und b gehen. Dih Ver- 
bindungslinie P* P^ ist die Schnittlinie der Axenebene p^*, *) 

Ist nun die Schnittlinie einer Fläche h des ersten Individuums durch 
ihre Abschnitte PH und PK auf den Axen a und b gegeben , so sind die 
Pankte H* und Ä'*, durch welche di% Schnittlinie der correspondirenden 
Fläche h* des zweiten Individuums bestimmt ist, zu construiren als Durch- 
schnittspunkte der Geraden P*Ay ZH und P* B, ZK. 

Die Gerade z werde von der Geraden PP* in dem Punkte Fund von 
der Verbindungslinie irgend zweier entsprechenden Punkte ZT und H* in Y' 
geschnitten, so hat das Doppelverhältniss : 

[ZYPP*) = {zrHH'') 

einen constanten Werth. Man bezeichnet dasselbe als das charak- 
teristische Doppelverhältniss der centrischen Collineation**). 
öa nun die Geraden n^ und tt** zur Zwillingsaxe ^ symmetrisch liegen und 
die Zwillingsebene z auf ^ senkrecht steht, so ist das charakteristische 
doppelverhältniss ein harmonisches : 

[ZYPP*) = —\ 

"• h. die beiden Systeme von Geraden und Punkten in der Linearprojection 
^^es Zwillingskrystalles stehen in der geometrischen Beziehung^ welche man 
^s harmonische Centralcolliheation bezeichnet, 

Beispiel. Fig. 462, S. 446, stellt die Linearprojection des OktaSderzwillings 

(I^ig. 451 , S. 40a) dar. Die Einheiten der auf einander senkrecht stehenden Axen a und 

^ sind einander gleich und ss 4. Die Schnittlinie z der Zwillingsebene js = {4 4 4} hat 

^ ie Coordinaten: 

Pi4 = PÄ = 4 

Der Schnittpunkt Z der Zwillingsaxe ^ ss [4 44] besitzt die Coordinaten : 

PC « PD — — 4 

Setzt man in (2), S. 44 4: 

Ci = & = & = < » Ol ■= 02 =» «3 = ^ » Cii = ^y c jjt = 
ist' 

n^i : 7r8»2 : ^^*8 = 2 : 2 : — 4 
Folglich sind die Coordinaten von P*: 

Die durch Z parallel zu a und b gezogenen Geraden bestimmen auf P^i4 und 
^B die Punkte P^ und P^, deren Verbindungslinie g eine der beiden Gegenaxen der 
colllnearen Systeme ist. Die Geraden : 

ABy BC, CD, DA 

*) Die Gerade P^P^ des zweiten Systems , welche der unendlich fernen Geraden 
ersten Systems (der Schnittgeraden \on fß) entspricht, ist eine der beiden »Gegen- 
axen« der collinearen Systeme. 

**) Vgl. W. Fiedler. Darstellende Geometrie. 2. Aufl. 4876, 55. 
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sind die ScbnitUinien des ersten Oklaüdera. Es eoUpricIit: 

dem Punkte A der Ehinkt A 

* dem Punkte B der Punkt B 

dem PuDkle C der Punkt C 

dem Punkte DderPunkt D" 

wenn mit C* der Schnittpunkt von P*A, ZC und mii D* der Scbnillpnnkl v 

ZD beieichnel wird. Denn sind also ^e Geraden : 



AB, SC, CD', 



D*A 



\\ 


v) 








\ \ 






» 


/, 


V 


\N 




, /^ 


r 


^ 


\ \ 




v(/' 


/ 


^7^^^ 


M 


^/^ 


T 


h 


/ 






\ 


//> 


*^ 


\ 


^ 



die Sehflilüinien des ewelten Oktaeders, Die Transformationsgleioliungen (1 
{%), S. tos, nehmen Tür das in Rede stehende Gesetz folgende Gestalt an : 

oA«, = — hl + 8/i2 + aAj 

aA«j= Sft,— Aj + SA3 

!.,•,=— '71+»'!» + St» 
T';*,= i^, — >7t + ai!j 
"7*3 = ä"?! +*'72— T3 
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Zwanzigstes Kapitel. 

§ 1. Bezeichnung der Flächen durch Indices. § 2. Bezeichnung von Nau- 
mann und Dana. § 3. Bezeichnung von L6vy. § 4. Reguläres System. 
§ 5 — 6. Hexagonales System. § 7. Tetragonales System. § 8. Rhombisches 
System. § 9. Monoklines System. § 10. Triklines System. 



An eine Bezeichnung der Flächen eines Krystailes ist in erster Linie 
die Forderung zu stellen, dass sie die Lage einer bestimmten Fläche un- 
zweideutig angebe. Dieser Forderung genügt unter der Voraussetzung, dass 
die Krystallelemente bekannt seien, die Bezeichnung durch Indices. 
Diese einfachste, alle Bedürfnisse der geometrischen Krystaliographie be- 
friedigende Art der Bezeichnung, welche sich, wie wir gesehen haben, 
auch zur Bezeichnung einfacher Krystallformen eignet, wofern diese Formen 
auf eines ihrer krystallographischen Axensysteme bezogen sind (S. 208), 
wurde zuerst von W. W h e w e 1 1 1 825 vorgeschlagen und bald darauf, im 
Jahre 1829, selbständig durch J. G. Grassmann und gleichzeitig von 
M. L. Frankenheim ersonnen und angewendet. C. Fr. Gauss be- 
diente sich derselben Methode der Bezeichnung von Krystallflächen in 
seinen, dem Jahre 1831 angehörenden krystallographischen Unter- 
suchungen. *) 

Da diese Bezeichnungsmethode erst durch die krystallographischen 
und mineralogischen Schriften von W. H. Miller weitere Verbreitung er- 
langte, so wird sie häufig nach diesem Autor benannt. **) 

Mit der Bezeichnung durch Indices steht im engsten Zusammenhange die 
durchChr. S. Weiss eingeführte Bezeichnung durch Axenabschnitte***). 



*) W he well. A general roethod of calculating tbe angles made by any planes of 
Cfystals. Philos. Trans. Roy. See. London I, 1825. — Daraus in : Encyclopaedia Metro- 
politana; Art. Crystallography. Grassmann. Zur physischen Krystallonomie und 
S^metrischen Combinationslehre. Stettin. 1829. 80. — Daraus: Combinatorische Ent- 
vickeluDg der Krystallgestalten. Pogg. Ann. 1833. 30, 1. Frankenheim. De crystal- 
'önim cohaesione. Vratislaviae. 1829. Gauss. Werke. 1863. 2, 308—310. — Vgl. 
^•Sartorius von Waltershausen. Gauss zum Gedächtniss. Leipzig 1866. 

**) Miller, üeber die Krystallfonn des Schwefelnickels und anderer Substanzen. 
^H%^ Ann. 1835. 36, 475. Aus: Phil. Mag. Ser. III. Vol. VI, 105. — A treatise on 
•^nfstallography. London 1889 und zahlr. a. Schriften. 

***) Krystallographische Fundamentalbestimmung des Feldspaths. Abhandl. d. Ber- 

"^ Akad. d. Wiss. 1816—1817. S. 244 Anm. Verbesserte Methode der Bezeichnung der 

^^^schiedenen FMchen eines Krystallsystems. a. a. 0. 1816—1817. Zweiter Abschnitt. 
^•«05 f. 

^iebiieh, Oeometr. Krystallogr. 27 
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Sind OEij OE2, OE^ die Axeneinheiten, h^, h^^ h^ die Indices und O^i, 
OH2, OH^ die Axenabschnitte einer Fläche h (s. Fig. 463), so wird dieser 
Zusammenhang ausgesprochen durch : 

OH,: OH,: OH, = ^'-:^:^ 

hl 02 n. 

Nach Weiss setzt mhn : 

OE, = a; OEi==:b, OE, = c 

und schreibt das Symbol de:^ 
Fläche h : 




a b c 
hl' h,' A3 



Fig. 463. 



Diese Bezeichnung besitzt d 
Vorzug, unmittelbar eine Vorst^^l- 
lung von der Lage einer Fläche in 
Bezug auf die Axen zu geben. hMsn 
findet sie angewendet in den Lelir- 
büchem der Krystallographie von 
6. Rose, Fr. A. Quenstedt, 
C. Rammeisberg, F.H.Schrö- 
der, Werner, A. Sadebeck u. A. 

Die von Weiss eingeführte Reihenfolge in der Aufzählung der Axen, 
welche später von einigen Krystallographen ohne Grund abgeändert wurde , 
ist: i) die auf den Beobachter zulaufende, Sj die zu ihm querlaufend^ 1 
3) die verticale Axe (s. Fig. 463). 

§2- 
C. Fr. Naumann*) bezeichnet die von den Axen x, y, z (s.Fig.46fc- 1 
eingeschlossenen Winkel mit : 

{yz)=a, {zx) = ß, [xy) = y 

die von den Axenebenen eingeschlossenen, beziehungsweise an den Axe? '^ 

X, y, z liegenden Winkel mit : 

Aj B, C 

die Grundparameter (Axeneinheiten) mit : ' 

a : b : C 

die Parameter (Axenabschnitte) der Fläche Fmit: 

a : b : c = ma ' nb : rc 

Die Ableitungszahlen m : n : r sind umgekehrt proportional den In- 
dices der Fläche F. 



*) Die erste Darstellung seiner Methode der Bezeichnung befindet sich in dem 
Grundriss der Krystallographie. Leipzig. 1826. 



f 3. Bezeichnung von Nanmano nnd Dana. 



419 



Nach dem Vorgange von G. Lain6, A. T. Kapffer and F. E. Neu- 
■nann legte Nautnaoo seiner Darslellung der geometrischen Krystallo- 
graphie die Gleichung einer Krystallfläche in Pnnkteoordinalen zu 
Grunde, wobei als Coordinaten ^, y, s eines Punktes P die asoparallelen 
Abstände von den Asenebeneo : 

x = PQ, y=PR, s = PS 
genommen wurden (s. Fig. i6&]. Die Gleichung der Fläche F lautet dann 
in der Schreibweise von Lama: 

Ich habe daraof hingewiesen*), dass es nicht natui^emHss ist, Kry- 
staltflachen als Punkigebilde aufzufassen, da in der geometrischeD Betrach- 
tung der Rrystalle von der Ermittelung der Lage einer Krystallfläche ver- 




"■ittelst Fixirung der sie bestimmenden Punkte keine Anwendung gemacht 
^rd. Vielmehr wird die Lage einer Krystallfläche durch Angabe der 
kanten, denen sie parallel ist, oder mit anderen Worten der Zonen, in 
"•e sie fkllt, bestimmt. Die Auffassung der Krystallflachen als Punkt» 
Sebilde mhrte unvermeidlich zu dem Uebelstande, dass der zwischen Ery- 
^UflHfäien und Krystallkanten herrschende Dualismus (s. S. 10) eines 
Vollkommen entsprechenden analytischen Ausdruckes entbehrte. EineKry- 
%IIfl8cbe wurde durch eine Gleichung dai^estellt, aber eine Krystall- 
'B&te erforderte zwei Gleichungen, nämlich die Gleichungen zweier 
Ebenen, die sich in ihr schneiden. Am einfachsten erschien es, hierfür 
'^ei der projicirenden Ebenen einer Kante zu wählen, wenn unter einer 
Projicirenden Ebene einer Geraden eine durch diese letztere parallel zu 
^'ner Aie gelegte Ebene verslanden wird. Dann wird eine Kante durch 
i^ zwei der folgenden Gleichungen dargestellt: 



•) Zeilachr. f. Kryslallogr. 1877. 1, 188 f. 
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Eine durch den Mittelpunkt des Axensystems gehende Gerade kan 
durch zwei Gleichungen von der Form : 

?_y=o, ^-^=0, y-^^0 

dargestellt werden, in welchen die auf dieselben Axen bezüglichen Pan 
meter stets gleichen Werth haben. Die Coordinaten (oder Parameter) ein< 
Punktes einer solchen Geraden verhalten sich wie : 

Naumann stellt an eine krystallographische Bezeichnungsweise d' 
Forderung, dass sie möglichst repräsentativ sei, d. h. dass sie unser« 
Einbildungskraft die Vorstellung jeder Rrystallform so leicht als möf 
lieh mache, dass sie uns an das Krystallsystem erinnere, welchem d 
Form angehört, und dass sie die Vorstellung der Grundform des betre 
fenden Formencomplexes durchblicken lasse. Es soll uns ein jedes Zeiche 
unmittelbar auf die Form, auf den Inbegriff aller ihrer Flächen, nie 
blos auf diese oder jene einzelne Fläche verweisen, einigermaassen cl 
Krystallsystem erkennen lassen und die Beziehungen der Form zu d 
Grundform, also die Vorstellung der Grundform, die Ableitungs-Constru 
tion und die, solche Construction bestimmenden Ableitungszahlen ve 
gegenwärtigen. Daher besteht jedes Zeichen aus dem Symbol der Grunc 
form, als einem in allen Zeichen wiederkehrenden Grund-Elemente, un 
aus verschiedenen Hilfs-Elem^nten, deren Stellung, Grösse und Beschai 
fenheit unserer Einbildungskraft die Modalität und das Resultat der Ab 
leitungs-Construction vorführen soll. 

Nach diesem Grundsatz wird z. B. die Bezeichnung und Ableitung dei 
holoedrischen Formen des regulären Systems von Naumann in folgendei 
Weise durchgeführt. 

Der Buchstabe liefert das krystallographische Zeichen, dessen An- 
blick unserer Einbildungskraft die Gestalt des Oktaöders, der Grundform 
des Tesseralsystems, vorführen soll. Die übrigen plenotesseralen Formen 
werden durch Umschreibung aus dem Oktaöder hergeleitet. Verlängert 
man jede Halbaxe des Oktaöders nach zwei verschiedenen rationalen 
Zahlen m und w, von denen w > n ist, während beide > 4 sind, und legt 
hierauf in jedes Oktaödereck acht Flächen, von welchen je zwei über 
eine Kante dieses Eckes dergestalt fallen, dass sie die zu derselben 
Kante gehörige Halbaxe in der kleineren Entfernung n, die nicht zu 
dieser Kante gehörige Axe aber beiderseits in der grösseren Entfernung dq 
schneiden, so resultirt einHexakisoktaöder, dessen Zeichen 

mOn 

wird, weil seine Flächen das Parameter-Verhältniss m . n . \ haben. It 
analoger Weise erhält man die übrigen Formen. Um die Uebergänge un( 
Verwandtschaften hervortreten zu lassen, bildet Naumann das bei 
stehende trianguläre Schema : 



§ 3. Bezeichnung von h6vy. 
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James Dwight Dana*) hat die Naumann'schen Zeichen abge- 
kttrzt. Er schreibt nur die Ableitungszahlen, getrennt durch — , hin und 
ta den Buchstaben, der die Grundform angiebt, weg. Für oo setzt er 
t=sinfinitum. Die Grundform oder P wird mit 1, das Protoprisma ooP 
mit / bezeichnet. Da in den folgenden Zusammenstellungen diese Bezeich- 
Dungsweise nicht berücksichtigt werden wird, so mögen hier die wesent- 
lichsten Modificationen, welche sie an den Na um an n 'sehen Zeichen be- 
wirkt, aufgeführt werden : 

cx)Ocx) = 0, = 4, ooO = t, mOn=sm — n 

0P=0, P=i, cx>P=/, mPn = m — n 
mPn = m — n, mPn = m — n, ± mP = ± m 
im^n = ± fn — n, ± m*n = dz m — n, cx>'P=/, cx>P = r 

u. s. w. 



§3. 

Nach der L 6 vy 'sehen Bezeichnungsmethode**) werden als Krystall- 
typen oder Primitivformen sechs Parallelepipeda angenommen: le cubc; le 
Aomboödre ou qaelquefois le prisme hexagonal regulier, le prisme droit 
^ base carr6e, le prisme rhomboidal droit, le prisme rhomboidal oblique et 
le prisme doublement oblique. Die Axen, auf welche sich die Abschnitte 
einer Fläche beziehen, sind die in einer Ecke der Primitivform zusammen- 
stossenden Kanten. Die Axenabschnitte werden stets von dem Eckpunkte 
ans gerechnet. Die Ecken einer Primitivform werden mit Vocalen, die 
Flächen und Kanten derselben mit Consonanten bezeichnet. 

Das unsymmetrische Parallelepipedon, die Primitivform eines triklinen 
Kryslalles, besitzt vier verschiedene Ecken, drei ungleiche Flächen, vier 
Verschiedene Basiskanten und zwei verschiedene Seitenkanten, welche 
nach Hauy mit a, e, i, o; p, m, t (nach dem Worte primitiv) ; 6, c, rf, ^ 

*) A System of mineralogy. New York. 4. edit. 1854. Naumann's Urtheil über 
diese Bezeichnung s. in der Vorrede zu den Elem. der theoret. Krystallogr. Leipzig. 1856. 
S. VII— VIII. 

**) Lövy. Description d'une collection de minäraux formöe par M. Heuland. Lon- 
dres. 1837. Vgl. A. Des Cloizeaux. Man. de Min. Paris. 1862. 1 , pag. VII. Mal- 
iard. Traitö de crist. Paris 1879, 1, 84. 103, 129, 15«, 175, 192, 200, 325. 
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g, h bezeichDet werden (s. Fig. i66). Eine Fläche ao der Ecke o ist durch 

1 1 1 
die Abschnitte -, -, - aut den Kanten d, f, h bestimmt. Werden die Ab- 

a: y s 

11 11 

schnitte - und ~ auf den Basiskanten, wobei - '> -, dem Abschnitte auf 
X y X y^ 

der Seitenkanl« vorangestellt, so ist das Symbol der Flache; 

(ßf'ih' "^"'^ ßdih' 
Sind zwei der Zahlen a;, j/, % gleich Null, so 
erhält man eihe Fläche der Primitivform; ist nur 
eine von ihnen gleich Null, so lauft die betreffende 

1 
'' 

parallel. In diesem Falle werden die allgemeinen 

Symbole : 

■ rf*/VA'> dY"Ä'> (i»/*r 
abgekürzt : 

rf»' p' h' 
Es entspricht dem Symbol A* ein nach der rechten Seitenfläche (, 

dem Symbol ^h ein nach der linken Seitenfläche m der P'rimitivform ge- 
neigter Schnitt; diese Unterscheidung ist in den übrigen Krystallsystemen 
nicht erforderlich, da in ihnen die Flachen m und t gleichwerthig sind. 
Ist ic ^ j, so wird das Symbol abgekürzt auf: 





^= 




r=ä^ 


■\- 


9 

- 


/ 


'/\ 


M 






f 









Flg. tS6. 



Die Zahlen a:, y, z sind die Indices, welche eine Fläche s annimmt, 
wenn sie auf die Kanten des zweifaobschiefen Prismas als Axen und die 
durch e, i und die Uitte der vorderen Kante k gelegte Ebene d als £in- 
beitsfläche bezogen wird. Nun sind die Weiss'schen Axen n^Tt^Tt^ dieses 
Prismas parallel zu den Diagonalen der Basis p und der Kante h [s. die in 
Fig. 466 gestrichelt punktirten Geraden). Demgemäss sind die Indices: 



der Flache 



nacb L6vy 



bezogen auf die 

Aien !i> !»2)j3 

110 

ITO 

001 



Setzt man in der Formel I, S. 53 ; 

/■i = HO, /■i=lTO, p = 001, A = 104 
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so erhält man die Beziehung zwischen xyz und Si $28^ : 

X = $1 -^ $2 
(1) y = St —S2 

Sind Si$2S^ positive Zahlen und s^ ^ ^2? ^ modificirt die Fläche s 
die Ecke .des Prismas und bildet auf den Kanten dieser Ecke die Ab- 
schnitte : 

d f h 

worin d, /*, h die Kantenlängen des Prismas bedeuten. Demnach ist das 

L6vy 'sehe Symbol der Fläche s\ 

1 1 \_ 

[h «2^3}» «1 > *2 d»l + S2^«l - S2 ftSS 

Die Fläche {^2^1 M modificirt die Ecke i mit den Kanten c, f, g; daher 
ist ihr Symbol : 



Diese beiden Flächen liegen im Ok tauten vorn-rechts-oben. In ana- 
loger Weise bildet man die Lövy'schen Symbole für die Flächen im 
Oktanten vom-links-oben : 

1 1 j_ 

{si 52S3} d»i - »» /*«! + »« A«3 ^ Modification der Ecke 

1 1 JL 

{s2Si S3} rf«i - «2 ftsi + a« ^8 ^ Modification der Ecke e 

hinten-rechts-oben : 



{«] «2^3} 0^ — 92 1)81-^92 ftas ^ Modification der Ecke a 

1 1 2 

{^2*1 ^3} c^i - 8t f8i -h 82 gsi ^ Modificatiou der Ecke i 

hinten-links-oben : 



{sj «2 53} • • • • c»» + •« 6»» ~" '* A" , Modification der Ecke a 

1 1 j. 

{^ *i ^3} rfsi + »2 6»! - «» g8z^ Modification der Ecke e 

Abgekürzte Symbole werden in folgenden Fällen benutzt: 

8s 8» 



8^=0 {0 52^3} = i^ , {0s2S^} = e«» 

St 53 

«2 = {«1053}= 0^ , {«1 OS3} = a«» 
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81 + «2 



#1 + •« 



». =: • 



(2) 



• {«1 «2 0} = A" - »« [«1 > «2] = ir" - " [«) < sj] 

_ gl + 82 8l + 8t 

{Si «2 0}=*» -•»Ä [*! > Sj] = *» "^9 [Si < S2J 

«, =0, «2 = «3 ... {014} = tS {OTl) = ei 
^ = 0, «3 = «, ... {104} = oS {TOI} = ai 
i^3 =0, «1 =«2 •• 0^0} = ^, {lTO} = m . 

«2 = «3 = 0... {100} = AI 
«3 =«j =0... {010} = g^ 
«j =^ = 0... {001} =p 

Aus (1) erhält man umgekehrt: 

«2-— 2- 



Folglich ist für a? > y : 

-L i -1 
rf* fy h' 

1 1 1 

dy 



53 = J5 



••■{ 



05 + !/ 



a; 



y 



111 
c^ /'«' 3' 

j. 1 1 

cy 



1 



/■* »' . . . . / 



— x + y 



d^ by f/' 



— X + y 



11 1 f cO-y 

dy b^ g' ....l —^ 



2 

— x + y 

2 

'^ + y 
2 ' 

x+y 

2 ' 

—x—y 



— x — y 



z 



z 



111 
c* by h' ' 



2 J_ 1 
c^^ 6^ A 



{ 



— a; — 2/ — a;4-2^ 



2 
a? — y 



2 
x — y 



z 



z 



z 



Nach L 6yy sind die geometrischen Elemente eines triklinen Krystalles 
die Verhältnisse der Eantenlängen : , 

b : c : h oder f . d : h 

und die Rantenwinkel des prisme doublement oblique : 

Angle plan de la base p = [f^d) = (^r) , 

Angle plan de m = [d^h] = (ft) 

Anglc' plan de ^ = [K^f] = (r) 
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Die halben Diagonalen ao und eider Basisp bezeichnet Des Cloizeaux 
mit d und Dy so dass : 

(1*) ^^ ^'- ^ = ai''<h'(h 

gleich den Einheiten der Axen 7t^, it^^ it^ sind. Bezeichnet man den Winkel 
(et o) = (a), so ist im Dreieck eio : 

, . d sin (tt) _. d sin (tt) 

tan a = . -r-^ -^-, 1> = — . ; ( 

^ ^ / — a cos (tt) ' 2 sm (a) 

Wird Winkel (aoi) =(^) gesetzt, so ist im Dreieck aoi-, 

^'^l?i-/'+ccos(7r)' ^ 2 sin(^) 
Der Kürze wegen mögen die Winkel zwischen den Axen : 

(7r2 7r3) = (l>j) =(a) 

(7iri7r2) = (dl>) =(y) 

gesetzt werden. Dann erhält man aus dem ebenen Dreieck mit den Seiten 
A d, JD: 

(2*) sin (y) = ^ sin (a) 

aus der Ecke o mit den Kanten f, d, h: 

(f) l/siii (« — ^) sin (5 — t) 

2 ^ sin s sin (5 — fx) 

worin (/") der innere Flachenwinkel an der Kante f und : 

25 = (7r) + (^) + (ir) 
ist ; ferner aus der Ecke mit den Kanten f, d, h : 

(3*) cos {ß)= ^^^j cos(r - <p), cot y = ^i|| 

^ ^ ^' cos(qp) ^ ^'' ^ cos(/^) 

und aus der Ecke i mit den Kanten f, D, g: 

,,^^ / X cos(a) /jo/vA \ cot (a) 
4* cos ia) = ;V cos 4800 _ ^r — i/;J, cot \b = h^^ 

Mit Hülfe dieser Formeln können die Einheiten und die Winkel der 
Axen Tt^j 7t^, 7t^ berechnet werden, wenn die Lcvy'schen Elemente ge- 
geben sind*). 

Beispiel. Die Symbole der Flächen des Anortbits (Fig. 17, S. 36) sind 

nacb L6vy**): 

Ä» = 100 flf» = 010 p = 001 

ti=061 0^ = 201 ( = 110 

*) üebe die L6vy*schen Symbole der übrigen Krystall Systeme vgl. die folg. Seiten. 
*) Vgl. A. Des Cloizeaux. Man. de Min. Paris. 1862, I, 294. PI. X.Kl, Fig. 125, 
126. PI. XXII, Fig. 127. 
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i^ « 024 


0^ « 207 


m «= ITO 


1*3 = 043 


a^ = 101 


flr«= 130 


e* == 061 


a* =T04. 


>flf c= 150 


e* = Oll 


a^ = ?03 


1 


e^ = 0^3 






^«=111 


d* « 1T1 


6* = TTl 



ci = J21 6^ = ?2I 

9 = 6* c*Ä« = ?i1, |U = c* 6* Ä' = T21 
V «ftid*^»** iTl, «; — c*/4^i = J4I 

a;= d^ b^gi= 241 

2=6*0* Ä*« 4?3, s = c* 6* Ä* = 123 

7r«6id*öf»=T5l 
Nach Des Cloizeaux ist: 

b:c :h^ 1000 : 981,858 : 460,136 

(n)^ 1160 10' 50", (|U)= 1060 31' 48", (t) = 1000 40' 7" 

Daraus folgt nach den obigen Formeln -. 

Ol : 02 : 03 s3 0,6349 : 1 : 0,5501 
(a)=930 13' 28", {ß)=^ 1150 55' 83", (y)= 910 11' 36" 

§^- 

Reguläres System. 

Syn.: Systeme terquaternaire Bravais, Systeme cubique Lövy , octahedral oder cobic 
System Miller, tessularisches System Mohs, isometrisches oder tesserales System 
Naumann, gleichgliedriges, reguläres oder sphäroMrisches System Weiss. 
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§ 4. Reguläres System. 
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Naumann 



Miller 



Grai lieh 



Diplo^der 

Hexakistetra^dcr 

Tetra^drisches 
Pentagondodekaikler 



i(a:«:«) 
'\ n ml 

*\ n ml 



m 

mOn mOn 
mOn 



Tchklj Ttlkh 
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7t{hkl) 

7c{hkl) 

7t%[hk[) 



Ueber die Naumann^sche Bezeichnung der regulären Formen vgl. § 8. 
Aus der vorstehenden Tabelle ergeben sich folgende Transformations- 

foroieln : 

.44 ,,.444 

1 : - : — = m : n : 4 =- : j i-r 

n m l k h 

m f f t h h . 

m: -: 4 =m : n : i =- : -r : i 
n l k 

4 4 

97» : n : 4 = 4 : — , : —.=3 h : k : l 

n m 

Die Levy'sche Primitivform ist der Würfel 

(s. Fig. 467). In dem Symbol des Hexakisoktaä- 

2 11 ^8- ♦''^• 

ders (hexoctaödre) b^ V^bF werden die Indices 

Ikh so angeordnet, dass l<Ck<^h. Dann erhält man für / = die Tetrakis- 

- h 

hexaäder (hexatötra^dres) mit dem abgekürzten Symbol 6* , worin t > 4 

ist ; für l=s k die Ikositetra^der (icositötra6dres) mit dem abgekürzten 

h ^ 

Symbol a' , worin j > 4 ist ; für A: = A die Triakisoktaöder (triocta^dres) 




/ 



l 



mit dem abgekürzten Symbol a* , worin t <! 4 ist. 



§5. 

Hexagonales System. 

Sy n : Systeme s^naire et ternaire Bravais, hexagonales System Breithaupt, mono- 
trimetrisches System Hausmahn, dihexaädrisches System K u p f f e r , Systeme hexago- 
nal et rhombo^rique L6vy, rhombohedral System Miller, dirhomboedrisches und 
rhomboädrisches System Mobs, hexagonales System Naumann, drei- und einaxiges 
System Rose, orthobexagonales System Schrauf, sechsgliedriges und dreigliedriges 

System Weiss. 

I Groth I Weiss-Rose 1 Bravais INaumannj L6vy 
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Ueber die Bezeichnung der hexagonalen Formen nach Weiss und 
Grolh s. S. 281. 

Im^Anschluss an die Bemerkung S. 281 über die Bravais'sche Be- 
zeichnung der hexagonalen Formen möge hier eine Copie der daselbst 



0JIO 



lazü 



noo 




MMO^ 



HOMO 



ajiof— 



MOO 




citirten Fig. 11, PI. XH mitgetheilt werden (s. Fig. 468). Vergleicht man 
diese Figur mit Fig. 276 auf S. 285, so ersieht man, dass die mit ih gk 
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und xhkl bezoiohnel«n Flachen einander entsprecben. Hit BUcksicht auf 
die Reihenfidge der Axen ist also : 



oder: 



kxhl = ihgk 



Ä g 

k —i 

cr = k — k ~h = g + i 
l k 

Psiglioh ist g eine positive ganze Zab), wahrend h und i negative ganze 
Zahlen bedeuten. — E. Hallard") gebt in seiner Darstellung der Bra- 
vais'schen Bezeichnung der hexagonalen Formen von der Fläche pqrs aus, 
fUr welche p und q posilh', p<Cq, p + 9 + r =■ [s. Fig. 469). Dann er- 
halton die einfachen hexagonalen Formen folgende Symbole : 

dihexagonale Pyramide {p^'''^) 

dihezagonales Prisma {P1^^) 

bexagonale Pyramide I.Ordnung [opps] 
hexagonate Pyramide S. Ordnung [p-pips] 
bexagonales Prisma 1 . Ordnung { 1 T j 
hexagonales Prisma 2. Ordnung {I 1 30) 
Basis (0001) 

Die Bezeichnung der hexagonalen Krystalle durch ihre auf die Weiss- 

scben Axen bezogenen Indices ist auch von Frankenheim selbständig 

voi^escblagen worden ••). 

Naumann bezeichnet die primären Nebenaxen mit u, a, y und die 

Hanptaxe mit x (s. Fig. 470) . Die Abschnitte der zur Grundform gewählten 





hexagonalen Pyramide auf den Nebenaxen werden = i gesetzt ; der Ab- 

•) Traiie de criBtallographie. Paris 1S79. I, 190—108. 
■•) Ueber die Ausbildung der Krystalle. Pogg. Ann. »8S5, 96, 168. lieber die An- 
ordouDg der Molecüle Im KrysUll. ib. 1S5S, 97, 351. Syslem der Krystalle. Nova Acta 
Acad. Cwa. Leop. Carol. Nat. Cnrioa. XIX (3) 18*1, Sil. Zur Krystallkunile. Bd. I. 
CharaktertotUt der Krystalle. Leipzig. 186», 77. 
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schnitt auf der Hauptaxe wird mit a bezeichnet. Für die Berechnung 
werden die Flächen bezogen auf die Axen x, y, z, derart, dass die Glei- 
chung einer Fläche F (s. Fig. 471), deren Parameterverhältnisse: 

sind, lautet: 

/^.. + i^ + , = 4 

ma n 

Hierin ist m'a ^ i und 4 < w' < 2. Der Abschnitt der Fläche F auf 

n 



der dritten Nebenaxe u ist = 



-', also > n'; demnach ist 2 < w <[ oo. 



n — 4 

Die Grundform wird mit P bezeichnet. Hultiplicirt man ihren Para- 
meter a mit einer rationalen Zahl m\ die alle Werthe von bis oo an- 
nehmen kann, so erhält man die Reihe der Protopyramiden m'P, deren 
Grenzformen da3 Protoprisma oo P und die Basis OP sind. Multiplicirt man 
die Nebenaxen einer Pyramide m' P mit einer rationalen Zahl n', wobei 
4 < n' <; 2, und legt man durch eine jede ihrer Endkanten zwei Flächen, 
welche die nicht zu derselben Endkante gehörigen beiden Nebenaxen in 
der Entfernung n schneiden , so erhält man eine dihexagonale Pyramide, 
der das Symbol rn!Pn' gegeben wird. Erreicht n den Werth 2, so entsteht 
eine hexagonale Pyramide der zweiten Art oder eine Peuteropyramide 
m'P2. Für m = oo erhält man die dihexagonalen Prismen ooP^ und das 
Deuteroprisma oo P 2 . 

Naumann denkt sich je vier, über einem und demselben Sextanten 
der Basis liegende Flächen einer dihexagonalen Pyramide iri Pv! zu einem 
Gliede verbunden. Bleiben in jedem Gliede emweder eine obere rechte 






Fig. 472; 

Fläche mit einer unteren linken u oder umgekehrt, erhalten, während 
die übrigen Flächen fortfallen, so entstehen die carrelaten Trapezoöder: 

rf^undi^'(s.Fig.472}. 

2 2 . 

Sind in den auf einander folgenden Gliedern entweder nur die rechten 
oder nur die linken Flächenpaare ausgebildet, so gehen aus fn' Pri die corre- 
laten hexagonalen Pyramiden der dritten Art oder Tntopyram\den hervor : 

dmPn , IrnPn , , {mPn\ , ^. .-,„, 
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Ist das Weiss'scbe Symbol einer dibexagonalen Pyramide: 



\^ n n — 4 mj 



worin n >• 4 ist, gegeben, so erhalt man das entsprechende Naumann 'sehe 
Symbol m' Pn'y indem man jenes zunächst so umformt,' dass der kürzeste 






Fig. 478. 



Abschnitt der Nebenaxen, d. i. der auf der mittleren Nebenaxe Oj oder 
Zj gleich 4 wird : 

/ n n \ 

darauf dem Buchstaben P den Coefficienlen - von c vorsetzt und den 

m 

Coefficienten der Nebenaxe mit dem mittleren Abschnitt, d. i. 03 oder y, 
nachstellt : 

m'Pn' = - P 



m n — 4 
In analoger Weise formt man das Symbol : 

worin i <[ A < 2Ä- und aj = A — A ist, am in : 

Ih h h \ 

worin -St i«*- Darauf erhält man : 

X k 

l k 
A. Seh rauf*) bezieht die bexagonalen Formen auf ein sog. ortho- 



*) Theorie des orthohexjgoiialen Krystallsyslemfl. Sitzangfber, Wien. Akad, Math,- 
Naturw. Ciasse. 46, 4. Abth. 117. 46, 2. Abth, U7. Beitrag zu den Bere<;hnungi(' 
metboden des bexagonalen Krystallsysteros (mit t Taf.), ib. 48, 2. Abtb. 4 PS, S5P— 270, 
Erklärung des Vorkonunens optisch zweiaxiger .Substanzen im rhomfioi^dri«chen System. 
Ein Beitrag zur Krystallpbysik. Pogg, Ann. 4S64, 114, 224. Lebrtiocb der Kr^stallc^ 
graphie. 186«, 184, i4f. Atlas der Krystallformen des Mhieralreichs. 1.^6.^^4877. 
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hexagonales Axensystem y, Xy js, welches von einer primären Nebenaxe, 
der auf ihr senkrecht stehenden secundären Nebenaxe und der Hauptaxe 
gebildet wird. Die Symbole der Flächen einer einfachen Form sind alsdann 
nicht nur hinsichtlich der Anordnung und der Vorzeichen, sondern auch 
bezüglich der absoluten Werthe ihrer Indices von einander verschieden. 

Die Axeneinheiten von x und y verhalten sich wie VS : 1 . In den positiven 
Oktanten xyz des Axensystems fallen 3 Flächen einer dihexagonalen 




Fig. 474. 



Pyramide, die wir ftlr den Augenblick mit I, II, III bezeichnen (siehe die 
Linearprojection Fig. 474). Sind die Indices einer dieser Flächen, bezogen 
auf das Axensystem xyiZj gegeben, so können die Indices der beiden 
anderen Flächen daraus abgeleitet werden. Am einfachsten geschieht dies 
mit Hülfe der vollständigen hexagonalen Symbole von Weiss für jene 
Flächen. Es sei das Symbol von : 

, . b a b a b a c 

W ÄT^TäÄ VF^' 2Ä^=1:' A 'r+l'it '7 

worin & = a y3 , Ä < A < 2*. (In Figur 474 ist A t= 3, ft = 2, l = L) 
Alsdann ist das Symbol von : 

(11) ^ " ^ 

(111) 



a 



a 






U — h'k ' h + k' h' ih — k' h — k' l 
b ab a b a c 

2izr^ • h ' F+Ä * k ' — A + 2*; E=^ • I 
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Fallen nun die Axen x und ß^, y und a, zusammen, so lauten die 
Symbole von S c h r a u f fUr die Flachen : 

k + k, k — k, l 



II. 



2A- 



m. —h + ik, k, 

oder, wenn 2A — k = h', k=s 1^ gesetzt wird: 
A'-|-3ft', A' — 



II. 



h', 



i 



III. — A' + 3*', A' + A', 2/ 
worin A'<;;A'<3ä' ist, wie aus ft<A ■< 2t folgt, Das Symbol der ganzen 
Pyramide wird von Seh rauf geschrieben ; 

{A'+3A', h' — k', 11; h',k',V: — A' + 3Ä', A' + Ä', 2/} 




Beispiel. Ist A=i 3, k-^i, 1 = 1, so erhUlt man h' = k,ie = % und das 
Symbol der dihexagoDaleo Pyramide (a. Fig. tTS) wird: 

Insbesondere erhält man als Symbole der übrigen einfachen Formen : 
dihenagonales Prisma {A'+3Ä', A'— A', 0; A', k' , ; — A' -|-3i(', A'+A', 0} 
Wag.Pyram. I. Ordng. {2A', 0, l; k', h', 1} 
lieiag.Pyram.II.Ordng. {0, f, l; 3k', k', 2/} 
Crnndform {201; Hl} 

tieMg. Prisma I. Ordng. {100; HO} 
•"Mag. Prisma II. Ordng. {010; 310} 
Basis {001} 

In dem orlhohezagonalen Axensystem ist : 

C(, = I, Crt = 0, J = i, J„ =1, ^ik = ^ 

Lisliiacb. 0«nn«tr. RryHtollDgr. as 
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iich nach S. 483 der Cosinus eines Flächen winkeis, wenn a = 4 , 6 = VS 

atzt wird : 

cc(3rri + ääi)+ Ztti 



JOS [rst VxSiti) = 



V{cc[^rr + 55) + 3/^}{cc(3rtrt +«1«,)+ t^tx) 



rner: 



sin [rsf^Vx 



h <i) = r 



^cc{qq -f- 3aa + ccrr] 



{cc{3rr + ss)+ 3tl}{cc(^i\rx +«1*4)+ ^i ^1} 



tan {rstr, .. M = (,e(3,r, +..,) + 3»,} 




worin : 

p = s/^ — tsi, a ^=tri — rtx , 

Hieraus fliessen die von Schrauf a. a. 0. 
mitgetheilten Formeln. 

Die L6vy'sche Primitivform ist die Com- 
bination des Protoprismas m = ooP und der 
Basis p == OP (Fig. 476, prisme hexagonal regu- 
lier) . Das Yerhältniss der Kantenlängen 6 : h ist 
gleich dem Yerhältniss der Axeneinheiten a : c. 

§6. 

Zweite Abthellnng des hexagonalen Systems. 

Syn.: Rhomboödrisches System Mobs, Systeme ternaire Bravais, dreigliedriges 

System Weiss. 

Naumann 
primäres secundäres 

Symbol 



Fig. 476. 



Basis 

Protoprisma 

Deuteroprisma 

Rhombo6der 

Grundrhomboöder 

Deuteropyramide 
Primäre Deuteropyramide 
Dihexagonales Prisma 

Ska1eno6der 



0001 
0110 
1210 

Ohhl 

Olli 

h'^h'h'l 

1212 

xhkO 

xhkl 



OP 

ooP 

c»P2 



2 



P 

2 



2A 



P2 



P2 

ooP^ 

"l k 



OÄ 
c»P2 



-t« 



R 



2Ä 



P2 



P2 



U—h 
l 



2A- 
«2 



te = A — Ä:, 2Ä: > Ä > k) 
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Für die rhomboSdrischen Formen giebt Naumann zwei verschiedene 
Ableitungen und Bezeichnungen. Die primäre Ableitung und Bezeich- 
nung entspricht der Auffassung der rhombo^drischen Formen als Hemiöder 







2A- 



Fig. 478. 

der hexagonalen Formen. Sind in den auf einander folgenden Gliedern 

der dihexagonalen Pyramide m Pn (s. Fig. 477) abwechselnd die oberen und 

die unteren FlUchenpaare allein ausgebildet, so entstehen die correlaten 

Skalenoöder: 

m Pn m Pn 

Andererseits bezeichnet Naumann die Rhomboeder: 

dz I mit dz ß 

,mP . . „ 

dl -zr- mit dz mR 

2 

^•^d giiindet hierauf die secundäre Ableitung und Bezeichnung der Ska- 
'^^oöder *) . Hat das eingeschriebene Rhomboöder der Mittelkanten eines 
^*^9lenoöders (s. Fig. 478) das Zeichen m' R und wird der Hauptaxenschnitt 
^^s Skaleno^ders erhalten, indem man den Hauptaxenschnitt m'a des Rhom- 
"^Öders nach einer bestimmten rationalen Zahl n vervielfältigt, wobei 
^ '^ n' < cx> ist, so lautet das Zeichen des Skalenoäders : 

± m'Rn' 

Für m' = oo erhält man, so lange 1 < n' <^oo ist, ein rhomboödrisches 
^^Ölfseitiges Prisma oo Rn\ aus welchem für n' = i das rhomboädrische 
'^^'otoprisma ooR und für n' = oo das rhomboädrische Deuteroprisma 
^Roo = ooPi hervorgehen. Mit dem letzteren schliesst jede Skaleno- 
^derreihe m'Rn' für n = oo ab, welchen Werth auch m haben mag. 

*) Grundr. der Krystallogr. 4826, 370. Lehrb. der Mineralogie 4828, 85. Diese 
Ableitung der Skalenoöder ist wesentlich dieselbe, welche schon Mohs in seinem 
Grundr. der Mineralogie 4822 eingeführt hatte. 
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Bei dieser secundären Ableitung lassen sich die hexagonalen Pyramiden 
der zweiten Art oder die Deuteropyramiden mPi in keine unmittelbare 
Verbindung mit den übrigen Formen bringen. 

Trotzdem gewährt nach Naumann 
diese secundäre Bezeichnung der Skale- 
noöder den Vortheil, dass sie weit 
repräsentativer als die primitive ist*). 

Wenn von einer hexagonalen Pyra- 
mide der dritten Art (Tritopyramide) 

d mPn j l mPn ,. 

j —Q— oder j —^ nur die abwech- 
selnden einzelnen Flächen zur Ausbil- 
Pig^ 479 düng gelangen (s. Fig. 479), so entstehen 

correlate Rhombo6der der dritten Art, 
welche von Naumann mit 





d mPn 



1 



l mPn 
d ~T~ 



mPn 



bezeichnet werden. Jedes Skalenoöder —5— liefert zwei correlate trigo- 
nalo Trapezoeder, indem die an den abwechselnden Mittelkanten gelegenen 





-X 

Fig. 480. 




Flächenpaare allein vorhanden sind oder fortfallen; die so entstehenden 
Formen (s. Fig. 480) bezeichnet Naumann mit 



d 



mPn 



l 



mPn 



Die vier, aus einer hexagonalen Pyramide m Pn hervorgehenden Tra — 
pezoöder werden geschrieben : 



zb d 



mPn 



l 



mPn 



') Vgl. Elem. theoret. Krystallogr. 4 856, 205^ 



§ 5 — 6. Hexagonales System. 437 

Ein primäres Skalenoödersymbol wird in folgender Weise in das ent- 
sprechende secundäre umgewandelt. Es sei das Skalenoöder: 

mPn 
Q[xhkl)= -g— 

worin m = — , n = i-, — = t »st, gegeben, dann hat das Rhombo- 
Z ' k n l 

öder seiner Mittelkanten nach S. 312 das Symbol : 

Q[0^2k — h'2k — h'l)=mR 
so dass : 

m = - ^- 

ist. Yervielßiltigt man jetzt die llauptaxe dieses Rhomboöders nach der 
rationalen Zahl n', so wird : 

, , , 2A — Ä h 

n m = n . = ni = , 

folglich : n= 2 ^-^ ^ 

ml^ — n) , n 2w' 

, , , rti , , m'[n +1) 
h:k:l = m : — : i = m n : s : 1 

n 2 

Das in Rede stehende Skalenoöder wird also durch folgende aequiva- 
lente Symbole bezeichnet : 

mPn m(2 — n) j, n / r n \ 



m'n'P 



2 n 2 — n 

2n' 



^-^ = m'Rn' = p(m'[n' — 1].2m'n' • m' [n + \] • 2) 



Hieraus ergiebt sich die Transformationstabelle auf Seite 434. 

Die rhomboödrischen Formen besitzen zweierlei krystallogra- 
PhischeAxcnsysteme: das der ersten Art besteht aus der Hauptaxe y 
"M den Nebenaxen «j, «2» ^3 ? ^^^ Axensystem der zweiten Art wird von 
d^ö drei Kantenrichtungen §, r], ^ eines Rhomboäders gebildet. Im ersten 
Falle erhält man Symbole mit vier Indices, analog den Symbolen hexago- 
üaler Formen von Weiss oder Bravais; im zweiten solche mit drei Indices. 
1^'e letztere Methode der Bezeichnung wurde zuerst von G. Lam6*) vor- 

*) Examen des difT^r. method. empl. pour r^soudre les problemes de g^ometrie. 
Paris 484 8, p. 97. Vgl. Leg. sur la thöorie analyt. de la chaleur. Paris 4 864. p. 47. 
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geschlagen und späler von Whewcli*), J. G. Grassmaon**], G. Fr. 
Gauss***) W. H. Millerf) u. A. beoutzt. Wir wollen die zur Ueber- 
fuhruDg der einen Symbole in die anderen dienenden Transformations- 
gleichungen ableiten. 

Die rhomboädri sehen Axen i, ij, ^ legen wir durch den Mittelpunkt 
parallel zu den Kanten des Gruadrhoinboeders (Olli) und betrachten ihre 
vom Hittelpunkt aufwarte gehenden Richtungen als positiv (s. Fig. 481), 
Dünn erhalten die drei oberen fihomboederflüchen : 



3 Symbole: 



10T1, 0141, TT01 - 
100, 010, 001. 



Da die Rhomboederkanlon gleichworthig sind, so müssen ihre Ein- 
heilen einandeV gleich sein ; d. h. der Basis 0001 ist das neue Symbol 111 
zu ertheilen. Eine auf das Axensystem der ersten Art bezogene Fläche 








^j€ 












■--^ 




/ 


j^x^y 


Homh' 


'-'7 


/,, 






^^*C 


/ 




k 


(Uli) 


/ 

r 


y 





xhkl, worin x ^ h — k und 2i > fi ]> A ist, möge, auf die rhombo^dri- 
schen Axen bezogen, die Indices u, v, w annehmen. Dann gewinnt man 
aus den Formeln 1, Kap. 5, § 3, die Transformationsgleichungen : 



* 


T 


* 




1 





1 




1 




1 



■) Pbil. Trans. ISSä, I, S9. 

•*) Zur physischen Kryslalionomie etc. 18i9. — Combinat. Enlwickl. d. Krysl. 
lg. Ann. 48S3, 80, 1. 
"*•) Werho. Herausg. v. d. Ges, d. Wiss. zu Cöltingen II, 1883, 809. 

■J-j Treatise OD crystallography. 1839. 
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V = 



Oft? 


1 k 


1 l 1 


T 


T 


1 i i 



= h + k + l 



w 



und umgekehrt : 



i h 


T i k 


\ \ l 


1 


T i 


i i 1 



= — ih + k + i 



3(r 
3A 
3A 
3Z 



V — w 

V — u 

u + v+ w 



Die rhomboädrischen Äxen haben in dem Axensysteme der ersten Art 
die Indices: 

Mi 



? = 



TOI 



1 TOI 
"? = , OTI 



r = 



jOTI 
411 



= [121] 

= [111] 
= [211] 



Werden dieNebenaxen des Axensystems erster Art in der Bravais*- 
schen Reihenfolge genommen (s. Fig. 482), so lautet das Symbol der Flüche 

cchkl nunmehr kxhl, oder, wenn wir: 

yi= — r, k = Pj X = q 

setzen, pqrL Dann gehen die vorstehenden Transformationsformeln 

über in : 

u = q — p + l 

V = p — r + / 
iü= r — q + ^' 

und umgekehrt, da p + g + r = ist : 

3g = w — w 
^r = w — V 
3p = V — u 

31 = U '\' V + w 
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Die rhomboödrischen Axcn führen bei Bravais die Indices: 

011 
TOI 

TOI 
1T1 

1T1 
011 



= [1T1] 
= [^21] 
= [2T1] 



Aus den Formeln in Kap. 6, § 11, ergiebt sich für die neue Axenein- 
heit der rhombo6drischen Axen der Werth : 



1/3 4- cc 
Bezeichnet man den Winkel der rhombo^drischen Axen mit (a) , ihren 
Axenebcnenwinkel mit [ß)j so ist (vgl. Seile 304]: 

cos2 (a) — cos (a) = sin^ (a) cos {ß) 

— cos (a) 
cos [ß) = r—. Y-\ 

^'^^ 1 + cos(a) 

cos2 [ß) — cos [ß] = sin2 (^j cos (a) 

— cos(/?) 

cos (a) = j— y^ 

^ ' 1 + cos (ß) 

Ferner ist der Sinus der Ecke dieser Axen : 

1 cos (a) cos (a) 1 
cos (a) 1 cos (a) | 
cos (a) cos [a] 1 
oder: 



cos q> = 
worin : 



J = \ — 3 cos2 (a) + 2 cos3 (a) = 4 sin ^ (a) sin^ — - 

Ai = ^12 = ^13 = sin2 (a) 
^23 = -^31 = -^12 = cos*^ (a) — cos (a) = sin2 (a) cos {ß) 
Folglich ist der Cosinu.s des Flächenwinkels [hkl^h'k' t)= q>\ 
kh' + kU 4- //' + cos [ß] {hk' + Ä/i' + Äf + /Ä' + &r 



y/T . /r 



Ik'} 



H = hh + kk + Z/ + 2 cos (//){äA' + ÄZ + fc/} 

//' = Ä'Ä' + Ä'A' + r r + 2 cos(//) {Ä'A' + Ä'r + *'n 

gesetzt ist, und der Cosinus des Kantenwinkels {goT^Q' o't)= ifj-, 

qq' -\-aa' + TT + cosfal fpcr' + örö' + Pi^' + Tp'+ o%' + ra'i 
cos i/; = ^-^^ ' ^ -^ 5 ! i 

worin : 

^=zQQ-\-aa-\-Tv-{'% cos : a) {p a + qt -\- ot) 

K = qq' + a'a' + r' r' + 2 cos (a) (p'ör' + ?'i^' + a' z') 

gesetzt ist. 
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Die drei Symmetrieebenen einer rhomboSdrischeo Form getion durch 
die Uauplaxe }< = (m ] und die oeuen Axen : 

^ = [100], ^=[010], t = [001] 

Demnach ist [vgl. Fig. 483): 

{y^] = OIT, {yij) = T0<, [y,^] = ITO 




Fig. 483. 



Diesell>en Symbole erhallen die Normalen der Symmelrieebenen : 

a, =[T01], ai = [OlT], «, ^UTO) 
Die DurcbscbDittslinien ßj, fi^, ß^ der Symmelrieebenen mit der Ebene 
{111} der Nebenaxen »i, a^, Oj haben die neuen Indices: 
li,=[iU], ii^=[l9,l], //2=iTT2) 
uod die auf ihnen senkrecht siebenden Ebenen : 

fr»,)=?JT, {/»,) = «TT, fro,) = HS 

Geht man von rbomboädrischen Axen aus, so nehmen die Flachen 
correlaler Formen verschiedene Indices an, die in folgender 
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Roxichiing zu einiindcr slelien. Sotzl man die correlaton Skalenoeder 
lfj{.vbkl] und (>^{xhkl] {v^\. Fig. i8ij beziehungsweise gleich (uvw) und 
[ii' ()'((''}, so ist nach den vorhin abgeleiteten Formeln: 




"t 



MfiMi : 



H = A — 2 fc -t- /. „• = — h-i-ik.+ l 
r^.h + k + l. ,-' = _ A — t + / 

,v = — ih + k-i-l, n'= ih — k + l 



" + ". I 



r (" + i- + tr) 



-M + Sf + älO 



Man oritSlt also folgende S\-iubolc ttlr correlate rbomboCdrische 
und A»mit xath für hr^a^onale Formen* : 



* Dk ilbv^klraniwii Jcr toliiradrn TrutsÜHniatioitstaBFn« tob « 
LiliTaiur t .--rtiBBdnMi] Tabrllen beruh«« MifiUcb danof. dsss ^vsc^ieikBe Aatona 
dir l»dk«$ vn-srbt4^ner FlbirlM'ii rat Btttiehmtiif einfacber Fcm^ htawa^nffli 
h>h(». An» Am ripm» tsi und «St ist «nK^tltck, wrictte FHchn •■ diescr^tclk 
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agonalc 
Linide 

lagonal. 
ma 

gon. Py- 
. f. Ord- 



ire hex. 
I.Ordn, 



xhkl 



xhkO 



Pyr. 
)rdnung 



er 



äre hex. 
. IL Ord- 

3prisma 

Lero- 
Lsma 



IS 



Ohhl 



Ohii 



h-^h'h'l 



I 



uvw ; xi v' w' 



UÜW 

(m + t^ 4- w; = 0) 



0440 
4240 

0004 



uvu; u'v'u 



04 0; 2T2 

U V w 

2u + i?4-to==0) 



25T 

T2T 
04T 
444 



u 

V ■ 
w 



= h 



h — ^k+l, w' = — Ä + 2A-4-Z 
/«4-Ä + /, v' = —h'-k + l 
— 2Ä+A+/, m;'=2A — AM-/ 

M=Ä— 2fc 

t; = Ä + A 
t^= — 2Ä4-fc 



u 

V 



— h + l, u' =h + l 
2Ä + /, v' = — ^h + l 



u = l 

v = 3h + l 

iv= — 3h -\- l 



Die L6vy'schen Symbole der rhomboädrischen Formen stehen in ein- 
facher Beziehung zu den Symbolen von 
Whewell-Miller. Nach L6vy werden 
mit a die Endecken, mit e die Seitenecken, 
mit h die Endkanten, mit a die Seitenkanten 
und mit p die Flächen des Grundrhom- 
boöders bezeichnet (Fig. 485) . Die von der 
oberen Endecke a ausgehenden Endkanten b 
geben die positiven Richtungen der Axen 
?j J?, ^ an ; demnach gehen von jeder der 
^rei oberen Seitenecken e zwei Kanten d 

• 

^ö positiver und eine Kante b in negativer 
Richtung, dagegen von jeder der drei unteren 
Seitenecken e zwei Kanten d in negativer 
UQd eine Kante 6 in positiver Richtung aus. Daraus folgt, dass eine : 

Fläche, deren Indices positiv sind, an der oberen Ecke a 
Fläche, deren Indices negativ sind, an der unteren Ecke a 
Fläche mit 1 negativem und 2 positiven Indices an einer oberen Ecke e 
Fläche mit i positivem und 2 negativen Indices an einer unteren Ecke q 
Fläche mit 1 Index gleich Null in einer Endkantenzone 
des Grundrhomboöders liegt. 




Fig. 485. 
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1. Modif icationen der Endecken a. 

Das Skalenoädcr, dessen sechs obere Flächen auf den oberen End- 

1 1 i 
kanten des Grundrhomboöders die Längen — : — :—, i» > y > js, ab- 

X y z 

schneiden, erhält das Symbol : 

J. 1 J. 

[xyz):=b'' bif b' 

• Die Pole der sechs oberen Flächen liegen innerhalb des sphärischen 
Dreiecks, dessen Eckpunkte die Pole der oberen Flächen 100, 010, 001 des 
Grundrhomboöders sind (s. Fig. 483, Seite 441) und zwar*): 

in den directen (schraffirten) Sextanten, wenn a; + ^ > 2y 
in den inversen Sextanten, wenn x -}- z <C^y 

auf den Grenzen dieser Sextanten, wenn x -\^ z = 9,y 

Im letzteren Falle erhält man »isosc^lo^dres«, d. h. sechsseitige Pyra- 
miden zweiter Art. Ist y = z oder x = y , so entstehen Rhomboöder. 
Ihre Pole liegen auf den grössten Kugelkrerisen, welche die Winkel des ge- 
nannten sphärischen Dreiecks innen halbiren : die Pole der directen Rhom- 
boöder [xzz), deren Flächen auf den Flächen des Grundrhoniboöders gerade 
aufgesetzt sind, zwischen dem Pole 111 und den Polen 100, 010, 001, 
dagegen die der inversen Rhomboöder [xxz), deren Flächen auf den 
Kanten des Grundrhomboöders gerade aufgesetzt sind, zwischen 111 und 
011, 101, 110. L 6 V y bezeichnet die : 

directen Rhomboöder (xzz) mit a' l ^ 

i| ^>^ 
inversen Rhomboöder (xxz) mit a* j 

Ist £c = 2/ = 55, so erhält man die Rasis (1 1 1 ) = a^ 

Sl. Modificatioen der Endkanten b. 

Die Skalenoöder [xyO) aus den Endkantenzonen des Grundrhomboöders 
werden nach L6vy mit: 

X 

[xyO) = by 

bezeichnet. Isix^^y, so ist [xyO) ein directes, resp. ein inverses 
Skalenoöder. Für x == ^y erhält man das isosc^loödre (210) =.6^, dessen 
Pole auf den Seiten des sphärischen Dreiecks mit den Eckpunkten 100, 
010, 001 da liegen, wo diese Seiten von den durch die Hauptaxe und die 
Nebenaxen a^ «2 «3 gelegten Ebenen geschnitten werden (s. Fig. 483). Die 



X 



Pole der directen Skalenoöder by liegen auf den Seiten desselben Dreiecks 
zwischen den Polen von (100) und (210) ; die der inversen zwischen den 



*) Die Fläche mit den Indices xyz liegt in demselben Dodekanten der Fig. 483 
wie die Fläche VW tu. 
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Polen von (HO) und (210). Ista? = y, so entsteht das erste stumpfere 
Rbombo6der der Grundform : 

(110) = 61 

dessen Pole auf den Mitten der Seiten jenes Dreiecks liegen. 

3. . Modificationen der Seitenecken e. 

Die an den oberen Seitenecken e auftretenden Flächen müssen 
mindestens einen negativen Index besitzen; ihre Pole liegen zwischen 
einer Seite des Dreiecks 400, 010, 001 und den Verlängerungen der beiden 
anderen Seiten. Nach Le vy bezeichnet man die : 

L I 1 
Skalenoäder (xyz) , x — z ^ 2y, =d'' di h' 

Skalenoäder [xzz)=-e^ 



z 



Für X — z = iy erhält man ein isosceloMre; für o? + y + js = 
ein zwölfseitiges Prisma : 

1 1 i 

(^ — y, y, z) = d'-ifd^b' 

dessen Pole in dem Zonenkreise [111] liegen, und, wenn insbesondere 
2 = — 2y ist, das sechsseitige Prisma erster Art : 

(11g) = ^2 

Ist X = y, SO entsteht ein inverses Rhomboöder : 

[yyz)=ey, z<C^%y 

dessen Pole in den Verlängerungen der grössten Kugelkreise liegen, welche 
die Winkel des Dreiecks 100, 010, 001 innen halbiren. Hierher gehören 
das inyerse Rhomboöder der Grundform : 

(22T) = e* 
und das erste spitzere Rhomboöder derselben Form : 

(1lT) = ei 

Sind zwei Indices einer oberen Fläche negativ, so bilden die gleichen 
Pfechen ein directes Skalenoöder : 

I I i- 
[x\jz) = b^dyd' 

Die Pole desselben liegen in den Gebieten der Kugeloberfläche, welche 
"Orch die Verlängerungen je zweier Seiten des sphärischen Dreiecks 100, 
^^0, 001 bestimmt werden. Für y = z erhält man das directe Rhomboöder : 

X 

(cc js js) = e«, .T > 2 J5 
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4. Modificationen der Seitenkanten d. 

Die Skalenoöder, deren mittlerer Index y = ist, gehören den Seiten- 
kantenzonen des Grün drhombo^ders an und werden nach Hauy scal^noMres 
metastatiques genannt : 

(a;OÄ) = d^ 

Ihre Pole liegen auf den Verlängerungen der Seiten des Dreiecks 100, 
010, 001 zwischen den Polen von (100) und (110). Ist cc = js, so entsteht 
das sechsseitige Prisma zweiter Art : 

(10T) = d« 

Die folgende Tabelle gewährt eine Uebersicht der L6vy 'sehen Symbole: 



Basis 

Grundrhomboöder 
froloprisma 
Deuteroprisma 

Dihexagonales Prisma 

directe 



Rhomboöder 



auf a 
inverse * 

inverses auf b 



directe 



inverse 



auf e 



auf a 
Deuteropyramiden j ^^j j 

= Isosceloedres 

auf e 



directe 1 

>auf a 
inverse J 



Skalenoöder ^ 



directe 



>auf-6 



mverse 

directe ) 

) auf e 
mverse J 

directe auf e 
directe auf d 



Whewell- 
Miller 



L6vy 



111 
100 
112 
101 

xzz 

xxz 
110 

xzz 

xxz 



P 
e2 




xyz 


2 2 1 
b"" by b' 


, x-i-z — ^y 


210 

xyz 


\ 2 1 
d^ dyb'' j 


62 

X — z — 2y 


xyz 


1 1 1 
b^byb' 


x + z>^ 
[cc-hz<^y 


xyO 


by\ 


x>^y 

.T<2t/ 


xyz 


1 1 1 
d'^d^b' 


.T — J5>2t/ 

x — z<^y 


xzz 




ex 

z 


xOz 




g 

d' 
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§7. 
Tetragonales System. 

Syn: Systeme qoaternaire Bravais, tetragonales System Breit hau pt, quadratisches 
System G locker, monodimetrisches System Hausmann, quadrat-oktaädrisches 
System Kapffer, Systeme du prisme droit ä basc carr^e L^yy, pyramidal System Mil- 
ler, pyramidales System Mobs, tetragonales System Naumann , zwei- und einaxiges 

System Rose, viergliedriges System Weiss. 







Weiss-R 


ose 


Naumann 


Ldvy 


Basis 


001 


ooa:ooa:c 


c 


OP 


P 


Protoprisma 


410 


a : a : oo c 


9 


ooP 


m 


Beuteroprisma 


100 


a:ooa:ooc 


a 


ooPoo 


A» 


Protopyramiden 


hhl 


h 
a : a : j c 


h 

r 


> 


< 

62* 


Grundform 


111 


a : a : c 





p 


6* 


Deuteropyramiden 


ÄOZ 


h 
a: ooa'.j c 




Jpoo 


l 


Ditetragonale Prismen 


hh(S 


h 
k 


h 
k^ 


^.\ 


A + Jfc 
h^ * 

/ 1 11 


Ditetragonale Pyra- 
miden 


hkl 


h h 
a:-7 a: - c 
k l 




h h 

l k 


laÄ + jfc, h—k — l 
i 

ah^kj h-\-k'—l 

i 



Die Naumann 'sehe Bezeichnung der tetragonalen Formen ist analog 
derjenigen der hexagonalen Formen. Aus der zur Grundform gewählten 
l^tragonalen Pyramide P leitet man die Reihe der Protopyramiden m P ab, 
indem man die Einheit a der Hauptaxe mit rationalen Zahlen wj, m ^ 1, 
Hiultiplicirt. Die Grenzformen dieser Pyramiden sind das Protoprisma oo P 
^M die Basis OP. Multiplicirt man die Nebenaxen einer Pyramide mP mit 
6»ner rationalen Zahl n , n > 1 , und legt man darauf in jede ihrer End- 
kanten zwei Flächen , welche die nicht zu derselben Endkante gehörige 
^ebenaxe beiderseits in der Entfernung n schneiden , so entsteht eine di- 
^^^ragonale Pyramide m Pn. Man erhält für n = oo eine Deuteropyramide 
^^co, für m = oo ein ditetragonales Prisma oo Pn, für m = n = oo ^as 
Deuteroprisma ooPoo. Ferner bezeichnet Naumann correlate tetragonale: 



Trapezoöder d 



mPn 



mPn 



Skalenoöder 
(Disphenoide) 



mPn 
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Tritopyramiden 
Tritosphenoide 



dmPn 

dmPn 
7T~ 



ImPn 

, ImPn 
^d~V 



Die L6 vy'sche Primitivfonn wird von dem Proloprisma m = oo P und 
der Basis p = OP gebildet (Fig. 486 *), prisme droit ä base carr6e). Nach 
S. 423 sind die L6vy'schen Indices: 

CO : y : z = Si -{- S2 : Si — S2 : s^ 
X -\- y : X — y : iz = Sx : $2 : s^ 

Die geometrische Constante eines tetra- 
gonalen Krystalles ist nach dieser Auffassang 
das Yerhältniss der Kantenlängen b : h. Des 
Cloizeaux bezeichnet die halbe Diagonale 
der quadratischen Basis mit D, so dass: 

b 




D = 



V^ 



Fig. 486. 



und das Yerhältniss der Axeneinheiten : 

, h . Vih 

IJ 

Beispiel. Nach Des Cloizeaux ist am Yesu- 
vian [Man. min. 1, 278): 

h:h^ 4000 : 379,849 
folglich : 

aic ^ h: 0,53749 



§8. 

Rhombisches System. 

Syn : Systeme terbinaire Bravais, rhombisches System Breithaupt, isoklines System 
Frankenheim, prismatisches System Haidinger, tri metrisches oder orthorhom- 
bisches System Hausmann, Systeme du prisme rhomboidal droit Lävy, prismatic 
System Miller, prismatisches oder orthotypes System Mobs, rhombisches System 
Naumann, ein- und einaxiges System Rose, zwei- und zweigliedriges System W ei ss. 



Miller 



Weiss-Rose 



Naumann 



L6vy 



Basis 

Brachypinakoid 

Makropinakoid 



001 
OiO 
100 



001 
100 
010 



ooa:oob:c 


c 


0/» 


coaibiooc 


b 


ooP 00 


a: 00 b :00 c 


a 


ooP 00 



p 

9' 

h' 



*) Diese Figur ist in der bei den französischen Autoren Üblichen Stellung gezeichnet, 
dergemäss die rechte Seitenfläche m stürker verkürzt ist als die linke. 
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rachyprismen 



akroprismen 
rotoprisma 



rachydomen 



akrodomen 

rotopyramiden 
rund form 



Miller 



Weiss-Rose 



kkO 



A>A 



A'<Ä 



rachypyramiden 



ak ropy ramiden 



hkl 



440 

0kl 
044 
hOl 
404 
hhl 
444 

fA>Ä 
k — h 



khO 



440 



^3. 
aiyO'.OOC 

k 



a:b : ooc 



kOl ooaib'.jc 



404 

0hl 

044 

hhl 

444 



= / 



khl 



hkl 



k+h = l 

lh>k 
h — k=/ 

h + k=l 



ooa:b: c 



a:oo6:-c 



a : b : jc 
a : b : c 



k , k 
-ra.b'.jc 
n l 



khl aijö :y c 



h 



9 

f 



a:oob\c d 



7" 







Naumana 



LÄvy 



A 

OOPr 

k 
ooP 

JPOO 

Poo 

yP OO 
P OO 



kpk 

l h 



h h 

l k 



m 

i 

6* 



f? 



l 






1 1 



l 

Ck-A, A" Ä>/ 

l 
1 1 2 

l 
O^h-k 



In der ältesten (Weiss'schen) Reihenfolge der Axen ist a die auf den 

Beobachter zulaufende, 6 die zu ihm quergehende, c die verticale Axe. 

Diese Bedeutung der Buchstaben a, 6, c ist mehrfach abgeändert worden, 

wie folgende Tabelle zeigt : 

vorn : rechts : ohen : 
Weiss a b c 

Naumann c b a 

Dana b c a 

In dem Mi 11 er 'sehen Symbol hkl bezieht sich der erste Index auf 
die horizontale Queraxe, der zweite auf die von vorn nach hinten gehende 
Axe. 

Naumann bezeichnet die zur Grundform gewählte Pyramide mit P. 

Liebiscli, Oeometr. Krystallogr. i9 ' 
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Multiciplicirt man die Verticalaxe mit rationalen Zahlen m, oo^ m^O, so 
erhält man die Reihe der Protopyramiden mP, deren Grenzglieder das 
Protoprisma ooP und die Basis OP sind. Aus jedem Gliede m P entstehea 

durch Vervielfältigung der Brachyaxe c oder der Makroaxe b nach der ratio — 
nalen Zahl n, oo > n > 1, Brachypyramiden mPn oder Makropyramidex^ 
mPriy welche in der Bezeichnung dadurch unterschieden werden, dass üb^^ 
das Grundelement P die prosodischen Zeichen der Kürze oder der L4kn^^ 
gesetzt werden*). Für n = oo erhält man Brachydomen mPoo ux\^ 
Makrodomen, (iXr m = oo Brachyprismen oo Pn und Hakroprismen oo^ ^ 
deren Grenzglieder das Brachypinakoid ool^oo und das Makropinatofci 
ooPcx)sind. Diese Ableitung wird übersichtlich durch folgendes Sehern^ 
dargestellt : 



/ 






/ 



/ ^x 



xijPNki 



OB 



^.. 



^jdSed 






'WkBn 



/ _ 2 [ N^ X 



Die Dimensionen des L6 vy 'sehen prisme rhomboYdal droit (s. Fig. i 

werden angegeben durch den an h anliegenden Prismenwinkel (iw*m) 

das Yerhältniss : 

ö : Ä = 1 : Irration. Zahl 



-^1 

nd 





*) C. Klein giebt den Zeichen \j und — die Bedeutung vorn und seillich. 
Vgl. Jahrb. Mineral. 1880, 1, 281. 
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Die Diagonalen des von den Kanten b gebildeten Rhombus sind die 
Axen a und b von Weiss (s. Fig. 487, S. 450), oder c und b von Nau- 
mann. Aus Fig. 488 ist nach einem auf S. 108 angeführten Satze ersichtlich, 

dass die Fläche -j- - t - r einer Makropyramide, h'^ k, auf den horizon- 
talen Kanten des L^vy^schen Prismas die Abschnitte: 

b b 



h — k' h + k 
macht und auf der Kante h dieses Prismas aufgesetzt erscheint, wahrend 
die Fläche jr • t ' y einer Brachypyramide, h <Ck^ auf denselben Kanten 

die Abschnitte : 

b b 

k—h' k + h 

bildet und auf der Kante g aufgesetzt ist. Daher sind die Levy 'sehen 
Zeichen der: 

Makropyramiden 6* ~ * 6* + * ä ' 



Brachypyraniiden &* — * ö* + * g^ 
Umgekehrt sind die auf die Axen a, 6, c bezogenen Abschnitte von : 



1 1 1 



b^ b^ h* = y -{- X, y — x, 2 



z 



_L J_ 1 

l)X ly gz --. y Xj y + X, 2z 

Zwischen den Einheiten der Axen a, &, c und den Elementen 6, h, 
{inm) des L6 vy'schen Prismas bestehen folgende Beziehungen : 

a: o : e=^bcos -——- : b sm ^— ^— : n 

(rnm) , h 

= cot ^— TT-^ : i : 



2 r . ^w w- 

b sm ^ 

2 

Die halben Diagonalen der rhombischen Basis werden von Des Cloi- 
^ e a u x mit d und D bezeichnet, so dass auch : 

a : b : C = d : i : D 
ist. 

J. Grailich und V. von Lang haben die auf den C4harakter der 
Doppelbrechung untersuchten rhombischen Krystalle optisch parallel auf- 

29* 
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gestellt "^j. In ihren Zeichnungen sind die Richtungen rechts-links, vom- 
hinten^ oben-unten die der kleinsten, mittleren, grössten optischen Elasti- 
citlit für rotbes Licht. Die Aufstellung der Krystalle lässt also ihre 
optische Orientirung für diese Lichtsorte sogleich erkennen. Die 
Flächen sind derart mit Indices bezeichnet, dass sich in dem Symbol (hkl) 
h auf die längste, k auf die mittlere, / auf die kürzeste Krystallaxe bezieht. 
Die Symbole (OÄ/), (ÄO/), [hkO) bezeichnen also Prismen, deren Kanten 
beziehungsweise der längsten, mittleren, kürzesten Krystallaxe parallel 
laufen, (400), (010), (001) Pinakoide, welche auf diesen Axen senkrecht 
stehen. So ergiebt sich aus der Flächenbezeichnung die morphologische 
Orientirung. 

Um die Orientirung der Krystallaxen, a > 6 > c, und der optischen 
Elast icitätsaxen, a> b >c, vergleichen zu können, haben Grailich und 
von Lang ein »Axenschemacc eingeführt, in welchem die optischen Elasti- 
citätsaxen in der Reihenfolge angeführt sind, wie sie der grössten, mitt* 
leren, kleinsten Krystallaxe entsprechen. So bedeutet z. B. das den 
Krystallen der Schwerspathgruppe eigenthümliche Axenschema (abc), dass 
die Richtungen der grössten, mittleren, kleinsten Elästicitäts- und Krystalf- 
uxen zusammenfallen. Je nachdem nun die erste Mittellinie der optischen 
Axen Axe der kleinsten oder grössten optischen Elasticität ist, wird in 
diesem Symbol die Charakteristik + unter c oder — unter a gesetzt. 

Diese Methode leidet an dem Uebelstande, dass Glieder einer isomor- 
phen Gruppe, deren Elasticitätsaxensymbole verschieden sind, verschie- 
dene krystallographische Orientirungen erhallen, wie das Beispiel der 
Aragonitgruppe lehrt. Während bei Aragonit und Strontianit die Ebene 
der optischen Axen parallel der Makrodiagonale des Prismas, dessen 
Flächen Zwillingsebenen sind, läuft, geht sie bei Witherit und Cei ussit pa- 
rallel zur Brachydiagonale dieses Prismas. 

a b c Axenschema 

Aragonit 1 : 0,7207 : 0,6291 cab 

Strontianit i : 0,7212 : 0,6089 cai 

Witherit 1 : 0,741 : 0,595 iac 

Cerussit 1 : 0,7232 : 0,6102 bac 

A. Seh rauf**) stellt die optisch untersuchten rhombischen Kristalle 
so, dass die verticale krystallographische Axe mit der ersten Mittellinie der 
optischen Axen zusammenfällt. 



♦) Grailich und von Lang. Orientirung der optischen Elasticitötsaxen in 
Krystallen des rhombischen Systems. Sitzungsber. Wien. Akad. 1857, 27. — Grailich- 
Krystallographisch-optische Untersuchungen. Wien. 1858, 208. 

♦*) Lehrb. der physikal. Mineralogie. Wien. 1866. 1, 131; 2, 288, 302. —Attas d^r 
Krystallformen. Wien. 1865—1877. 1, Einleitung S. 5, Taf. XI. 
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§9. 

Monoklines System. 

Syn: Systeme binaire Brav ais , hemirhorabisches System Breit hau pt, monoclinic 
System Dana, monoklinisches System Frankenheim, monosymmetrisches System 
Groth, augitisches System Haidinger, orthorhomboidisches System Hausmann> 
Systeme du prisme oblique- sym6trique Hauy, Systeme du prisme rhomboidal oblique 
L6vy , oblique System Miller, hemiprismatisches oder hemiorthotypes System Mohs, 
klinorhombisches oder monoklino^drisches System Naumann , zwei- und eingliedriges 

oder ein- und zweigliedriges System Weiss. 



Weiss-Rose 



Naumann! 



Lövy 



Basis 

Klinopinakoid 

Orthopinakoid 

Klinoprismen 

Orthoprismen 
^oloprisma 



Kiinod 



omen 



"^ri^idoment 



Vordere 



Hintere 



^^Uiiprotopyramiden < 



001 
010 
100 



hkO 



\h<k 



[h>k 



110 

OA/ 

011 

ÄO/ 
101 

ÄO/ 
101 

hhl 

111 

hhl 

TU 



ooa: oo6 : c 
ooa-.b'.ooc 
a.oob'.ooc 

>a: jb : oo c 

a: b :ooc 



ooa-.b'.jC 

ooaib : c 

a:oob :jC 

a: oob :c 

a '.oob'.jc 

a' '.oob'.c 



a:b:jc 

a:b: c 
a -.o-.jc 

a' :b:c 



c 
b 
a 

h 
P 

9 

f 
d 

J^ 

d' 



h 







%o' 







OP 
ootPoo 

h 

k 
ooP 

— *(X) 



-i" 



f" 



p 

9' 
9 



h — k 



m 

i 











a 



a 



1 



1 

d2 
J 

62 
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Weiss - Rose 



Naumann 



Lövy 



Hemiklinopyramidcn 



Hemiorthopyramiden 



hkl 
hkl 



.h<:k 



hkl\ 



hkl 



h:>k 



A, h 
k l 

, h, h 
k l 



h^ h 

a'.yb'.rrC 

k l 



, h, h 
a ijb'.jc 
k l 



l h 
J h 



h h 

rk 



h h 

l k 



dk-h bh-^kg 



bk^hflh + kgl 



d*-*d*+*A' 



Oh + k[h — k=i 



Ok-k[h+k=i 



bh-ki^h-^kh 



aA + »[A — A;=/ 



ah-_k[h-\'k=l 
i 



Naumann bezeichnet die : 



Axe 7t^ = Klinodiagonale = Axe der y 

Axe TT^ = Orthodiagonale = Axe der z 

Axe 7t^ = verticale Axe = Axe der x 

Axenebene tv'^tz^ = orthodiagonaler Hauptschnitt 

Axenebene tz'^tz^ = klinodiagonaler Hauptschnitt 

Axenebene Tt'^Tt'^ = basischer Hauptschnitt. 

Die monoklinen Prismen, deren Kanten nicht einer der drei Krystall- 
axen parallel gehen, heissen Hemipyramiden. Zwei isoparametrische 
Hemipyramiden bilden, trotzdem sie »völlig unabhängig von einander sind«, 
eine »vollständige monoklinoödrische Pyramide« (Fig. 489) ; die eine von 
ihnen fällt in die spitzen, die andere in die stumpfen Winkel des ortho- 
diagonalen und basischen Hauptschnitts (Fig. 490) ; jene wird die positive, 
diese die negative Hemipyramide genannt, aber »die umgekehrte Benennung 
würde vielleicht noch vortheilhafter sein«*). Da irgend zwei von den in 
der Symmetrieebene gelegenen Kantenrichtungen zur Klinodiagonale und 
Verticalaxe genommen werden können, so ist die Zusammenfassung zweier 
monoklinen Prismen zu einer »vollständigen Pyramide« nur ftlr.eine be-.^ 
stimmte Axenwahl gültig, — Aus der Grundform der vollständigen 



*) Diese Abänderung, welche Naumann mit Recht vermieden hat, um nicht An- 
lass zu Verwechslungen zu geben, ist später von A. Seh rauf angenommen worden. 
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Pyramide =b P leitet man zunächst durch Veränderung der verticalen Axe 
die Reihe der Protopyramiden zb mP, mg 1, oder die Grundreihe des 
Systems ab, als deren Grenzformen das Protoprisma oo P und die schiefe 
Basis oder das Basopinakoid OP auftreten. Aus jedem Gliede dt mP der 
Grundreihe erhalt man zwei neue Reihen von Pyramiden durch Vergrösse- 
rung der Orthodiagonale bei constanter Klinodiagonale oder durch Yer- 
grösserung der Klinodiagonale bei constanter Orthodiagonale ; jene haben 
also den klinodiagonalen, diese den orthodiagonalen Hauptschnitt mit ztmP 





Fig/489. 



Flg. 490 



gemein. Sie führen die Namen: Orthopyramiden ifz m:Pn und Klino- 
pyramiden zt m-Prij n> 1 . Das Wort Prisma wird nur für die bei einer 
bestimmten Axenwahi verticalprismalischen 
Formen gebraucht. Unter diesen werden 
unterschieden Orthoprismen ooPn und 
Klinoprismen co-Pn, deren Grenzformen 
fürn = oo das Orthopinakoid oo:Poo und 
dasKlinopinakoid cx>^oo sind. Alle übrigen 
Prismen werden Domen genannt: Klino- 
domen, wenn ihre Flächen der Klinodiago- 
oale, Orthodomen, wenn sie der Orthodia- 
gonale parallel gehen. Das allgemeine 
Zeichen der ersteren ist m^oo, ohne Ver- 
setzung der Zeichen d= , weil die Klino- 
domen einfache Formen sind. Dagegen be- 
steht jedes Orthodoma aus zwei ungleichen 
Flächenpaaren, welche Hemidomen ge- 
nannt und mit it mPoo bezeichnet werden. 
Die L^vy'sche Grundform ist das 
prisme rhomboYdal oblique, d. i. die Combination des Protoprismas 
»j =ooP und der Basis p = OP (Fig. 491). Die Kanten dieses Prismas 
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werden zu Axenrichtungen gewählt. Nach S. 423 sind die L 6 vy 'sehen 
Indices : 

X : y : z = Si '\' $2 '- Si — «2 • *3 
X -{- y : X — y:2z = Ät : $2 : s^ 

Die Elemente eines monoklinen Krystalles sind nach dieser AufTassnng 
das Verhältniss der Kantenlängen : 

b : h 
und die Winkel der Kanten : 

[d*^d) = Angle plan de la base 

[d^h) = Angle plan des faces laterales 

Des Cloizeaux bezeichnet die halben Diagonalen der Basis p mit 
d und J}, so dass : 

d = b COS ^^-^, l> = ösin-y-i 

und die Einheiten der Axen tt^, tt^, tv^ : 

d , h 
Ol 102:03 = ^ : 1 :^ 

Aus der Ecke mit den Kanten d, d, h ergiebt sich : 

cos (d^Ä) 



cos (h d) = cos [tc^tv^) = 



(d^d) 
cos^-=— ^ 



Beispiel. Des Cloizeaux, Man. de Min. 1, 827, giebt für den Orthoklas: 

6 : ^=: 1000 : 464,27^ 
(d"d) = 1 1 30 1 5' 30", (d"Ä) r= 1 040 — ' 46" 

an. Folglich ist : 

O] : 02 : 03 = 0,658648 : 1 : 0,555930 

(7j3 7ii) = (^)= H60 6'57" 



§ 10. Triklines System. 
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§10. 

Triklines System ''). 

Syn: Systeme asymätrique Bravais, tetartorhombisches System Breithaupt, triclinic 
System Dana, triklinisches System Frankenheim, anorthisches System H a i d i n ge r , 
tritoprismatisches System Kupffer, Systeme du prisme doublement oblique Lävy, 
double oblique System oderanorthic System M i 11 e r, tetartoprismatisches oder anortho- 
types System M o h s , klinorhomboidisches oder diklinoedrtsches und triklino^drisches 
System Naumann, ein- und eingliedriges System Weiss. 



Benennung nach Naumann 

Markropiaakoid 
Brachypinakoid 
Basopinakoid - 



Weiss-Rose 



Naumann | 



L6vy 



Protoprisma 



\! 



Primäres Brachydoma || 

I 
Primäres Makrodoma V 

Brachyprisma < 



Makropri 



isma 



^rachyd 



oma 



Makrodoma 



100 

010 

OOi 

110 

ITO 

011 

OTl 

101 

TOI 

hkO,{h<:k) 
hlcO,{h<k) 
hkO,{h>k) 

ÄÄO,(A>Ä) 

kl 
kl 
hOl 



hOl 



a.Qoh :ooc 
ooa: h : ooc 
ooa:oob:c 
a:b :ooc 
a:b' :ooc 
ooa:b: c 
ooa:b':c 
a: oob: c 
a! :oob:c 



T(i:b :ooc 
h 



j- a : 6' : oo c 
h 



aiyb :ooc 
k 

a: yb :ooc 
k 



ooa :b : -c 
c»a: b : jc 

V 



a: oob : jC 



a :oo6: -c 



I 



a 
b 
c 

9 

'9 

f 

r 

d 
d' 

h 
P 

*'« 

h 
P 

u 

i ' 



ooPoo 

ool^oo 

OP 

ooP' 

oo'P 

P'oo 

'P'oo 
P oo 



r t 



nf k 
ri<k 

ooP'- 
'k 

oo'P- 
' k 

jPOO 

- P oo 



9' 

p 

t 

m 

Ol 



a 



1 






9 



9 



k-h 



hh-k 



h + k 



h-k 



a 



k 
k 
h 
h 



*) Unter den vorhandenen Transformationstabellen ist nur die von Schrauf richtig. 
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Benennung nach Naumann 



Welss-Rose 



Naumann 



L^vy 



Primäre 
Protopyramide 



Protopyramide 



Brachypyramide 



Makropyrainide 



-\ 



a\ 

ITT 

hhl 

hhl 

hhl 

hhl 

hkly(h<k) 
hll - 



i 



hkl 



hkl 



hkl,(h>k) 



hkl 



hkl 



hkl 



a:b:c 



a:V :c 



a:b:c' 



aibi-jC 
w Ä 

a:b:jC 

a:b : jc 

k ^ k 
n l 

k ., k 

ti l 

k . k , 
raibijc 
n l 

k ., k f 
n l 

h^ h 
a: rb : rC 
k l 

h., h 
aijb : -rC 
k l 

h, h . 
aijb'.jc 
k l 

h h , 











o 







V 



P 



/ A 

l h 

kpk 
l 'h 

k pk 
hp.h 

r k 

h,-h 
i k 

hph 
l 'k 

h h 
l'^k 



Naumann bezeichnet die drei Axen als: 

verticale Axe = Axe der a;, Einheit a 

Makrodiagonale = Axe der y, Einheit 6 

Brachydiagonale = Axe der 2, Einheil c 



f 



2 



1 

d2A 

1 1 



^h + kfk-hg. 



1 



1 



d*-*6*+*9 

d^-^^b^-^Q 

1 1 

Ck-kf'h + kg 
1 1 J 



t t I 

^H-kfh-^k/iT 

c* + »6*-*A^ 
i __L_ 1 



S 10. Trikliaes Syslem. 
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Die drei AxeDeheneo ly, yx und scs werden von ihm basischer, 
makrodiagonaler und brach y diagonaler Hauptschnitt genannt. Denkt man 
sich um ein triklines Axensystem fUr irgend welche endliche Verhältnisse 
der Parameter alle isopara metrischen Flachen ausgebildet, so erhalt man 
eine »vollständige triklinoedrische Pyramiden. Dieselbe ist aus 
vier ungleichwerthigen Flücheupaaren (Partialformen) zusammengesetzt, 
von denen jedes eine Viertelpyramide oder Tetartopyramide genannt 
wird. Correlale Viertelpyramiden werden in der Bezeichnung dadurch 





unterschieden, dass dem Buchstaben P, als dem Grundelemenle, indem 
Zeichen einer joden derselben ein Accent an derjenigen Stelle beigefügt 
wird, welche der Lage ihrer vorderen Flache entspricht (s. Figur 492). 
Demgemäss würde also in dem Zeichen einer Viertelpyramide, deren 
Vordere Flüche oben rechts oder oben links erscheint, P' oder 'P, in dem 
Zeichen einer Vierleipyramide aber , deren vordere Flache unten rechts 
oder unten links erscheint, P, oder ^P lu schreiben sein. Auf diese Weise 
erhält Naumann allerdings ein CollectivEeichen 'P', ftlr die vollständige 
Pyramide. Allein diese Zusammenziehung ist ohne krystallo graphische Be- 
deutung, da man im triklinen Syslem irgend welche vier, in ihrem Auf- 
treten von einander völlig unabhängige Flachenpaare, von denen nicht je 
drei in einer Zone liegen, zu einer Pyramide zusammenfassen könnte. 

In analoger Weise bildet Naumann prismatische Formen, verticale 
Prismen, Makrodomen und Brachydomen, von denen jede aus zwei un- 
gleichwerthigen Flachenpaaren, sogenannten Hemiprismen und Hcmidomen, 
oesleht. Die drei Pinakoide sind die drei den Hauptschnitten des Axen- 
Systems parallelen Flächenpaare. 

Geht man von irgend einer vollständigen triklinoSdrischen Pyramide ',P', 
3ls Grundform aus, so erhält man durch Veränderung des in der verticalen 
Ale liegenden Parameters die Reihe der Protopyramiden mJPj [m^ )) oder 
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die Grundreibe des Systems, der auch als äusserste Glieder das Basopina- 
koid P und das Protoprisma oo^P' angehören: 

OP. . . m[P', . . . ;p; . . . m[P[ . . . oo'P'. 

Aus jeder Pyramide der Grundreihe wJP' leitet man eine Reihe von 
Makropyramiden 7njP|n und eine Reihe von Brachypyramiden m'^P'^n ab, 
indem man den in der JMakrodiagonale, resp. der Brachydiagonale der 
Grundform gelegenen Parameter mit einer rationalen Zahl n, die > 1 ist, 
multiplicirt. Die Grenzglieder dieser Reihen bilden die Makrodomen m[Pl oo 
und die Brachydomen mJPjoo. Wird dieselbe Ableitung auch für das 
Protoprisma durchgeführt, so erhält man zwei Reihen verticaler Prismen : 
Makroprismen oo'P'n und Brachyprismen oo'P'n, deren Grenzglieder das 
Makropinakoid ooPoo und das Brachypinakoid ool^oo sind. 

Die den Axen gegenüberliegenden Kanten einer Viertelpyramide 
werden von Naumann mit X, 7, Z und die Hauptschnittwinkel des 
basischen, brachydiagonalen, makrodiagonalen Hauptschnitts mit d und e, 
^ und Tj, T und i bezeichnet (s. Fig. 493, S. 459). 

üeber die Levy'sche Bezeichnung der triklinen Krystalle vergl. § 3. 



Zusätze und Yerbesserongen. 



S. 27. Während des Druckes erschien : M. Websky, Ueber die Interpretation der 
empirischen Octaid-Symbole auf Rationalität. Monatsber. Berlin. Akad. 7. Juli 1881. 
751—762. 

S. 32 Zeile 7 v. u. lies »drei« statt »dre«. 

S. 63. Die hier angeführte Abhandlung von M. Websky ist inzwischen wieder 
abgedruckt in: Zeitschr. für Kr y st. 1881, 6, 1-^23. 

S. 84 Zeile 3 v. u. lies »J7i172'73 "i^d v\v^2V's^ statt »hih^h^ und h'ih'2h's«, 

S. 101 Zeile 4 v. u. lies »sin 173« statt »«73«. 

S. 106 Zeile 4 v. 0. lies »—r -;« statt »—7 -;«• 

/Li' y' jLt' tr 

S. 174. Beispiel. Die üebersicht über den Gang dieser Berechnung wird erleichtert 
durch die stereographische Projection der Polfigur des Albits Fig. 439, Seite 375. 
S. 192. Ueberschrift lies »Elftes Kapitel« statt » Zehntes Kapitel«. 

S. 300. Figur 305 lies »khxlu statt »hkxU, 

S. U2. Figur 484 lies »^^^{« statt »^Ä^j«. 
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Theilungsverhältniss in e. Büschel 76, 85. 
Topas 376, 878. 
Transformation d. Indices 48. 
Transformationsgleichungen e. Zwillings 

408. 
Trapezo^der, hexagonale 295. 
Trapezoöder, tetragonale 346. 
Trapezo^der, trigonale 248, 84 4. 
Triakisoktaeder 234. 
Triakistetraöder 257. 
Turmalin 326. 



Ueberjodsaures Natrium 327. 

Yerbindungsebene, Indices ders. i4 . 
Verkürzungsmaassstäbe in einer orihog. 

Parallelproj. 488, 144. 
Vesuvian 859, 364, 865. 
Viereck, sphUrisches 67. 
Vollständiges n-Flach 44. 
Vollständiges n-Kant 44. 

Weiss' Bezeichnung 280, 282, 4 47. 

Weissbleierz 379. 

Wheweirs Bezeichnung 447, 437. 

Winkel der Flächen e. Polyeders 5. 

Winkel der Kanten 8. 

Winkel e. Kante 7. 

Witherit 370. 

Würfelerz 259. 

Wurtzit 825. 

Zinkblende 259, 273. 

Zinnober 322. 

Zirkon 845, 846. 

Zone von Flächen 7. 

Zonen d. regulären Krystalle 270. 

Zonen d. Endkanten e. hexag. Pyramide 291 . 

Zonen e. monoklinen Krystalls 384. 

Zonen e. rhombischen Krystalls 374. 

Zonen e. tetragonalen Krystalls 846. 

Zonenbüscbel 7. 

Zonenfolge 7. 

Zonenkreis 4 4 2, 424. 

Zonenlinie 434. 

Zonenpunktformel 44 4. 

^sammenhang d. Gesetzes d. Zonen mit 

d. Gesetze d. rat Indices 80. 
Zusammenhang d. Gesetzes d. Zonen mit 

d. Gesetze d. rat. Doppelverb. 88. 
Zwillingsaxe 402. 
Zwillingsebene 402. 
Zwillingsebene, aequivalente 406. 
Zwillingskrystalle 896. 
Zwillingskrystalle, Berechnung ders. 407. 
Zwillingskrystalle, Constructioa ders. 442. 
Zwillingskrystalle, Gesetz ders. 898. 
Zwillingskrystalle, Symmetrie ders. 405. 
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